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PRINCIPAUX ARTICLES. 


LIVRE -v,r. 

Des Problêmes connus fous le nom de Problèmes de DiophanCe. 

Art. 223. r\E Dioph^Oïte (f de fes écrits. Pag. i 

i24. "^ Le M ME. Si les trois côtés d*un triangle - reSangle augmew 

tent ou diminuent en même rai/on , on aura un autre triangle* 

teSangle femhlable au premier. 3 

425. pROB. I. On demande de partager un nombre quarré donné en 

deux parties telle , que chacune et elles foit un nombre quarré. 4 

22(5. Prob. 2. On demande de partager un nombre compo/é de deux 

nombres quarrés en deux autres nombres quarrés. 7 

2ij. Prob. 3, Trouver quatre triangles^reSangles , qui /oient expri- 

' mes en nombres entiers, ^ qui ayent tous la même bypotbénufe. 1 2 

228* LBMMf. En tout triangle re&angle ^ Ji le double produit des câ* 

tés ejl ajouté au quarré de îbypotbénufe^onfouftraîtdecequarréj 

lafomme 6? le rejle feront F un (^ Vautre des nombres quarrés. 15 

229. Prob. 4. Trouver un nombre tel y que foit qu'on rajouté à fon 
quarré^ ou quon le retranche de fon quarré , la fomme ^ le refte 

Y, foient également des nombres quarrés. ibid. 

230. pR03. 5. Trouver quatre nombres tels, quêtant ajoutés féparJ- 
ment au quarré de leur fomme ^ retranchés de ce quarré , toutes 
les fommes , Ê? tous les refies f oient des nombres quarrés. 1 6 

231. Prob. 6. Trouver deux nombre^ quarrés dont la différence Joit 
quelque nombre donné. 1 8 

232. Le M ME. Si a fe? h font deux quantités^ Ê? que z^l foit plus 
grand que b , je dis^ cela étant , que a doit être plus grand que 

^yhj ou plus petit que ^ yh. 20 

233. Prob. 7. Trouver un nombre qui étant féparément ajoiité à deux 
nombres donnés ^faffe de Tun 6? de ï autre des nombres quarrés. ibid. 

234. Prob. 8- Trouver un nombre qui foit tel qu'étant divifé en deux 

parties quelconques , le quarré d'une des parties , ajouté à T autre 

partie prife cent fois , faffe un nombre quarré. 24 

Tomç II. ♦ Art. 235. 


îj . T A B le B D t: s 

Art.235.*P'iiob. ^. prouver deux nombres tels^ que le qumré de chacun 

étant ajouté à lafomme des deux fajfe un nombre qùarré. 25 

236. Prob, 10. Trouver deux nombres tels^ que fi Fon ajoute leur 
" Jommc m produit de leur multiplication ^ ou^quon la retranchjt 

^ Ci produit^ la fomme qui réffdtera dg cetfe addition]^ (f le 
rejie^ /oient également des nombres quarrés. 26 

237. Prob. II. Trouver trois nombres tels ^ que non feulememla/omme 

de tous les trois , mais aujji (esfommes de ces nombres pris deux 
à deux /oient des quarrés. 27 

^38* Prob. 12. ' Trouver trois nombres tels^ que fi au produit de ces 
nombres pris deux à deux^ on ajoute un nombre donné , toutes 
les /ommes /oient des nombres quarrés. 2Î 

239. Prob. 13. Trouver quatre nombres tels y que fi Ton ajoute T uni- 

té ou quelque autre nombre quarré au produit de ces nombres pris 
deux à deux y toutes les /onimes /oient autant de quarrés. 33 

240. Prob. 14. On demande trois nombres tels y que les produits de 

ces nombres pris deux à deux y augmentés de leur /omme ^ /q[]hît 
autant de quarrés. 37 

241. PRÔB. 15. Trouver trois nombres tels y que fi au produit de ces 

nombres pris deux à deux , on ajoute t /ois le troifiéme ,- toutes 
les /ommes qui en ré/uheronty /oient des quarrés. 41 

242. Prob. 16. Trouver deux nombres tels y que chacun d'eux y {^ leur 

/omme , étant /éparément ajoutés au produit de leur viultiplica- . 
tion y les trois nombres qui en ré/uhent y/oient tous des quarrés. 43 

243. Prob. 17. Trouver deux nombres tels y que fi au quarré du pre^- 

mier nombre ÎS à /on côté on ajoute le /econdy il en na\//e le 
quarré d'un troifiéme nombre & /on côté. 45 

^44, Prob. 18. Trouver deux nombres tels , que fi au quarré du 
premier ^ à /on côté an ajoute /éparément le /econd nombre , il 
en naijfe deux nombres , dont le /econd /oit un quarré , qui ait 
pour /on côté le premier nombre. ibid. 

245. Prob. 19. Trouver deux nombres tels y que le quarré du premier 

étant ajouté au /econd y /oit égal au quarté du /econd ajouté au 
premier. 47 

246. Prob. 20. Trouver deux nombres tels y que non feulement chaque 

nombre ^ mais au/fi leur /omme & leur différence y fi on les aug- 
mente de Yunité /oient des quarrés. 48 

247. Prob. 21. Trouver trois nombres tels y que fi au quarré de cha- 

cun on ajoute la femme des deux autres y les nombres qui en ré- 

/ulteront /oient tous des quarrés. .49 

Art. 248 , 


PRINCIPAUX ARTICLES. S} 

%43i 249. Deax Lemmes. 5^ 

250. PRO B. 22. Trouver trois nombres tels^ que F excès du phs grand 
par (kjpis le moyen foit à l'excès du nombre moyen par d^us k 
phs petit en raifon donnée > fuppùfons comme 3 i i ; 6f de-plus 
que la fofnme de ces nombres pris deux à deux foît un quarré. 53 

tsu Problème servant de Lemme* Trouver deux nombres 
quarris dont la différence foît donnée j S tels que le plus petit 
foît plus grand qu'un nombre ajjigné. $9 

252. Prob. 23. Trouver trois nombres en proportion continue^ f? tels 
que chacun d'eux augmenté kun même nombre donné foît un 
(fjuarrl. ,60 

253- Lemme ( Planche L Fig. i.) Si ABC eji un triangk-reài^ 
ligne , dont les côtés A B Q' B C forment enfemble un angle dé 
120 degrés^ ^font donnés; je dis ^ que le quarré du troifiéme côté 
ACfe trouve , en ajoutant le reSangle ou produit des deux câ* 
tés KBS BC à lafomme de leurs quarrés. 

Mais fi AD C efi un triangle-re&iligne j dont les deux côtés 
AD ^ DC forment enfemble un angle de 60 degrés; je dis^ 
quen ce cas le quarré du troifiéme côté ACfe trouve en retran- 
chant le reSlangle ou produit des deux côtés AD & DC de la 
fomme de leurs quarrés. 61 

ft54* Prob. 24. Trouver en nombres entiers les trois côtés d'un trian- 
gle amblygone , dont t angle obtus foît de 1 20 degrés. (S3 

2Ç5- PR?s* ^5* Trouver en nombres entiers trois triangles-reSlangles f 
qui ayent tous la même aire. 64 

256. Prob. 2(5. Trouver trois nombres teb ^ quefoitque leur fomme 

foit ajoutée au quarré de chaque nombre particulier y ou retran- 
chée de ce quarré^ les nombres qui en réfulteront foient tofis des 
qiuirrés. ^^ 

257, ProbI 27. Trouver trois nombres quarrés tels^ que la fomme de 

ces nombres pris deux à deux foit un quarré. 67 

258* P R o b. 28. Trouver trois nombres quarrés tels y que lajbmme de leurs 

quarrés foit aujji un nombre quarré. 69 

259. Prob. 29. Quelqu'un acbette deux fortes de vins ^ le meilleur à 

raifon de huit livres fterling la pièce ^ S le moins bon à raifon 

de ciriq livres ; le prix du tout monte à un nombre quarré de AV 

vres y lequel augmenté de foixante forme un autre nombre quarré^ 

dont la racine exprime lafomme des pièces de Vune 6? de l'autre 

forte ajoutées enfemble; je demande combien il y a eu de pièces 

• • 2 d'acbe- 


ÎV T A B L E D E s 

di achetées tant de Tune que de Vautre forte , ^ ce qui tn aéti 

payé. '^Z 

Art. 260. Prob. $0. Trouver un nombre y gui étant féparémentmubiplié par q 

(f par 18, & le nombre de 9 étant ajouté au premier produit 
&JouJirait du dernier y tant lafomme que le rejlef oient des nom- 
bres quarrés. • 74 

L I V R E VIL 

DE-LA PROPORTION. 

Art. 261. De la nécejjité de réfoudre quelques difficultés qui femblent ac- 
compagner la doBrine de la Proportion telle qu* elle je trouve dans 
les Elémens (f Eudide. 75 

262. Défenfe de la cinquième définition du cinquième Livre rf'Euclide.77 

263. De lafeptiéme définition du cinquième Livre (f'Euclide. 84 

264. Quejliohau fujet de t Article précédent. 85 
265 &c. Le cinquième Livre ^Euclide. 8<5 

DE LA COMPOSITION ET DE LA RESOLUTION 

DES RAISONS. 

Art. 292. De F.. 1. En comparant entre elles des raifons, une raifon efi 

dite plus grande que , égale à, ou plus petite quune autre , quand 
fon antécédent a un rapport plus grand j égal, ou plus petit à 
fon conféquent, que F autre antécédent ri a aufien. 107 

5^93. D E F. 2. Dans une férié de quantités de quelque efpèce que ce foit croif 
fonte ou décrotffante depuis la première jufqu à la dernière^ la raifon 
des extrêmes ejl dite compofée de toutes les raifons intermédiaires.ioZ 

i94. De F. 3. De-même que par la dtvifion d'une ligne en un nombre 
quelconque de parties égales , toute la ligne efl dite un multiple 
d'une de fes parties tel qu*il efl exprimé par le nombre des parties 
dans lesquelles toute la ligne efi fuppofée divifée ; pareillement 
dans une férié des quantités en proportion continue , ou les rai- 
fofts intermédiaires font toutes égales Tune à F autre , Êf par con- 
ffquent à quelque raifon commune qui les repréfente toutes indif* 
féremment , la raifon des extrêmes efl dite un multiple de cette 
raifon commune , tel que l'exprime le nombre des raifons à comp^ 
ter depuis un extrême juf qu'à Vautre. iio 

295. De t Addition des Raifons. m 

296. De la SouJlraBion des Raifons, 114 

Art. 297. 


?RINCIPAUX A RT FC LES. y 

Abt. £97* Z)^ iid Multiplie atim & J^ /a Divifm Jes Kûtfmsl i itf 

2pg. ^ttfr^ métho^ d^ tfiultipHer fcf é?ff divifir dâ puites Raifons^c^ejl- 
à-dire^ dora Us termes font grands en mnparaijon de leur diffé- 
rence^ 117 
fipp. D E F. 4. Si deux quantités variables Q fj' R, font de telle na- 
ture que R nefat/troit être augmentée ou diminuée en. quflque rai- 
fon^que (^ne foit niceffairemeni aUgmenté'ou diminué en cette 
I né me raifon ; comme Ji li ne pouooit devenir quelque autre valeur 
: . r , fans que Q devînt quelque autre valeur q , telle que Q fut 

toujours aq comme R i r , ence casi^efi dit être comme R 
direâement , ou Jîmplement comme . R. 1 20 

300. D E F. 5. Si deux quantités variables <^ ^ R font de telle nature , 

mie R ne puiffe être au]gmentée en raifon quelconque , que Q ne 
foit néceffairement diminué en une raifon contraire , ou que R ne 

puiffe être diminuée en une raifon quelconque , qiie Q ne foit «v'- 
ceffairement augmenté en une raifon contraire; en un mot y que 
R ne puiffe être changée en raifon de D àE^que Q^ne foit né- 
ceffairement changé en raifon deE àDi en ce cas , on dit que 
' Çl eji réciproquement comme R. 122 

301. De F. 6. Si quelque quantité comme Q^^ dépend de plujîeur s autres 

quantités y comme R , S ,-T , V , X , toutes indépendantes l'une de 
r autre y defofte quune d'elles peut être changée feule fans àffeller 
aucunement les autres; ^ fi aucune- des quantités R, S, T, n^ 
peut être clxingée en paniculier jfans que la quantité Q foit chan- 
gée en même raifon , ni aucune des quantités V , X , fans que la 
quantité Q^foit changée en raifon contraire , en ce car on dit 
queÇ^efi en raifon direSte comme R , £3^ S , 6f T , ^ en raifon 

réciproque ou inverfe comme V ^ X. ^ 124 

N. B. Si (^ ejl comme R, £3^ S 0* T dirçEtement y fans aucutie raifon 

réciproque , Q eji comme R S^ S £3* T , conjointement, ibid. 
3C2. Theoueme. «Si Q ^ comme K& S & T directement ^ £5* 
comjne V 0* X réciproquement , ^ que les quantités R , S , T , 
V, X^foient changées en r, s, t, v, x, 6f Q en q; je dis^ 
cela étant , que là raifon rffe Q à q fera égale à Pexcès de toutes 
les raifons directes prifes enfemble par-deffus toutes les raifons 
réciproques prifes enfemble pareillement i^ fi les raifons deKàv^ 
de S à Sy ^ de T à t (que je nommerai les raifons directes) 
étant ajoutées enfemble forment la raifon de A àB^ ^ que les 
raifons deY àv(^de X àx (que f appellerai les raifons récipro^ 
ques) étant ajoutées enfemble , forment la raifon de Cjà D ; je 

' ' * 3 * ài^y 


iUytitlà.Hm, lue laréiJSn ie^à \\fera igâïé à ta ràîfh 
de AàBpar-JiffuslaraifmieCàD. 125 

COROLLAI^BS. 125 

Art. 303. Le Théorème précédent éclatrci par des exemples , oh il n'entre 
' tpte des rMpms direEtes. 127 

304. Autres exemples dans lesquels tes raifins direHes H^ réciproques 

font mêlé'ei enfemNè. 1 3 x 

305. Jutre ntàniére de traitef les emmpks dans les deux derniers Arti- 

cles. I3J 

L î V R E VIIL 

PARTIE I. 

L'Application de TAlgébre à la Géométrie PlaDe. 

Art. 306. Conditions requifes pour pouvoir appliquer rjlgébre à la Géomé" 

trie; Ê? en quelfcns des nombres fervent à défigner des grandeurs 
Géométriques. iq^ 

307. Prob. I. On demande les deux côtés a £? b d'un triangle- 

réStangle idont a ejl lepluS grand ^ étant donnés ^ de trouver îhy- 
pothénafe fans le fe cours de la quarante -feptiémeFropofitim du 
premier Livre. ^ 138 

308. Prob. 2. TroMoer Taire d'un triangle dont les côtés font donnés 

en nombres. 140 

30p. Problême qui fervîra de Lemme. Trouver en nombres rationels 

deux triangles-reêiangles , ayant tous deux un même côté. 142 
310. Prob. 3. Trouver autant de triangles autres que re&angles qu'on 

voudra^ dont les côtés & les aires f oient exprimables en nombres 

rationels. 143 

3x1. Pr OB. 4. Lés trois côtés d'un triangle étant donnés en nombres^ 

trouver le demudiamétre d'un cercle infcrit. 144 

312, Prob. 5. Les trois côtés iun triangle étant donnés en nombres^ 

trouver le diamètre d'un cercle circonfcrit au triangle. 145 

313. Lemme. Si dans un triangle on mène une Bgne de quelque angle 

jusquà la bafeoppofée , elle partagera toutes les lignes parëlléles 
à la bafe en même raifon que la bafe a été partagée. 145 

314, Prob. 6. Trouver le centre de gravité d'un triangle donné y c'eft- 

à'dire ^ trouver dans le plan d'un triangle donné un point tel 
qu'étant fout enu toute la figure foit en équilibre. 147 

315. PiioB. 7. Etant donnée la bafe BC d'un triangle quelconque^ 

conjointement avec les angles adjacens B ^ C , on demande la 

hauteur perpendiculaire du. triangle* 148 

Art. 3 1(5. 


P R IN C ï P A U X A k •# I C L E S. vîj 


A«T.3itfi PROB. s: (Fig. lo.) £wACBD, AEFB &AGHB /oient 

trois paralÙlogrammes roSanghit tous fituésfur la même bafe 
A B , &* tous du même côté , le reffangte A G H B étant le plus 
• grand de tous , fif k.rêftangîe A CD le lé plus petit-} on demande 
de mener la ligne KLMN parallèle à AG ou BH^ & cou- 
pant les lignés G« «i K, E F ^/i L, tl> en M, & Ah en 
\ Nj deforte que lafomme des reSlangles AK £5^ BM foit égale 

au reEtangle moyen A F. 149^ 

317, pROB. 9. Dans un triangle dont la bafe & la hauteur perpendi* 
culaîrè font données , infcrire un paràRéîogrdmme reSlangle , dont 
la bafe foit une partie de la bafe du triangle , ou coïncide avec 
tette bafe , S* dùfa tes deux côtés contigus f oient tune à Vautre 
en raifon donnée. ' 150 

318, PROBi îo.. (Fig. 13.) Que AB S^ CD fotent deux tourelles ^ 
Éf BD une ligne horizontale \ thenée dépuis le pied d'une des 
toureUes jusqt/au pied de t autre: on demande^ les hauteurs & la 

fiftancè^b^kmtêk des deux toitreliesétam Am^ 
, V de trouver dans la ligne BD un endroH comme'^Ky d'où^ fi Ton 

y placé uneéchéUej cette échelle pQÛrrjn atteindre 'égal(ffient au 

:Ç' ' ,^fmn^ de^ thàfiUi . tOHrtUe; ou (se 0iirfMef^:4u même) on de* 

'; \'vfai^ .4r,iOVÉWf .rf*IV: h^ Hgné ^J^v» ppint 0<nme E , d'où , 

' • ' '/ 'fi ltf^:méne du lignes E.A Ê? ÎB Q^^çff Mgnfsfyront égales Fw 

wi fàilfre^' ,";•"':; 156 

319, Pr;Oj. II. (Fig. 14*). Le fayondrun cercle 'étant donné en nom- 
bre^ î^ûBJoinUtheni' mu la tangemeJ'^njitt de- cercle qui c^^ 
prenne ;tmw de 4$ ^^J'^Xfe.béteffitSéid^ cette limitation 

< i \ ^psuçoîcra^diils la fititêj) (?« d/emofide de ^çwii^r Ja tangente du 
doàbk de iet arci. ; • ^ • ' 158 

320» PRaB. 12. Divîfir une ligne donnée en deux parties telles que 

Je reSangle de ces lignes foit égul^ f'it'efi poffibky à un quar- 

ré donnée \ .' . ^ . ^ •, '' ^ 167 

321. pR'OB. i3, Divifer^une lighe^ donnée en jdeûk.paxties telles, q^6 
lafmpie àe leurs ^pmrris puijfe être égale.àMn quarré donné. 168 

322. I^'ROB.' 14; Didfer une ligne donnée m extrême 6? moyenne 
raifon. -' - . ' n • 169 

523, -P R o B, ' i^, ^Trbuver trois 'lignés en proportion'^ contmuii dont la 
fomme'^ lafàhme dé leuri ^quàrrêf'pnrdofiné'es^. 170 

324. P R o B. 1 6. Trouv)sr'quatre lignes en f^èporUm continue ^ dfJ9 ^^«^ '^ 
fomme des extrêmes que lafomme des moyennes font données. 173 

Art. 325. 
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vAaT.325. Lbmicë. Bans toute figure reâiligne^ tcus les angles pris «• 

fembk fora égaux à autata de droits ^ exi;epté quatre ^ que b 
figure a de c$tés. 174 

. 525» Prob. 17. Jnfprire dans m quatre, damii un ^fwri plus petit ^ 
: dof^t Paire foit dp^née. 175 

. 3!i7, Pkob. 18. ,0» demande^ la d\ffirence entre Vbypotbinufe ^ 
chaque côté d'un triangle-reStangle étant donnée féparément , de 
trouver le triangle même. • ibîd. 

3ji8. Lemjije. Si quatre lignes A^ B, Ç, V( font proportionelks ^ (^ 
qua^f^e autres Ej F< Q^ H \pf «ffit^rfi^W/ef 0^ y Jeforti' que A 
, foit à B cojnme C ^ D ,. ^ pareiOement Ë; à F comme G i H, 
je dis que le re&angle A E fera au reS angle BFp comme le rec- 
tangle CG ejl au reShngle D H. .... 177 
309. P.rob; iç. L'hypoiAénufo ^, Paire d'un triangle étara données^ 
on demande^Je triangle même.. ', ' ibid, 
. 3 30 . L B M 1^ £ .. . «Sf quatre quantités A , B , C £g^' D font proportionelles , 
deforte que A foit à:B\ couime C à,D ^ je /fis que A-+B ejl 
. à Aj comme C-^D eji à C. 181 
. .331. Lemmb. (Fig. 26,27.) A' ABC efi un triangle ayant pour 
bafe AB, »fif dont F angle vertical C foit égal ày quelque angle 
'donné D E F , (?« A fon compémeiit à dèusi^ droits; & que de quel- 
' 'que point cmme^ î) dmi4a ligne^ED on'wéne D F perpendicu- 
laire à EF,- je dis, comme DE eji à ©F'i aînfi 2ACB, qui 
efi le double reShingk des côtés du triangle propoft jà: A C* 
-r|-BC»-AB*, wi AB*-^AC*.-BCS différence entre 
lé quarri de la bafe & lajbmme des ^qaanés der côtés : le pre- 
• iriier casa lieuipumd tan^gle 'Wrtîcal ACB> ejl \égal à V angle 
aigu D E F ; & le dernier arrive quand Taille vertical A C B 
efl égal au oompdément de TangleîiEE à deux droits. V ' 

J'ajoute quç.la propqfitiâfijnverfe efi vraie aujjîy & que fi 
DEFeftun angle aigu quelconque , D F étant perpendiculaire 
- '^ à ^F, & qtieDEfoit^ à EF.comtne 2ACB à. AO -+BC* 
-AB^.yOU ^^AB»-A.C*^îT^BC*V i^^gle vertical ACBfe- 
'/ ra égal à f angle DE F danx h premier cas^ ou èf fon complé- 
ment à deux droits dans le fécond. - ibid. 
. .53»..Piio B. ,,w. Tfower: un^tr;i^^k,^ dO^ lafiafe, Q* Jafomme des 
eàésfont dqnpies , k/jvoc^I iffigle oppofé à'^ bafe. 182 
\ g3'g» VB^i^Wi w^A i^«f côtés d^t^ti^iangle étant idqnm^eonjointement 
. avefi Patres on, demande: h troifiéme côté. 186 
. ' ' ' Art. 334. 
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AjiT. 334. LuM M £• Si dé deux points donnés A (^ Bj on méûè ieux^ Hgnès 

A C Ê^ B D , S^ qu'on fuppofe que ces lignes prolongées à T infini 
auhdeïà d^, points C & D^ ne concourent qiià' une dijlance in^ 
finie ; jfi dis , que toutes les parties finies » telles que AC (^ BD 
de ces lignes infinies^ doivent êfre conjidérées' comme parallèles^ 
c' ejl'à'dire quelles ont toutes les propriétés des lignes parallèles^ 
autant que ces propriétés peuvent être exprimées en termes finis. 187 
335, Prob. 22. Partager tm triangle donné en rai/on requife par une 
ligne pajjant par un point dorme. 188 

33(5. Difcours fur les Infinis des deux genres^ à toccafion du problème 
précédent. ' ip7 

DES LIEUX GEOMETRIQUES. 

Akt. 337. Définitions. (^Fîg.^^j^o.) Que APBfi)it une ligne don- 
née de pqfitionj ^ VMune ligne indéterminée faifant un angle 
donné APM avec la ligne AP:que cette ligne indéterminée PM 
Jiit Juppofiefe mouvoir le long de la ligne AB dans une pofitîon 
toujours parallèle à elle-même jdefi)rte que toutes les lignes PM 
foient parallèles Fune à Foutre ; & que dans le même tems que 
la ligne FM efl tranfportée le long de la ligne AB^le point M 
foit fiippofè fe mouvoir le long de la ligne PM, de façon à dé* 
crïre par ce mouvement compofé quelque ligne droite ou courbe: 
enfin , qutl y ait un rapport confiant entre les lignes A P Q^ 
VM9 (f que ce rapport foit exprimé par une équation , qui corn* 
prenne ces lignes ou quelques -unes de leurs puiffances multipliées 
ou divîfées par des grandeurs connues : cela étant y la ligne droite 
ou courbe décrite par le point M s'appelle le lieu de cette équation; 
la ligne indéterminée PM, en ejl une ordonnée; ÉJ^ la ligne in^ 
déterminée A P , comprife entre P , le point le plus bas de For- 
donnée ^ S le point Ay qui efl toujours fuppofè fixe ^ s'appelle 
Fahfciffe de F ordonnée PM. 204 

338. L E M M E. (Fig. 41.) Suppofant tout comme dans le dernier article , 
que r angle APM étant toujours droit , p , q 0* r foient des li^ 
gnes données y & que le rapport entre x & y foit exprimé par 
mf^^'^^w»xx-+2pxH-pp-+yy— 2qy— hqqzzrr. Sur 
la ligne A P (prolongée s'il le faut) & depuis A vers P , retran- 
chez la ligne AB égale àFy (^ menez perpendiculairement à 
AB la ligne BC égale à q^ du même côté de AB que la ligne 
PM ije dis , cela étante que le lieu de l'équation prècédentexx-^ 2px 
-+pp-4- yy— 2qy-+ qqzzrr fera la circonférence d'un cer- 
cle ayant pour centre c £5^ pour rayon r. 205 

. Tome II. ?• Art. 33p. 
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•ARt.33p. Prob. 23. (Fig. 44.) Les deux points A (^B étant émnés: m 

demande d'en trouver un troifiéme comme M , Jitué de façon , 

^*en y menant ks lignes AM Êf BM^ ces lignes f oient l'une 

. à tautre en raifon donnée^ 206 

LIVRE VIII. PARTIE II. 
«Des Prîfmes ^ des Cylindres , des Pyramides , des Cônes & des Sphères. 

Art, 340. L E M M E. Si dans un triangle-reàangle un des angles aigus eji de 

trente degrés , ou le tiers d'un droit , le côté oppoje/era égal à 
la moitié de Thypothénufe. 212 

541. L E M » E. (Fîg. 49 , Jo.) Que A B Cfoit un triangle - re&angle , 
ayant fon angle droit en B; (^ que de deux pofygones fembla' 
blés 6f équîlatéraux j F un étant fuppefé eirconfcrit ^ Foutre in- 
fcrit au cercle^ T angle BAC foit égal à la moitié de F angle au 
centre , auquel ejl oppofé un côté de chaque polygone , je dis , ce^ 
la étant y que A B fera i B C comme le diamètre du cercle au 
côté du plygone eirconfcrit; & que A C fera àBC comme le 
diamètre du cercle au côté du polygone infcrit. 213 

342. Théorème. La circonférence de tout cercle efl tant foit peu 

plus grande que trois diamètres. ibîd. 

343. Théorème. Si le diamètre d'un cercle eJi déjtgné par 1 ^ la 

circonférence fera tant foit peu plus petite que 3^5, ^ tant foit 

peu plus grande que ^j\. 2x4 

344* La manière la plus abrégée de trouver les nombres déterminés dans 

le dernier article. 217 

3^45. Nombres par lesquels Van Ceulen a exprimé la circonférence d'un 

cercle dont le diamètre ejl 1. 218 

346. Pourquoi la Quadrature du cercle tfi impojjtble Géométriquement, ibid. 

347. Corollaires déduits de F article 343. 219 
348>. Prob. i. Trouver la raifon du diamètre d'un cercle au côté d'un 

quarré égal à ce cercle. 221 

349. Prob. 2. Trouver le demi-diamétte d'un cercle ^ qui comprenne 

dans fa circonférence la valeur d'un arpent de terre. ibid. 

350. Prob. 3. Qu'un fil de longueur donnée fait difpofé de façon à for- 

mer un cercle: on demande Faire de ce cercle. 222 

351. Prob. 4. On demande départager un cercle donné en un nombre 

quelconque de parties égales , en menant dans le cercle propofé 

d'autres cercles concentriques. ibid. 

3J2. Prob. 5. Quiconque fait le tour de la Terre doit née eff air ement 

décrire un plus grand cercle avec fa tête qu'avec fes pieds : on 

demande de combien k premier de ces cerclesfùrpaffe le fécond. 223 
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Art. 353. Prob. 6. On demande ^ la profondeur (f le dîàmitre ae[qûel^ 

vafe cylindrique 6t<mt donnés ^ de trouver lé nombre de gallons 
quHl contient. 223 

354. Prob. 7. Mefurer un cône tronqué^ dont on connoit la hauteur 

perpendiculaire ^ les diamétm des deux bafes. 224 

355. Lexme. 226 

356. LjEMMB. 227 

357. Théorème. Tous cSnes ifofciles d* égales hauteurs font comme 
leurs bafes ; cefi-à-dire , le contenu folide iun cône quelconque 
ejl au contenu folide d'un autre cène d'égale hauteur y comme la 
hafe du premier cône eji à la bafe du dernier. 22g 

35g. Théorème. Toute pyramide ifofcéle eft égale à un cône ifofcé* 
kj Ji leurs bafes font égales , 6? que leurs ba»teuts folent éga* 
ks auffi» 229 

359. Le MM £. Concevons que fi du centre de quelque cube font menées 

des lignes droites à tous f es mgles, le cube fera diflingué J>ar ce 
moyen m autant de pyramides ifofcéles égales qu^ il a de côtés ^ fa* 
voir (5, dont les bafes feront les faces du ciébej ^ dont lefommet 
commun fera k centre. 230 

360. Théorème. Chaque pyramide ifofcéle ou cône ejl un tiers d'un 

prifme ifofcéle ou cylindre , ayant une bafe égaie , (^ une égale 
hauteur perpendiculaire. 230 

^61. Lemme. Si une pyramide d*une efpéce quelconque efl coupée par 
un plan parallèle à fa bafe , la grandeur de la feôiofiy .w ^ce qui 
revient au même) la grandeur de la bafe de la pyramide retranchée^ 
fera toujours la même , que la figure de la pyramide foi$ ce qu'eU 
le pourra y auffi hngtfims que la bafe & la hauteur perpendiculai" 
rede la pyramide totale y (^ la hauteur perpendimlaire de la py* 
ramide retranchée refieront les mêmes: auquel cas la diftance 
perpendiculaire entre le plan de lafedtion éf le plan Je ia bafe 
fera auffi la même. 232 

362. Théorème. Si un pnftne ou un cylindre , de quelque efpéce 
quecefoit^font décrits par le mouvement d* une figure platée m,oi^- 
tant uniformément , dans une pofition horizontale jusqu'à une 
hauteur donnée y la^ grandeur du folide produit ainfifera lamême^ 
foit que le plan monte dire&ement ou obliquement à la même hau- 
teur ; ^ par confisquent tous prifmes (^ cylindres d'une efpéce 
quelconque qui ont d'égales bafes Éf d'égales hauteurs perpendi- 
culaires , font égaux y foit que leur ftt nation fur fes bafes foit 

droite ou inclinée^ ibid. 

•* a Art. 3(53. 
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MT.363. THEOREME. Toutes les pyramides iâ tous Us cônes de quelque 

ejpêce que ce/oit , qui ont d'égales bafes, & d^ égales hauteurs 

perpendiculaires, font égaux entr'eux. 233 

3(^4. L E M M E. (Fig. 60.) Que ABC D repréfente un quatre dont la 

bafffoit AD y 3* la diagonale ACi ^ que du point A comme 

centre , à Tinteroalle A B , ob décrive le quart de cercle B A D • 

qu'on mène aujft la ligne EFGH ou EQF H quelque part ai 

dedans du'quarré , parallèle à la bafe A D , coupant le côté A B 

enE, le quart de cercle EDenF, k diagonale AC «i G, £5' 

le côté oppofé CD en H, ^ qu'on joigne AF-^je dis, 'cela 

étant:, que le quarré de EF ^ le quarré deEG ajoéés enjem. 

ile feront toujours égaux' au quarré de EH^ . «34 

365. Théorème, Toute, fpbére vaut les deux tiers d'un cylindre 

cîrconfcrity c'eji-à-dire, d'un cylindre qui la contient exaSte- 

^^' ibid. 

36(5. Toute fphére efi égale à un cône ou à me pyramide, dont la bafe 

efi la fufface de la fphére, ^ dont la haufeur perpendiculaire 

eflfm demi-diamétre. 29^ 

367. Thoreme. Lafurface de chaque fphére efl égale à quatre grands 

cercles de la même fphére. » 23<5 

3(58. Corollaires. , ««y 

3(59. Prob. I. Trouver combien diacres toute la furface de la Terre 

contient. 238 

370. Prob. 2. Quel efl le diamètre ^une fphére concave, qui tiendrait 

tout jujle un gallon mefure d^ Angleterre. ibid. 

371. Prob. 3. Trouver le poids Sun globe ieau d'un pouce de diamètre 

étant pefé dans Tair , enfuppofant qu'un pied cubique de lamé- 
me forte Seau, quand le Barométfe efl à une hauteur moyenne, 
péfe tout jufte 76 livres de Troyes. 239 

372. Trouver le diamètre d'un globe en pefant le globe d'abord dans Tair, 

&puts dans l'eau ,fans avoir égard àfonpoids dans le vuide. 240 
DU SPEROIDE. 
Art. 373, De F. Si Fon/uppo/e une fphére dicompofée en un nombre infini de 

lames cylindriques infiniment minces ^ & que ces lames y engar- 
dant leurs figures circulaires , foîent toutes augmentées ^ ou toutes 
diminuées en même raifon , elles formeront une figure appellie 
fphéroïde ; ^ ce fphéroïde fera plat ou oblong , fuivant que les 
lames génératrices feront augmentées ou diminuées. 242 

CoROLL. i.'-Chaque fphéroïde efl à une fphére fut le même axe^ 
' comme une lame quçkonque dans k premier de^ ces corps efl à une 

lame 
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lame fareille dans le dêmtef , bien entendu que cette féconde là" 
me foit précifément celle qui a aidé à former la première ; ou corn- 
me un nombre quelconque de lames dans le pemier corps ejl au 
même nombre de lames pareilles dans le fécond ^ c'efl-à-dire^ 
comme uhe portion quelconque du premier corps comprife entre 
deux plans parallèles perpendiculaires à fon axe^ efl à une fem* 
blable portion du dernier. 242 

CoROLL. 2. Chaque fphéroïde y auffi'bien que chaque fphére ^ vaut 
les deux tiers d'un cylindre circonfcrit. ibid. 

Art. 374. Le MME. La corde d'un arc circulaire efl une moyenne proportion 

nelle entre le finus verfe de cet arc S fe diatnétre. ibîd. 

375. Prob. 5. Trouver le contenu folide d'une moitié de fphére tron' 
quéCy ou d*un demi - fphéroïde tronqué ^ compris entre un grand 
Cercle perpendiculaire à leur axe , ^ quelque autre cercle plus 
petit parallèle à ce grand cercle , les deux bafes oppofées , (^ la 
hauteur du corps tronqué étant données. ibid. 

37(5. Prob- (S. Trouver la furface convexe de quelque fegment d'une 
fpbèrCj dont la bafe & la hauteur font données. 244 

377. Prob. 7. Trouver le contenu folide d'un tonneau conjîjlant en une 

portion de fphére ou de fphéroîde j terminée à chaque bout par deux 

cercles égaux & parallèles , qui faffent des angles droits avec Taxe 

. du tonneau , le diamètre des cercles , le diamètre du bondon , Ç$ 

la longueur du tonneau étant données. 245 

LIVRE IX. PARTIEL 

Art. 378. Des Puiffances & de leurs expofans. 247 

379. Observations. 248 

380, 38 î. Du Théorème de Newton pour changer un binôme j ou plu* 

tôt les puîffances iun binôme y en fériés finies ou infinies fuivant 

que la nature d'une pareille puiffance pourra le permettre* 250 

382. Exemples pour faciliter T intelligence du théorème précèdent. 253 

383. Si quelque puiffance d'un binôme doit être multipliée par un notnbre 

donné comme n , on pourra s'y prendre de deux manières yfavoir , 
en multipliant chaque terme dont cette puiffance efl compofée par 
n, ou bien y en multipliant fimplement le premier terme j qui efi 
toujours connu y par n {produit qiion peut appeller A), ^ puis 
en dérivant de ce premier teime tous les autres comme ci-deffus. 254 
384» Â 1*^^^ de ce dernier article nous pouvons exprimer par une férié 
telle puijffance qtton voudra d'un binôme quelconque , comme 

, m 

p H- q , en conjîdérant le binôme p -+ q comme le produit de 

* * .3 deux 
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deux grandeurs muItipHées rune par Tav$re , /avoir , i 

•J fs' p. ^54 

Art. 385- // paroît par ce qui a été dît, que fi m expofant de la puijfance à 

laquelle le binôme l-{-x doit être élevé ^ ejl un nombre entier fi? 

affirmatifj la férié , qui repréf entera cette puijfance , aura une 

fin , fans quoi elle s'étendroit à l'infini. ibid. 

3865 387. Comme -+i efl Texpofant de la première puiffance de i -+-x> 

ainfi — I fera Texpofant de — p- . 2^$ 

388 j 389. Comme toutes les puîffances d'un binôme j dont les expofans 
font des nombres entiers & affinnatîfs , font produites par une 
multiplication continuelle , de-même toutes les puiffances dont les 
expofans font des nombres entiers 6? négatifs , font produites 
à Faide d'une continuelle divifion. 257 

LIVRE IX. PARTIE IL 

Des Logaritlimes ^ de leur ufage, & des meilleures Méthodes 

d'en faire le calcul. 

Art. 390. Définition des Logarithmes , ^ Corollaires qu'an en peut déduire. 261 

39 1. Les logarithmes font les expofans numériques des raifons. 264. 

392. Des logarithmes de Briggs. 265 

393. Quelques avantages de ce Syfiême. îbid. 
-Art. 394. Trouver la caraStériftique d'un logarithme de W^^ pour tout nom- 
bre donné. 267 

395. Autre idée des logarithmes. ibid. 

396. Précautions dont il faut fe fervtr enfaifan$ ufage des logarithmes 

de Briggs. 268 

397. Comment il faut fe fervir des Tables de Sherwin. ^ - 270 

De la Logarithmothechnie ou Conftruftion des Logarithmes ; & 
de la maûiére de fe fervîr avec le plus d'avantage des grandes 

Tables de Vkcq. 

Art. 398. Prop. i. Dans le même Syfiême^ les logarithmes évanefcens de 

tous les nofnbres qui approchent par degrés de rumtéyfont cotnme 
les différences entre ces nombres & F unité. 272 

399. Prob. 2. Trouver le logarithme de Napeir pour un nombre quel- 
conque entier , ou pour une fraStion quelconque. 275 
40c. Prop. 3. Calculer le logarithme deNsipeir pour le nombre 10 par 
le fecours de la propofïtkn précédente. 278 

401. Prop. 4. Trouver le logarithme de Briggs pour un nombre quel- 
conque entier :i ou pour une fraStion ^quelconque. 28 1 

Art* 402. 
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Art. 402. PROP. 5. Compofer une Table de logarithmes de Bnggs pour tous 

les nombres naturels depuis 1 jusqu'à 1 00000. 282 

403. Prop. 6. Trouver le nombre naturel qui répond à quelque loga- 
rithme donné de Napeir. aStî 
404,405. Prop. 7. Trouver le logarithme de quelque nombre n^ allant 
point au-delà de dix carailéres par le moyen des grandes Tables 

de Vlacq. 287 

406. Prop. 8. Trouver en dix caraSléres le nombre abfolu appartenant 

à quelque logarithme des grandes Tables de Vlacq. 291 

LIVRE IX. PARTIE IIL 

De rinvention des Divifeurs. 

Art. 407. Trouver les Divifeurs d'une quantité ftmple. 293 

Trouver les Divifeurs fimples d^une quantité complexe. ibid. 

408. Les (fiantités propofées dans le dernier article n'admettront point 

d'autres divifeurs que ceux qui ont été trouvés par la méthode pré* 
cédente. 294 

409. Tentative pour connoître Ji une quantité ^ après avoir été divifée 

par tous fes divifeurs fimples , admettra quelque divifeur com* 
plexe d^une feule dimenjion. 295 

410. Explication de la Méthode qu'on vient de décrire. . 298 
41 X. Si la quantité propofée ne s'élève pas au'dejfuç de trois dimen* 

fions j & admet un divifeur complexe de deux dimenfions^ilfaut 
niceffairement qu'elle ait un autre divifeur d^ une feule dimenfion^ 
qiion trouvera au moyen de la règle précédente. 300 

Recherche pour découvrir fi une quantité complexe , qui s'élève au-- 
deffus de trois dimenfions y i^ dont aucun divifeur namoins de deux 
dimenfimsy admettra quelque divifeur complexe de deux dimen^ 
fums. 30 ï 

412. Explication de ce qui a été dit dans le dernier article. 303 , 

413. Comment on trouve le divifeur complexe d'une quantité compbfée des 

puiffances de deux différentes lettres , ^ dont tous les termes ont 
le même nombre de dimenfions. 304 

414. La raifon de la règle précédente efi rendue manîfefle par des exem- 

ples, ibid. 

LIVRE IX. PARTIE IV. 

De l'Arithmétique des Quantités fouïdes. 

ART.415. Définitions. 3^5 

416. Réduire des quantités fourdes de différentes racines à d'autres de 

même racine. ibid. 

Art. 417. 
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Art* 417. De F addition & de la foujlraâion des quantités fourdes. 305 

418. De la multiplication ^ de la divifion des quantités fourdes. 307 

419. Réduire des racines de plus hautes dénominations à d'autres déno* 

minatims plus baffes. 308 

420. Réduire des racines fourdes à des termes plus tas quand la chofe 
efi pojjîble. ibid. 

421. Dégager le dénominateur d'une fraSiion de tout caraHére radical j 

quand la racine du fécond degré , ou celle du quatrième degré , ou 
toutes deux s'y trouvent mêlées. 309 

422. Extraire la racine quarrée d'un binSme , dont les parties étant 

quarrées font commenfurabks Fune à Vautre. ibid. 

. Exemples. 311 

Comment il faut s'y prendre quand plus d'une quantité radicale fe 

trome mêlée dans un quarré trinôme ou quadrinâme donné. 3 13 

423. Lemme. Si b. & b font deux quantités incommenfurables , mais 

telles que leurs quarré s a a £? b b f oient F un à Foutre rationels ; 

je dis que zhj produit de leur multiplication ^fera irrationel 314 

Démonjlration de la règle donnée vers la fin de F article 422. ibid. 

424. Le calcul analytique de F article ^22 appliqué à la réfolution de ces 

fortes d'équations du quatrième degré y qui ont le nom ^ la for- 
me d'équations du fécond degré. 315 

425. Le M ME. Si un binôme^ dont les parties étant élevées au quarré 

font toutes deux rationelles , efi élevé à la troijiéme puijfance > 
(S que cette puiffance foit décompofée en un autre binôme , de la 
manière que nous allons décrire ; je dis , que les deux parties du 
cube feront affeStées des' mêmes quantités fourdes que les deux par* 
ties correfpondantes de la racine ^ (^ d'aucune autre , en compa- 
rant la plus grande partie du cube œoec la plus grande partie de 
la racine j^ la plus petite partie du cube avec la plus petite par- 
tie de la racine. Et réciproquement. 316 
42<î. Extraire la troijiéme y la cinquième ou lafeptième racine ^c.d*un 
binôme , dont les deux parties , étant élevées au quarré , font 
l'une Ç^ F autre rationelles. ibid. 
Exemples. 320 
LIVRE X. PARTIEL 
Des Equations en général & de leurs racines. 

ART.427. Définitions. 325 

428- Chaque équation a autant de racines pofftbks 6f impoffîbks ^ qu'il 
y à de dimenfions dans la plus haute puijjaîice de la quantité in- 
connue. q26 

De 
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Dé la Généracioii dés Equations* 

42p. Fmner une équation qui ait un nombre quelMiqui de racines ion* 
nies. 326 

Toiutes les fois qiLune équation peut entièrement être divifée par une 
puijpmce Jimpkj ou par le quarré^ ou par le cube de la quanti-^ 
té inconnue fans rejie , c^eji une marque infaillible , quune ou 
deux ou trois racines d'tine pareille équation font égales à rien. 327 

430. Si quelques équations , dont les parties qui forment un des membres 

font toutes égales à zéro, qui fe trouve feul dans T autre mem^ 
bre\ font multipliées enfemble, eUer produiront une équation tu-» 
ne claffe plus élevée ^ dont les racine^ feront les mêmes que les 
leurs. 32g 

431. ^f Fûn propofe une équation et un degré fupérieur , dmt tou* 

tes les parties , qui forment Tun des membres , font égales à 
zéro 9 qui occupe feul F autre membre, &' que la quantité ^ qui 
dans r équation efl fuppofée égale à zéro puiffe/e réfoudre en un 
plus grand nombre de multiplicateurs Jimples , dans lesquels la 
quantité inconnue fe trouve plus ou mains mêlée; & enfin ^ fi ces 
mubîplicateurs font fuppofés chacun égal à zéro , on aura alors 
une fuite d'équations d'un rang inférieur ^ qui auront toutes en* 
fenible les mêmes racines que celles de F équation propofée: mais 
css racines feront préfentement plus faciles à trouver , comme 
devant être tirées i équations plus fimpïes. 329 

432. Cejl à caufe de cela même que Vinvention des divifeurs eji d*ufage 

dans la réfolution des équations. 330 

433. Des coefftciens des termes des équations. 331 
434* Du nombre des racines affirmatives Êf négatives dans une équation ^ 

dont toutes les racines font pofjibles. 332 

435; // arrive trèsfouvent , principalement dans les problêmes géométri- 
ques, que les racines de certaines équations font poJJibleSy ^ que 
cependant elles paroiffent fous la forme de racines impofjibles , à 
eaufe qu'il y a dans le problème q^el^ limitation qui nejl point' 
entrée dans l'équation. 334 

436^ Transformation des équations de cinq manières différentes. 337 
437. -^f^ transformation d^éiptaifieAs par laquelle on fait difparoître le 
fécond terme jïune équation. 339 

LIVRE X. P A R T I E IL 

Des Equations da troifiéme & du quatrième degré f & pre- 
mièrement des Equations cubiques. 
AKT.438. Si toutes les racines Sune équation cubique f ont réeBes,c"eJl-éHRre, 
Tome n. ♦** 
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fi aucune i elles riefi impojjlible , & que toutes les parties tune 
pareille équation /oient placées dans un des membres /fuivant les di^ 
menfions de la quantité inconnue , (f partant égales à zéro dans 
Foutre membre ; je dis , cela étant , qu^auffifouvent que des fignes 
dijfemblables Je fuv^ronX îun Foutre en pqffant du premier terme 
au dernier j autant cette équation aura de racines affirmatives ^ 
& auffi fouvent que des fignes dijjemblables fefiiivront F un Foutre , 
autant elle aura de racines négatives. 342 

Art. 439. Si le fécond terme tune équation cubique eji âté^ (^ qu^ainfi /V- 

quationfoit réduite à cette formule x^3}:px=H;q; je dis que 
par quelles quantités que les racines de F équation x^H:px=H-q 
foient exprimées , les mêmes quantités avec leurs fignes changés 
feront les racines de Féquationz^^px^^-q; (^réciproques 
ment. 344 

440. Toute équation cubique peut être réduite à cette formule ^ f avoir ^ 

x5 H; 3aax = 3t 2aab. ibid 

441. Arrangemens préliminaires pour découvrir les racines tune équation 

cubique de cette formule x' H: 3aax = ^t 2 aab, îbid. 

442. Chaque équation cubique de cette formule x^ — 3aax=^:2aab 

aura toutes fes racines pojfibles ^ pourvu que la quantité b nefoit 
pas plus grande que^^ ou plus petite qucZy maisfe trouve 
renfermée entre ces deux limites. 345 

443* En mettant à part le cas du dernier article , je dis que dans tous les 
autres cas , F équation x^ ;:+ 3aax= ';±_ 2aab n'a qu'une feule ra- 
cine pojfibley laquelle fera affirmative ou négative fuivant que la 
grandeur h fera telle ^ c' efir-ihdire y fuivant que la quantité 2aab 
fera affeSée dufigne -f w — . 347 

444. Précis des deux derniers articles enfuppofant que les différens cas- 
des équations cubiques rangés fous laformulex^ 7+ 3aax = :± 2aiib 
fe retrouvent fous leur première formule x ^ ^ p x =3 H; q. 345^ 
De la Réfolution des Equations cubiques* 

Art. 445. Réfoudre une équqtion cubique qui n'a qu'une racine poffible. 350 

Exemples. 353 

44<5. Jutre méthode phisfimple fif plus direSle. 355 

Exemples de cette méthode de réfoudre des équations cubiques. 356 

Extradion de la racine cubique tune équation à Faide des logarith^ 

mes. 357 

447. Toutes les équations cubiques pourroientfe réfoudre par cette méthode ^ 

s'il y avoit moyen t extraire la racine cubique tuniinôme impoffi- 

*^^- ... ^58 

Art. 448. 
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AilT.448. Le dernier cas des équations cubiques ct^fiâiri ^wec me règle pour 

frouoer au-moins les trois premiers caraHéres de ta racine. 359 
449. Définitions. $6% 

4JO. Dans toute figure quadrilatère infcrite à un cercle^ le reBangle des 
diagonales ejl égal aux deux reSangies' desMtés oppojis. 363 
451. Lemme. (Fig. 6i) Smt ABC un trimgh équilatére infcrit à 
un cercle ; & que £m de fes angles foit menée une^ ligne comme 
ADE coupant le côté oppofé BC wi D , & le cercle en E)Ji 
Ion mène les cordes BE, CE: je dis que la corde AE fera éga- 
le à la fmme des deux cordes B£ & CEajoûtées enfemble. 364 
i 452, Problème. (Fig. 65, 66.) Soit AB CD un arc d'un cercle 

donné dont le diamètre eji AF, fi? que tare AE/oit le tiers de 
Téc total AECTy*. on demande^ la corde de Tare AED étant 
donnée y de trouver la corde de Varc AEy î$ cela , foit que F arc 
A B D foit moindre quun demi-cercle ^ comme dans lafoixante- 
i c cinquième Figure, ou phs grand, comme dans la foixante-fixiè- 

me; les fignfs , la façon d^ argumenter S la conclujion étant les 

mêmes dans: les deux casi ' * * - - jjjjj^ 

453*^ Pk o B L E M e; En fuppofant- la pofftbrKtè de ia trifeSion d'un arc 

de cercle , on demande de eonjiruire fine équation cubique de cette 

' ^ /orm«/fe x'-^pxnH^q, dans laquelle le cube de ^^ eJi fuppo» 
fé fàis.grimd y ( où du-moins foi.pb^ pefip) ^ y quarré de î. ^ 

454. Problème. Toutes chofes étant fuppofles comme dans le dernier 

article y qtiHl faille ré foudre T équation précédente au moyen d'une 
Table de Sinus. 366 

455. Problème. Trouver deux moyennes proportionelles entre deux 

nombres donnés. 369 

456. Méthodes de Mr. Cotes pour réfoudre les équations cubiques 

confidèrée S démontrée: avec des exemples. 370 

457. Autre méthode de réfoudre les équations cubiques au moyen de la* 

quelle on trouve les trois racines à la fois^ par Mr. C o L s o N : 

avec des exemples. 372 

45894599460. La méthode d'approçcimation de Newton appliquée 

à la réfolution des équations cubiques. 374 

De la Réfolution des Equations du quatrième degré. 

Art» 461 9462,463. Réfolution d'une équation de quatre dimenfions exprimée 

♦♦♦2 par 
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-!AitT. 4(54,465. Nouveaux icUàrciffemmî fur k folutim précédmte au moyen 

dm FtoblMu Géométrique de V AT TU s. . ' - 384 

- • ^6f^6f^^BS'ia'réJ^un'de toutts fortet ifiquations du quatrième de* 

' .. i ;\ '^■' '-'gfj^.àk pû^deiéquationt cubiques. ' 389 

458- -£<* compôfit^ssPmç iquàtm de quatre âimenjhta , qui n'a point 

âe Jètoit/l terme. < \ ■ ' 391 

■^.Sif.- RéfilUtion d't^éqùatiàtttde^iatre Stnm/sms qui n'a ni fécond 

teriFtejtî '^àatriiôu-, par-la méthode pricédeiOe. 392 

■ Digti^k fid-- la préférence- que; méfitmt- ks:. Matb^i^igws par 

■'. dejiif -tSutiT: les aaties Sciences y à caujè^t'il n'y a aucune 

'■ '^ --'Scieé^e-quifeit jmffl propre ipielUs.,U.déi:oaiom. h vérité; leur 

ttfage- i^ leur nécejjtté en Mècbamque'.ÇS Ainf.la Pbikfopbie 

Nature ::étude des Mathématiques reconanandée.préfér abîmera 

■.à-ctlk de la Métapbyfique. 395 

: ■ " ^ ÀPPE ND I CE.. 

iMtk dû Pr'êfejjhtr SkVVÎoijt.'BOV i'''^Mr. dé MoiYKS. 393 
Méthode de Mr. 1/0 M o t V R E pour rextràSioa de la racine eu- 
-M^ ofi detfUe autrç racitu-^un-Ha^ impûjjible, ctmme 
'■ ^-^.y—h; avec une appBcationJe cette métbo^ àrextraàion 
'^imracilk"^U9n0itdeqKlqufp^/àHu4iilÊaéeài^ 

400 
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D<?f Problèmes connus foukU nom de Frobïêmes de Diopbante, 
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Dt DiopHANTB & de fis écrits. 

ÀïÎt. 2^3. T^ loPHANTE d'Jkxandrîe en Egypte eft le premier Al- 
JL^ gébrifte que nous trouvions parmi les Anciens: ce 
tt^jsft.pias que l'invention de l'Algèbre doive lui être attribuée; caf outr^ 
que nous appercevons quelques traces de cet Art dans des Auteurs d^une^ 
antiquité plus reculée ,. Diopbante n'en a , en aucun endroit que je fâche , 
enfeigné le^ principes fondunenuux & les règles : il traite par-touf ceiç 
Art comme déjà connu , & paroît avoir eu moins deflein de Tenfeigner^ 
que de le cpltiver & de l'étendre , en appliquant à certains problèmes 
numériques indéterminés concernant des nombres quarrés & cubiques , 
des triangles reftangles , &c. dont jufqu'alors les propriétés n'ay oient pas 
été çonfidérées avec autant de foin. Les problêmes de ce célèbre Mathé- 
maticien font curieux & amufans ; cependant en les réfolvant on ren* 
contre fouvent des diflGlcultés , qu'on ne fauroit guéres furmonter fans les 
feçoors de l'Algèbre la plus rafinée; & il eft bien certain à cet égard que 
jamais homme n'a reculé plus loin les limites de i'Analyfe que Diopbcmte' 
n'a fait, ni n'a paru doué d'une fàgacité plus meryeilleufe pour prouvei; 
des queftions , ni d'une plus grande fubtilité pour les refondre ; chaque 
problême particulier nous fournit l'exemple d'une nouvelle manijére de 
penfer , & par cela même tous enfemble contribuent à augmenter pro- 
d^d^tivent nos connoiflances analytiques : parmi ces problêmes je d^oir 
ikai ceux <iui font les plus propres à donner du goût pour des raifonne- 
mens de ce genre, & à infpirer à mes LeÊleurs renvie.de profiter du.prç- 
flûer loifir qu'ils pourront avoir d'étudier l'Ouvrage de Diopbante même. 

La méthode de fubftituer dans un problême des lettres à la place des 
quantités données,; auffi-bien que de celles dont oiji cherche la valeur, 
étcHt ignorée , ou du-moins pas en ufage du tçms\dq, Diopbante. J'en dis 
autant de la méthode d'introduire plus d'une lettre dans un problème. 
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OÙ îl efl queftîon de repréfenter plufîeurs quantités jnconnues : & (pottf 
dire le vrai ) rextreffive liberté que le? Analyftes modernes ont -prife à 
cet égard ^ fait paroître la méthode de IHopbante de beaucoup ]a plus 
élégante des deux; quoiqu'on ne puiffe guére^nier qu'elle ne produife 
quelque confufion dans la plupart des cas , où la même lettre dans un 
feiil & même problême doit fignifi'er deux ou trois chofbs différentes; 
ce qui arrive aflez fréquèrameût à Dfofhamf. Pour ^oi , j'ai deflein de 
tenir ( toutes les fois que la chofe me fera poffible) un jufte milieu en- 
tre ces deux extrémités, & de tâcher d'accommoder ces problèmes au 
goût moderne , fanç leur faire perdre pour cela quelqu'une des beautés 
de ranalyfe de Diophante. Apres tout y fi Ton demeure d'accord que 
ces problêmes n'ont ri^n (ëuâfm en paflanc pi^r mes mains ^ il y auroit 
de rinjuftice à me blâmer de les avoir inférés ici ^ après tant d'autres qui 
ont fait la même chofe. dans leurs Traités d' Algèbre. 

Hn'y a rien dé démonftrativement prouvé relativement au fiécle dans 
fequçl Diophante a vécu : voici ce que Bachet de Méziriac , le meilleur & 
l6 plus h^^bi^e dé fes Commentateurs , a recueilli ftr cet article. 
* Le fameux Géométfe Apollonius' vivoit du tenis* de Ppolémée Euergétû- 
Roi d'Egypte , & par conféquent plus de deux fiécles avant le commen- 
cement de notre Ere. Hypficlès , qu'on fuppofe Auteur des deux Livres 
( 14 & 15 ) annexés aux Elémens dfEuclide , dit dans une Préface qui 
fe trouve à la tête de ces deux Livres , avoir vu deux copiés d'un Traité 
i! Apollonius concernant les corps réguliers;, dont le premieif étoit forfc 
imparfait , mais dont le dernier venoit à' Apollonius luî-mêibe : ce qui 
donne lieu de juger qa'HypJîdès nedoit pas avoir vécu longtems après 
Apollonius. Diophante , dans fon Traité des Nombres Polygones y cite Hyp^ 
ficlèsy & par conféquent doit avoir vécu quelque tems après lui. " D'ua 
autre côté, la favante f/y/^ût/^, qui étoit fille dé Ithéon le Mathéitiati* 
den, &qui vivoit du tems àArcadîus & d'ffonoriusy d'eft-à-dire, en^ 
TÎron quatre cens ans après la naiflance de J. C. compofa un Comme»* 
taire fat Diophante i d'oùilparoît fuivre, qu'elle doit avoir vécu aflez 
longtems après lui , puifque ce n'efl guéres la coutume de commenter 
ûeà pfddu&ions itidderhes. Tout ce qu'on peut raifonnàblènieBi: iuféi- 
ter de ce gui vient û'ètîe idi't , dl* qat^Diophante fieurilToîc etiViK)â âans 
-le troKîéme fiécle; ' ^ - ^ : -"' '■'■ 

' Ses Livres d'Arithmétique , dont les Problèmes fuivans ont été tirés ^ 
^étoient au nombre tie treize, dont il ne nous refte plus que les fix premiers. 
Xa -meilleure édition que je connoifle des CJtrvrages de Drèphanfe , eft cc^ 
'le qav^ été publiée à P«fix^ par BacBet Faà 1621:' ce'Coiteneiuatèur a 
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jpareraent entendu Diopbante mieux qu'aucun de ceux qui Tont précéda; 
f outre cela il a, dans un nombre infini d'endroits, rétabli & éclairtilc 
j^cçpiqui avôit^élç mifërablenieUt défiguré par l'ignorance ou p&r fa né- 
' gljgence dès Copiftes. Il y à encore une autre édition du Diopbante de 
Maçhçty publiée fan 1670^ avec des obfervàtions de Fermât fur un petit 
nombre de queftions. 

^ L E X M K. . 

224. Si les trois côtés iun triangle re&angle augmentent ou diminuent en 
même r ai/on jon aura un àt^re triangle *- reBangle fembhble au premier. 

Ce^e aflçrtioa paroîtra. évidente, ïx l'on le rappdle que à&ix trian- 
gles font femblables , quand chaque cdté de l'un a la 'même railbn à Ton 
côté correlpondant dans l'autre ; d'où il fuit que le tciaDgle formé de la 
manière décrite ci-deflus fera reâangle, puifque tous \tt triangles fem* 
biables font équiangles. Mais fans entrer d<(ns ce détail , qui appartient 
à la Géométrie, je démontrerai ma proportion de la manière fuivante. 

Soient a^b & c les trois côtés d'un triangle reiSlangle, favoir a Scb 
ks côtés qui forment l'angle droit , *& c Thypothénufe ; cela étant 
^» -4., b* =c^. Suppofpns préfentement que les trois côtés u^b&c foient 
augmentés ou dhninués en raifon de ^ à ^ , de-forte- qu'on ait ces tnus 

proportion» i à e comme a\ ty; dke comme b i ^ ; enfin, rfà^çoift- 
me c à] ii : cecipoféjedisqueles nombres ^, 1^ & £1 feront les troî» 
côtés d'un triangle - reftangle : car le quarré de -^ eft ^. , & le quarré de 
^^ eft ^3 & '* fonmie de ces deux quarrés eft '^''^*^^*^* = ^. >^ 

caufetjuea*— hA*5=c*; donc les nombres :^ &^ repréfenteront les 

• 
deux côtés d'un triangle-redlangle dont l'hypothénufe eft -J- C.Q.F.D. 
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Donc un triangle-reStangle étant donné , on peut former un autre triangle 
qui lui fera femblable , ^ qui aura pour bypotbénufe un nombre quelconque don-' 
né. Par exemple. Que a^J? & c repréfentent les côtés d'un triangle - rec- 
tangle, donné dont l'hypothénufe foit c^& qu'on veuille former un au- 
jtre triangle femblable au premier, &iquî ait pour hypothénufe/: il fau- 
dra dire. Comme c bypotbénufe du triangk donné y efi à f bypotbénufe ék 
triangle qu'ils' agit de con/lruir^y àinfii^ un des cMs du premier triangle j 
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i*Lcôté correfpmiant du fécond triangle', ^pareillement, comme c à £ 
aînji h raxari côté du premier triangle, à H , Foutre côté du fécond trîan^ 
gk: Aînfi les trois côtés du dernier triangle feront ^ j ■^, &/, on 

pROBtEME !• 

Qui ejl le huitième ^fécond Livre de F Arithmétique de Diophante^ 

22S* On demande de partager un nombre quarré donné en deux parties tel- 
ks que chacune d'elles f oit un nombre quarré. 

N. B. Par le mot de nombres Diophante n'entend que des nombres 
ratîonels, entiers ou fraéUons, par oppofition aux racines fburdes & à 
d'autres nombres pareils incommenfurables à l'unité^ & appelles corn* 
snunément irrationel». 

Solution. ^ 

Que le nombre quarré , qu'il faut partager , foit loo : pïdfque les 
:deux parties de ce nombre doivent auffi être des quarrés , que l'un d'eux 
jÇbit XX, & l'autre par conféquent loo— ^x Or comme le problême 
ne fuppofe aucun rapport déterminé entre les côtés de ces deux quarrés^ 
il nous eft permis de feindre entre eux tel rapport qu'il nous plaîra, pour» 
TU qu'il nous foumifle une équation qui nous aide à trouver le côté du 
premier quarré. Suppofons donc que le côté du fécond quarré foit 
2X^^10 (fuppofition dont la raiibn fera expliquée dans la fuite;) cela 
étant, le quarré de 2*— 10 doit être égal au fécond quarré, c'eft-à-dire 
Àioo — «x; mais le quarré de 2«— 10 efl: 4^^'^- 400^-1. 100; donc 
4*jp— 40* -+100=100—**; pour réfoudre cette équation eflFacez 100 
dans les deux membres, & vous trouverez x, la racine d\i premier quar- 
ré, = 8; d'où il fuit, que le nombre 2*— 10, ou le côté du fécond 
quarré, fera (5; donc 8 &6 font les côtés des deux quarrés cherchés,. 
& les quarrés eux-mêmes feront 64 & 36, qui font enlèmble too^ 
comme l'exîgeoit le problême. 

ECLAIRCrSSEMBNSv 

. ï% Si Ton demande pourqtïor tr— 10 font mis ici pour le côté du fé- 
cond quarré, plutôt que y ou quelque autre quantité inconnue; nous 
répondrons que le problême ne ^fournit qu'une feule équation , iavofr 
X* -+y*=iooi & par conféqte&t qu'il eft impoilible de déterminer x 
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ca^ ûnft feiodre quelque autre ?{quacîon qui exprime uq rapport, coixir 
me en faifant y;=^2»— 10 , &c. 

2*. Si Ton demande pourquoi le côté du fécond quarré a été fuppdît 
égal à 2» — 10 plutôt qu'à M — 11 , à 2X— 9, ou à quelque autre nom^ - 
bre ; la réponfe eft, à caufe que 10 efl le côté ou la racine dé 100, quar^ 
rë primitif qu'il étoit quellion de partager en deux autres quarrés ; par 
ce moyen nous avons dans les deux membres de Téquation le nombre 
de 100» lequel étant retranché de part & d'autre laifiè une équation fim* 
pie, où le nombre x fera toujours rationel: au-lieu que fi nous avions 
affocié. à 2x quelque autre nombre, l'équation aurait étéxiu fécond de^ 
gré y & la grandeur n'auroit pu être rationelle.que par lu^ard. Par exem» 1 

pie, û l'on avoît fait de 2x— n le .côté du fécond quarré, ^équation j 

turoit été 4xa; — 444f H- 121 := 106 — « JT. 

3*. Si l'on demande pourquoi le côté du fécond quarré a été fuppoftf 
^gal à 2:p— 10 plutôt qu'à 10 -«2x; je réponds, que les deux fùppofî- 
tions auroient également donné ce que nous cherchons : car le quarré 
de 10— 2x eft le même que celui de 2x— 10, 6c ainfi fequation auroit 
^té la même dans les deux cas. Il faut confidérer néanm'oitfs que fi le 
nombre 2a;— 10 efl alfirmatif , celui de 10— 2 « fera négatif, & récipro- 
quement : mais ceci ne fauroit caufer aucun embarras , rien n'étant plus 
facile que de changer le côté 10 — 2X (s'il avoît été trouvé négatif) 
'pour le côté affirmatif , qui ,, multiplié par lui - même , auroit donné pré- 
cifément le même quarré. 

4*. Si l'on demanée pourquoi nous avon$ pris 2r — io~ plutôt que 
2x-fioî je réponds, que cette dernière fuppofîtion auroit pu fervir; 
jiiais alors l'équation auroit été 4«xH-4o*-+ioo=:ico— xs? j auquel 
cas X (côté du premier quarré) fe feroit trouvé égala —8, & 2xh- 10 
^côté du fécond quarré) égal à — 6; mais on peut aîfément changer ces 
côtés négatifs pour les côtés affirmatifs -+ 8 & -+6, comme nous l'avons 
obfervé ci-defTus. Il paroît cependant par ce qui a été dit, que la fub» 
ititution de 2^— 10 étoit plus élégante. 

5"*. Si l'on demande pourquoi nous avons fait de 2x— 10 le côté du 
.fécond quarré plutôt que de x— io,de 3X— io,de 4ar— io,de5x— 10, 
(^c. la réponfe efl, que fî nous avions pris ar— jo pourën faire le cô- 
té du fécond quarré, l'équation auroit été xa; — 20X-+ 100 = 100— xx^ 
auquel cas x , côté du premier quarré , fe feroit trouvé égal àio,&x— 10, 
ouïe côté du fécond quarré, égal à rien: fi le côté du fécond quanré 
avoit été fait égal à 3X— lo, l'équation nous auroit donné les mêmes 
quarrés que ci-devant^ mais dans un ordre contraire, c'efl-àdire x au- 

A 3 roit 
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rolt été égal à 6t & Sx- ib^gàl à 8 : fi f dû avttît fak ufaged*4Jt-ïo 
ou de Sx-io pour défigner le côté du fécond quarté, ces ruppofitioni 
auroient été moins fimples , & nous aurions eu pour quarrés èès fi&a- 
dons, qui auroient pourtant faiisfait 'aux conditions du 'problème, & 
qui font inévitables dans qoelques-uns des problèmes de Diopbame. ■ 

Pour former une règle générale au moyen dp laquelle on puifle ré* 
foudre toutes les queftions de ce genre ,'/o»> a a h quatre à partager i 
puis prenant à difcrëtion deux nombres , r le plus grand & ir le plus 
petit i foit jx le côté d'un des quarrés cherchés, & rx-a le côté 
de raaatre } .;ce!a étant- fe prepiier.quarré j**» ,. &lè fécond f ».*»»-. 
^arx>^ a»=o»->î«î: KSOtte dernière é^[iïationé^Bântréfolue,;donfleci 
» ='7n^ • <*ono V a: - a , cbté d'un des quarrés cherchés , ' fera -££11. 

^ -7- =^?r=i:7rJ&^«> côté de l'autre quarré, fera Jî^: par con- 

féqùent,;^» Ton prend h difcrétion deux tîdmhrèi inégaux, dont le plus grand 
'fort nommé T & le plus' petit s, les ctthdes deux quarrés cherchés feront 

■^JT* ^ "^^0° pourquoi r & j doivent être inégaux efl, 



parce que fi cela n'étoit pas, le côté *-5^£^ feroit égal à rien, &fe. 

^roit négatif, fi r ne défignoit pas le plus grand des deux nombres r&r. 
Ce problême efl: fufceptible d'une infinité de folutionsfiiivantlesdifi'é- 
'rentes valeurs aflîgnées aux nombres tÔls.' 


Exemple i^ 

Soitrssa & jcst; cela étant nous aurons ^J—l^^Ji^ j^ ^ars 
=-^. Or le quarré de -^ efl ^, & le quarré de -ifL eft ifff & 
la fomme de ces deux quarrés eîl «^^ou^w, comme l'exîgeoît le problême. 

S C H L I £. 

. ...-11». 

Puisque ^^~"* & -^z^ foM les côtés de deux quarrés qui ajoutés 

enfemble font, a», il s'enfuit, que fi £ÇlIl!!!& _£*££_ font les deux 

côtés d'un triangle- reéèangle, Thypothénufe de ce triangle fera j, & 
par ce moyen nous aurons un triangle - reôangle dont les trois côtés fe- 
ront exprimés en nombres rationels. Que ces trois côtés foient préfente- 
menc augmentés eu diminués en raîfon de a à r*-+ x* , c'eft-à-dire, que 

tous 
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tous les côtés foient jnultipliés par f * -H^ j* & divifés par iï , & les quo- 
tiens refpeflifs feront r* — i*, 2rs & r*--+j* j mais fuivant le lemme 
précédent , ces trois nombres repréfenteront aufli les trois côtés d'un au- 
tre triangle - reûangle dont Thypothénufe eft r*^j*: nous retombons 
ainfî dans la même méthode pour 'former on triante - rcâangle de deux 
nombres qu^congnes donnés $ telle; que no\)s Tavons prefcrite dans 
l'Art. 12 , auquel nous renvoyons : 1^ règle eft telle : Jyant pris deux nom- 
bres inégaux quelconques r iS^^dont r ejl le plus grand, faites r* — s* = d, 
flxs =: e , 0^' r* -+ s* = f : cela étant ,éL,e& f feront les trois côtés iun triant 
gle-re^angk formé dis s norhffresi G^ s, Éf dont, Thypothénufe eji, f. Suivant 
cette manière de déHgner les grandeurs ^ les côtés ;de$ deux quarrés qui 


féfolvoient le problême -précédent •favoîr , L & -ifîlî- feront 

pîéfentement -^ â( -y ; ce qui nous fournit pour la folution du pro- 

blême précédent une* autre règle, que voici. 

: Faixts 4,e fif f /^r trois côtés d'un Priangk^feSUmgk^^âmi PHypaibénufe-efi 

f^& par le corollaire de FJrt. 224. ^trouvez un autre triangle fernblable à ce- 
lui^ciy dont thypothénufe foît a; cela étant les deux côtés de ce dernier trian- 

gle- feront les ' côtés- de. deux^ quarrés qui fatisferont à la condition du problème^ 
à catife que ces deux côtés fe trouveront être -^&^. comme ci- defîus. 

Problème 2. 


- ' 


Qui ejl le dixième du fécond Livre de Diophante. 

• 225. Ow demande de partager^ un nombre compofl de deux nombres quarrés 
en deux autres nombres quarrés. " /' ' ' - 

JV. B. Ce problême eft d*un gràricï dÎTage dans Diopbante , puisqu'il fort 
debafe à la folution de divets aûtréi problèmes ;* ainfi j'efpére qu'on ne 
trouvera pas mauvais que j'y înGfte un peu. J'en donnerai ici une folu'* 
tion générale, pour que les raifons des fuppofitipns & des limitations du pro- 
blême foient jpliis aîfées ç àppercè voir , ou à éxpKquer , fi on ne les apper- 

ifoitpas. •;, -, m: ■•:;■•....•• ,:,/. ;.'._. . ..:,.. ï 


.« . ^ 


,, Que À^ -+: b^.Jok le nombre à diviier:. ce nombre, comme on voit, 
eft compofé de deux nombres quarrés, ftvoii^, a^ le plus grand, & i* 
le .plus petit. . On demande c^e partager ce nombre en deux autres nom:» 
bres quarré^. Pour cet effet ^ prenez deux nombres inégaux & con- 
!nus, rie plus grand & x. lé. plus petit, avec' ces deux 'précautions, 

' "•' ■ ^ ■ --- '• > ' — ■ * favoÎK, 
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favoir, que ia raîfon derks ne Toit' pas la m&ne qbe celle de ai h, nî 
la même non plus que celle de a h-* i'a^L Ces précautions étant 
obfervées , faites de r*- a le côté d'un das quarrés cherchés ,& de sx—b 
le côté de l'antre; cela éunt le premier quarré fera r* r* — zarx i g' 
& le dernier s*s* — 2bïx-+b* , & la fomme de ces deta quarrés eft 
r»a;»_^j»af»-2ar«-2èj«-l-fl»-f**-a»-+-i»par la foppofition: en 
réfolvant cette équation vous aurez x= ifTrt™-; donc rx— a côté 

du premier quarré,,fera Hg^^» • = *r»--.^j»H-air> ^^^ ^^ 

nombres r&s formez (par l'Art. 12.) un trianglè-reâ angle dontlescô- 
tés& l'hypothénufe foienti, «à/refpefilivement, en faifantf* — j» =/ 

«rj=f , & r» -f/* =r/; cela étant ^îlz:^^^±2*n (ou le côt^ au pre!' 

^ 

mier quarré) fera ti=±tL, De plus , puisque x ^^*L±^'^ nous aurons 
At-ï^, côté du fécond qœirré,égal à .'~^J^'^. ^% ou, ce qui revient 
au même, égal à — ~. De cette manière nous avons les côtés de 
deux quarrés tels que le problème les demande, favoir, if^Ttl^^s^ y-— y , 

& ce théorème efl fondé fur ce qu'on a fait de r*- ^ & de ji—* içs 
côtés des deux quarrés cherchas. 

Suppofons qu'au -lieu de prendre j*— * on eût pris xx-f * pour en 
faiï'e le côté du fecond quarré, qu'en leroit-H réfuité? U efl bien clair 
que toute la différence dans la conclufion coniîflera. uniquement en ceci 
ijue les termes du théorème précédent où h fe trou voit mêlé , doivent pré- 
fentement avoir d'autres fîgnes , çp^ qui donnera un théorème calculé pour 
cette dernière iiippofition: mab. le premier théorème portoit-, que 

ttipl & tlizÈ£ étoient les côtés de deux quarrés propres à réfoudre 

k probité; donc Je théorème fer? que ~^& ii±îi feront les 

côtés de deux autres quarrés qui réfoudront également le problènae; aînfi 

nous voyons que le problêifae eff (ïfcépribie de deux folutions fans chan- 

jger le triangle ^, ^ &/• Mais il faut obferver ici, que fî le côcé de quelque 

quarré fe trouve néjgatif, il fàutleféndfe aflSrmatif par lesraifbns indi- 

jjuées dans Je problème précédent, 

, Si les côtés des quarrés qu'on (Aeréhe font iléfignés par fir;-+^&par 

is-+ i&jils fe trouveront précifément lés mêmes que dans le premier cas, 

pourvu qu'on ait foin que les côtés négatifs; foieht rendus aflSrtnatîfs dani 

les 
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ks deux cas. Sirx-+aâc sx^b exprimoient les deux côtés cherchés > 
ces côtés fe trouveroient les mêmes que dans le fécond cas ; de-forte que 
quoiqu'il y ait quatre cas , il n'y a cependant que deux théorèmes^ qui 
donnent deux différentes folutions du problème: l'un & l'autre de ces 
théorèmes font compris dans la régie fuivante. 

Soina z&h les cutis des quarris primitifs dont hfommefmne le nombre 
quHl s* agit de divifer; & de deux nombres quelconques inégaux y dont le plus 
grand n^eji pas au plus petit , comme le plus grand des côtés 2L(^h cjlau plus 
petite ni comme lafomme- de ces côtés efi à leur différence ^ Jbit conjlruit 
un triangle-reSangle , ayant pour côtés & pour hypotbénufe les nombres d, e 
& f re/peSivement : multipliez ^enfuite les côtés d& e par a côté d*un des 
quarrés primitifs , & nMtez à part les deux produits a d &^ a e : puis multipliez 
ks. mêmes côtés d & eparh côté de T autre quarré primitifs & placez les pro^ 
duits b d ^^ b e après les deux autres ; de -forte que les produits avec le dénomi- 

hateur commun fau-deffous feux y foîent îi, ^, J^, ^ : cela étant je 

dify que de ces quatre fractions lafomme des extrêmes & la différence des deux 
termes moyens feront les côtés des deux quarrés qui réfoudront le problême : je 
dis de plus , que la différence des extrêmes & la femme des deux termes moyens 
feront les côtés de deux autres quarrés j qui réfoudront également le problême. 
.N. B. Les côtés du triangle peuvent (éprendre dans Tordre qu'on veut > 
favoir , d&eon bien e &d dans la première multiplication , pourvu que 
dans la féconde multiplication ils foient pris dans le même ordre : il n'im^^ 
porte guéres non plus par lequel des deux multiplicateurs a ou ^ Ton 
commence l'opération : les côtés des quarrés cherchés fe prouveront les 
mêmes dans tous ces cas , msis dans un ordre différent. 

Exemple. 

Le nombre 13 eft çotbpofé de deux nombres quarrés, fdvoir 4 & 9^ 
que f appelle quarrés primitifs , dont les côtés font 2 & 3 ; on demande 
de partager ce nombre en deux autres nombres quarrés. Premièrement 
donc je prends deux nombres , tels que 2 & i , qui ne font pas Tun à l'au- 
tre comme 3^2, ni comme 5 à i ; & de ces nombres 2 & i , je forme 
un triangle- reftangle, dont les côtés feront par conféquent (Voyez le 
Scholie de l'Art. 225) 3, 4 &5; multipliez après cela les côtés de ce 
triangle , favoir 3 & 4 9 par 2 , côté d'un des quarrés primitifs , & les 
produits feront 6 & 8 ; multipliez encore les mêmes côtés par 3 , côté 
de l'autre quarré primitif, & les produits feront 9 & 12; ces produits 
étant placés après les deux premiers, avec le dénominateur commun 5 

Tome IL B au- 
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au-deflbus d'eux, vous aurez quatre fraéliôns^ favoir, -1 , J!L^ 2^ ^ 

i^ ; Ja fomme des extrêmes en eft ^ , & la différence des termes mo 

yens-i- ;donc ll& -^^ font les côtés de deux qùarrés qui réfoudrom 
le probléfme , comme on peut s'en aflurer par lé calcul ; car le quarré de 
^ eft -^ & le quarté de|- eft -i-, & leur fomme eft ^, ou 13. 

Outre cela , la différence des fraftions extrêmes ed —, & la femme des 

fraftîons moyennes eft -Z- ; par conféquent — & 41 font les côtés de 

5 '55 

deux autres quarrés , qui réfoudront pareillement le problême ; car le 

quarré de — eft -1—, & le quarré de -^ eft ■—,& leurfomme eft— 

ou 13 : nous avons donc ici deux Solutions fournies, par un feul & même 
triangle , ayant pour côtés 3 , 4 & 5 > & tout autre triangle qui ne fera 
point femblable à celui-ci, & qu'on conftrmrade la fajon prefcrite cî-det 
fus ) fournira deux autres folutions du même problême, <& ainfi à rinfini* 
Si le nombre à divifer eft compofé de deux quarrés égaux , les deux fo- 
ludons jque le triangle - reâanglé foumiroit , fe réuniront en une feule. 
Comme par exemple, le nombre 2 eft çompôfé de deux quarrés* égaux, 
Aivoir , I & I , dont les côtés font i & i : û Pon demiinde de partager 
ce ttpmbre 2 en deux autres quarrés , il faudra , après avoir obfervé les 
précautions indiquées ci - deffus , prentdre les deux nombres 2 & i , & 
en former le triangle- reftangle dont les côtés feront 3,4,5, comme ci- 
deffus j puis multiplier les côtés 3 & 4 , premièrement par î , & enfui- 
te encore une fois par i (cea dçux multiplicateurs étant les côtés égaux 
des quarrés primitifs) ce qui donnera pour produits , avec le dénomina- 
teur commun 5 au deffous d'eux, 1±1^±^ dont la fomme eft il, 

& la, différence des termes moyens i-; donc ^&~ refondront le pro» 

Même, fe quarré de I étant i|, &le quarré de -, -^.dontlafom- 

Baie eft -|j- ou 2 : d!un autre côté , fi l'on prend la différence des ex- 

ttêmcs, & la fomme de? terme* moyens , les côtés feront 1 & Z let 
. . 55' ' 

m^Êmes' qu'auparavant^ mais dans un ordre contraire. 

^ Voici la l'aifôn des cônditiçhs que nous avons dit devoir être obfer- 
véés daxis la conftruaion du triangle , au moyen duquel le problême doit 

êire 
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être réfolu; fi tes deux noibbj-es qui forment le triafigle font Ynh ir\*m^ 
xxc comme tes cdtës des quarrés primitifs ^ ou comme la fomme & là 
différence de ces côtés, le triante no^â donnera quatre quanés comme 
auparavant; xnais alors deux de ces quarrés feront précifémentJes mê* 
mes que les quarrés primitifs» dont la fomme devoit être divifée.' Far 
exemple 9 comme le nombre de 13 eft compofé des quarrés 4 & 9^, dont 
tes côtés font 2 & 3 , on propôfè dé partager ce nombre en deux autres 
quarrés. Pour cet effet prenions deux nonil^es qui Ibient lun à l'autre 
cpmme 2 à 3 » côtés des quarrés primitiTs ; oU plutôt , prenons tes nom- 
bres 2 & 3 mêmes, & par leur moyw formons. un ttiaogte-reâangle, 
^ les côtés du triangte feront 5, 12 & 13 ; mnhipUez tes côtâ 5 & 12 
par tes côtés 2 & 3, & les quatre produits avec te dénominateur com<^ 

Inun 13 , feront -^^ -^ , -^^ & — • dont la Ibmme des extrêmes eft 

1^ , & la différence des termes moyens -^ ; & ces côtés ^ & ^ 

réfôudtont le problême , comme bn peut le voir aifémient: d'un autre 

côté la différence des extrêmes eil — ou 2 , <& la fomme des termes 

« 
moyens 1^ ou 5 ; & le problême fe trouvera réfolu par les côtés 2 & 3 j 

mais ces côtés font cçux des quarrés primitifs. 

Pour donner de ceci une démonftration générale, foient a & > les 
côtés des deux quarrés primitifs , favoir, a le plus grand & b Té plus 
petîc ; foient de plus r & x les deux nombres à l'aide desquels le trian* 
gle-reâangle doit êti:e formé : & premièrement , que r ait à / la même 
raifon que celle de a k b: l'analogie changée en équation donnera 
ir^as; multiplier les deux membres de cette équation par 2J,& vous 
aurez 2brs=^2ass; ajoutez de part & d'autres arr-^asSy & il viendra 
^ff^asî-\-2brs^aTT-\'as5 y c*eft:-à-dîre, fuîvant la manière dé dé- 
figner les grandeurs du problême dont nous avons fait ufage çi-deffus, 

ad-+be^af; divifez toute f équation par/, & vous aurez l£dtif^ 

c*eft- à-dire, un des côtés cherchés, :=:a, le côté d'un des quarr^ prî^ 
mîtifs; ainfi l'autre côté cherché doit être A, côté de l'autre quarré pri- 
mitif : fans quoi la fomme des quarrés de ces deux côtés ne compoferoit 
pas le nombre à divifen 

De plusjfoit r à j comme <i-f 3 eft à a^^b; donc ar^br^as-¥b»^ 
& par tranfpofition,ar=:flx-+3r-+*j;une féconde tranfpofition don- 
nera ar — ax=3r-+-*x: multipliez lés deux membres parr-+ j,& vous 
aurez ar* — a j* =5 Ar* -f ibrs-^bs^ j tranlpofez zbrs , & vous aurez 

B 2 ^r* 
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jir*— iii*— £Arj=if*-f ix*, c'eft-à-dire , fiiivant notre première fa- 
çon de marquer les grandeurs en queftion, ad-^be^rzbf; divifez cette 

équation par/, & le quotient ^ - T^^ > HS^ eft un des côtés cherchés, 
fera =^ , côté d'un des quarrés primitifs. 

S c H L I E. 

Le but de ce fécond problême étoit de divifer un nombre quelconque 

tel que â*-+^ compdfé de deux nombres quarrés , en deux autres nom- 
bres quarrés. Que le côté ^, & par conféquent un des quarrés primitifs 
^*, foitégal à rien; cela étant le problême fera changé en celui-ci: 
Divifer un nombre quarré donné comme a* en deux mûres quarrés , qui efl le 
premier problême j donc le premier problême n'eft qu'un cas particulier 
du fécond, favoir, quand b dans le fécond problême eft égal à zéro; 
xîbnc fi en défignant les côtés cherchés dans le fécond problême, b eft 
fuppofë égal à rien , c'eft-à-dire , fi Ton efface tous les termes où b fait 
Foffice de mulaplicateur , le refte exprimera les côtés cherchés dans le 

premier problême ; mais l£d±^&f£=ii défignent les deux côtés 

/ f 

cherchés dans le fécond problême ; par conféquent ^ & ^- exprimeronf^ 

les deux côtés cherchés dans le premier problême; & c'eft ainfi que vous 
les trouverez exprimés , fi vous jettez les yeux fur la folution de ce pro* 
blême. L'autre folutic», où les deux côtés étoient l±zil ^ ae^^+hd^ 

aoroient pareillement donné les mêmes expref&ons. 

Problèmes. 

227. Trouver quatre triangles-reStangles y qui /oient exprimés en nombres 
entiers y & qui ayent tous la même hypothénufe. 

Ce problême n'eft pas dans Diopbante , qui le fuppofe en quelque for- 
te dans la vingt & deuxième queftion du troifiéme Livre de fes Ques« 
tions Arithmétiques. 

N. B. En réfolvant ce problême nous défignerons tous les triangles- 
reâangles par leurs trois côtés , & nommerons toujours Thypothénufe 
la dernière. Ainfi a^b^c dénotent un triangle-reélangle , dont les deux 
<;ôtés font a& by ôc Thypoténufe c. 

Solution. 

i*.> Formez deux trîangles-reftangles qiii ne foient pas femblables,* 

par 
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par exemple a^b^ey& dy€^fz œferont-Ià les triangles primitifs ^ dont 
il faudra dériver les quatre triangles cherchés. 

2*. Multipliez a , i , r , les trois côtés du premier triangle primitif, 
par/, rhypothénufe de Tautre, & les produits afy hfy cf formeront 
un autre triangle-reflangle dont rhypothénufe fera cf^ par l'Art. 224; 
& ce fera-Ià un des quatre triangles cherchés. 

3*. Multipliez </,p,/, les trois côtés du fécond triangle primitif , par r , 
rhypothénufe du premier, & les produits ^^,^f,r/ formeront un autre 
triangle-redbingle dont rhypothénufe fera r/, & qui nous fournira le 
fécond triangle des quatre que nous cherchons. 

4''. Moldpliez d&e^ les côtés du fécond triangle primitif, fuccefli- 
vement par a & ^ côtés du premier triangle , & les produits avec le dé- 
nominateiu: commun/, au-deflbus d'eux, étant difpofés comme dans la 

règle générale du fécond problême , feront 1^, ^ , ^ , i^ ; la fom- 
me des extrêmes eft ^^'^^% & la différence des termes moyens flIZlÉf 
0u *£=££ j donc fuivant la règle indiquée ci-defliis , le quarré de t£^Jf 
& le quarré de ^^~^ doivent égaler enfemble a* -+** ou r* j par cou* 
féquent îiiif & aj—hd ^^^^f^j^^^jj^ ]^ jgux côtés d'un triangle-rec- 
tangle dont rhypothénufe eftc; donc, par l'Art. 224, ad-^be & 
A^—^i/ feront les côtés d'un triangle-redlangle dont rhypothénufe eft r/j 
donc ad-ï-iCy ae -^ bdy & cf défigneront le troifiéme triangle cherché. 
5*. La différence des fraftions extrêmes de l'article précédent eft 

î£=i£ ou tirlf , & la fomme des fraftions moyennes eft -fSl^^ . 

f f f ^ 

donc on peut démontre r précifément de-même que dans l'article cité, 

que ad-'bey ae-^bdj & r/ forment le quatrième triangle cherché. 

AinQ des deux triangles primitifs nous en avons dérivé quatre autres^ 
tous exprimés en nombres entiers , & tous ayant la même hypothénufe*^ 
fiivoir, 

, I' tf/f bf, cf. 

2. cd^ce^cf 

3. orf-hTT, ae — bd^ cf 


4. ad^^bcy ae-¥bdycf 


B 3 Ex- 
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Saient les triangles primitifs. 3,4^jSr,iornîé8 au' mpyen (Jej tiombrei 

!i'& I, & 5, 12, 13 , formés à Tai^e des nomb'r^ 3. & 2. Si Jious ipul- 

tipiionsici 3,4 &'j, ^^^^^^ Côte? d'up4?s/tjiangtes primitifs ,^p^ 

hypothénufe de l'autre triaiijgle^ nous aurons 39,52 5^65 pour le premier 

des quatre triangles: de-plus, 11 nous multiplions 5^ %2 & ;l$ les trpii 

côtés de l'autre triangle primitif, par 5 hyppthénufe du premier , nous; 

aurons 25,60, 6^ pour le fécond triangle clierçhéi multiplions préfen* 

tement 5 & 12 , côtes du fécond triangle primitif, ,par 3 & 4;,. côtés 

du premier,: fucc;eflî vemeiit , & les .produit? feront ;i^-, ^,^ 20, 48 ,.dont 

la fomme.des extrêmes .eH 63 , & la différence. des terjtnes .moyens itf ^ 

donc 16, 63, 65 formeront le troifléme triangle; enfin, la différence 

des extrêmes efl. 3 3, &1û fomme.des termes moyens 56 ; donc 33,56,65 

feront les c^tés de-nçtre quatrième triangle: -û bien que des deux triau» 

^ès^reâangles primitifs nous avons dérivé qUatrè autres triang^s-expri«t 
mes en nombres entiers, & ayant la même nypothèriufe, favoîr, 

'-'- ' ' I. '39y s^y 65. • , ,; . :: ' . . 

2. 25, 60, 65. 

. 4- -33^ 56, 65. .., _ • . 

Il a été exigé' dans la conflruftion dès deux triangles'primitifs , quils 

nefuffentpas femblablës; parce que s'ils étoiênt tels le premier & le 

fécond des triangles cherchés deviendroient un feul & même triangle, 

& qu'un des deux derniers fe trouveroit égal i 'zéro. Pour démontrer 

ceci, fuppoibns le triangle a^h^c femblable au triangle ^ , ^ ,/, ô^ que 

a& dy b &éj c &f foient des côtés correfpondans-; cela étant, par 

TArt. 5^24., a aura la même raifon à i, que A à>, & que c à/; donc 

HÔus-aurons cd:=^àf; déplus, b fera à è comme r à/; donc ce=bfi 

par conféquent cd^ce^cfy côtés du fécond tringle cherché, feront les 

mêmes que af^ bf^ s/, côtés du premier : ajoutons à cela , que \^ d^ux 

çiangles primitifs a^byC&cdyeyf^^v^ fjjuroient être femblahtes fant 

que a foit à rf, comme A à f , ce qui donne ae^bdy & ae—bàr^oi 

mais ae-^bdtS^ un des côtés du troifiéme tdaftgle; donc en ce cas le 

troifiéme triangle devient une quantité éyanefcente, & nous n'aurons 

que deux triangles - reélangles ayant la même hyppthénufe, lavoir le 

premier & le dernier. 


LE3C- 
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asg. F.n tout trianglereSangk y fi le double produit des cotés eji ajouté 
au auarré de rhypotbMufêy ou efl/oufiri^it de ce quarri^ ïafomme 6? le res^ 
te feront Tun fy loutre des nombreX,quarris. , 

Soient a^lSic les trois côtés tfan triangle-re6hngle quelconque , & e 

rh)T)Othénuré ; je dis, que r*-+2tf3, & r*— 2/^i feront* des nombres 

quarrés: car c*r:^*-^A*^î doncr*^2tf i— a*--+-2jiH-A* nombre quar- 

ré , dont le côté ou la racine éft a -4. 3 : pareillement r* — 2 j * =: a* — 2a i 

H-*S nombre quarré, doqt la jçaqîne çft a-^b.C. Q^ F. D. 

. P.R O 3rt. E M E 4. 

: j2?«* efi un cas pmicuUer. du vingt ^ deuxèéme Problème ék troîfièmà ' 

Livre de Diophante. 

229. Trouver un nombre tely que fiit qu'an rajoute àjon quarré , ou qu'on h 
retrancbe de fon quarré ^ lafwtna & letefiefrient également des nombres quarriéSé 

. Première S i v r 'i o n. 

Que le nombre x aie la propriété qui vient d'ê;re exprimée , c*eft-à- 
dire , que ùcx-+Xy & xx-^x foient des quarrés , te qu'on marque ordi- 
nairement ainfî xx-}-xrzQy & xx—x^Q. Cette efpéce d'égalité efl 
appellée par Diophante égalité doublée, favôir, quand deux différentes 
quantités doivent être Tune & l'autre égalées à des quàrrés. Pour réfbu- 
dre l'égalité doublée en qùettîon , il faut obferveir que les deux quantités 
xx-^x SC'XX — x font ehfemble 2xa*;donc fi nous pouvons trouver deux 
nombres quarrés qui faflent enfèmble 2xx^ & que nous puiflîons rendre 
XX ^x égal au plus petit de ces deux quarrés, l'autre quantité xxh-x 
fera ncceffairement égale îiq plus grand: or le nombre 2 a été divifé 
en deux nombres quarrés d^ns le fécond problème, & ces quarrés étoienc 

i- & ■^;parconréquent-^-+-^=2;donc ^-+'^2pi=:2xa;;par con4 

féquent nous avons deux nombres quarrés, qui tous deux font enfemble ixx^ 

faifons donc de xap— »=-^— ^ le plus petit de ces deux quarrés, ou de 

îca:-4-:t='^^te plus grand, & celle de ces équations qu'on voudra étant 

réfolue donnera x c: -?5- ; donc la fraftion -25. fatîsfera aux conditions 

24 . ^^ . 

du problême , ce que je prouvé amli : le quarré de -^ eft -^^ ; & le 
èôté -^ j ^n multipliant^ tant le numérateur que le dénominateur par 24, 

devient -^ î or fi Ton ajoute le côté J^ à-fon quarré -^, lafom- 

mg 
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ixie i^ fera un nombre quarré dont le côté éft -21. : que fi Ton retran- 
che le côté -^ de fôn quarré -^ , il reliera un nombre quarré, fa- 
voir -21. , dont la racine quarrée efl -L. 

A la foliation déjà donnée de ce problême j'en ajouterai une autre j 
qui , à catife de fon élégance , mérite de trouver place ici, d'autant plua 
qu'elle facilitera au Lefteur l'intelligence du problême fuivant* 

. - Seconde Solution. 

Que a foit le double» produit de la bafe multîpKée par la perpendicu- 
laire d'un triangle -reâangle quelconque dont Thypothénufe eft * ; ainiî 
A* -+5 & A* — fl feront par le dernier Article des nombres quarrés,- & 
fi Ton multiplie ces nombres par quelque autre nombre quarré, fuppoibns 
;f^ (dont il ne s'agit pas encore de déterminer la grandeur) les produits^ 
A*x* -4-tfx* & b^x^-yax^ feront toujours des nombres quarrés, à caufe 
qu'un quarré multipliant un quarré produit un quarré. Si donc il nous 
Falloit un nombre tel; qu'étant ajouté à un nombre quarré , ou fouftraic 
de ce nombre , la fomme & le refte fuffent des nombres quarrés , a x* 
feroit un tel nombre, & b^x* feroit le quarré; & cela quelle que pût 
être la valeur de x ; mais il nous faut un nombre tel , que , foit qu'on l'a- 
joute à fon quarré , ou qu'on Ton retranche , la Ibmme & le rcfle foient 
des nombres quarrés ; ainfî pour fatisfaire aux conditions du problême, 
la valeur de x doit être déterminée de façon, que ^'ar'puifle être le quar- 
ré deax*; mais b'x^ eft le quarré de bx; donc ax* doit être égal à bx: 

fuppofons -le, & nous aurons ^«? = — , &xx^^y & a ap* (ou le nombre 
cherché) = ~: 5"* donc le quarré de Tbypotbénufe, d'un triangk-re&angle quel- 
conque eji divifé par le doublé produit des côtés ^ le quotient fera un nombre tel 
que r exige le problème. Par exemple, 3 , 4 & 5 font les côtés d'un triangle- 
reélangle: le quarré de l'hypothénufe eft 25, & le double produiç de la 
bafe multipliée par la perpendiculaire eft 44; donc -21- «ft unnombrç 
qui fatisfera aux conditions du problême, comme d-deffus. 

Problemxj. 
Qm efi le même que le vingt & deuxième du troijiéme Livre de Diopbante. 

230. Trouver quatre nombres tels^ qu'étant ajoutés féparément au quarré de 
leur fomme ^ retranchés de ce quarré y toutes lesfommes, & tous les relies 
foient des nombres quarrés^ ■ 

SOLU- 
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Solution. 

Suivant les direâions données dans le troifiéme problème (Art. 227.) 
calculez quatre triangles-reftangles ayant tous la même hypoihénufe b; 
puis rangeant ces triangles dans un certain ordre , que a^b^ c^ d repré- 
{entent les doubles produits de leurs bafes multipliées par leurs perpendi* 
culaires ; c'eft-à-dire , que a foide double produit de la bafe & de la per- 
pendiculaire du premier triangle multipliées l'une par l'autre , & ainfî du 

refte; cela étant par l'Art. 228 , **i±^j *'z!:*> *'i±^j &A»^rf fe- 
ront tous des nombres quarrés , & il y a moyen de trouver des nombres 
quarrés du même genre à rinfîni, en multipliant ceux-ci par d'autres nom* 
bres quarrés pris à difcrétion : fuppofons donc x* un nombre quarré dont'* 
la valeur fera déterminée dans la fuite,* & que les nombres quarrés » qui 
viennent d'être indiqués^ foient tous multipliés. par a:% & nous aurons 
b^x^-^^^ax*^ h*x*^bx*^ h^x*-z±cx*^ &h^x*';:±dx\ qui feront tous des 
nombres quarrés ; c'eft pourquoi fi nous demandions fîmplement quatre 
nombres , lesquels étant ajoutés féparément à un certain nombre quarré » 
ou fouflraits de ce nombre, donnaifent pour toutes les fommes & pour 
tous les reftes des nombres quarrés, les nombres ax* , bx*^ rx% dx* fe- 
roient tels qu'on les veut, & h^x* feroit le nombre quarré auquel il fau- 
droit ajouter ce nombre quarré , & dont il faudroit lefouflraire; ce fe^ 
roit-là le cas, quelle que fût.la valçur de la quantité indéterminées: mais, 
on demande quatre nomllfes tels j qu'étant ajoutés féparément au quarré 
de leur fomme , ou retranchés de ce quarré , toutes les fommes , & tous 
les* reftes foient des nombres quarrés: ainfi pour; fatisfaire à cette condi- 
tion , la grandeur x doit être reftreinte de façon à défigner Amplement 


régalîté de h^x* au quarré de ax* H-*a* H- rx* -+ i/x* ; ou bien faifant 
a-+b'+c-+dzzej b^x* doit être le quarré de ^x* : maïs è*x* eft déjà 
le quarré dehx; donc fx* doit être égal à éx; d'où nous inférons , 

« = -, & X* = — i & que ax*t bx* , ex* &âx*i ou les quatre nom- 

bre^ cherchés Ibnt égaux à ^, HL , .^, & • i^ refpedlivement. 
C. Qj F. D. 

Pour démontrer ceci d'une manière fynthétique , je dis , que la fomme 
des- quatre nombres eft "b^-^bb^^cb^-ydb^^jb^ = il j donc le quar- 

ré de leur fomme eft — ^ ; ajoutez à ce nombre quarré le premier nom- 

bre -—- , & la fomme fera ilrhfl* = JL xP^Tâj mais.^ eft de 
Tome IL C lui- 
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lui-même mi nombre quarré, & F^+Teft un nombre quarré en verta 
de r Art. 228; par conféquent -— xA* -j. a eft un nombre quarré ; c'efl- 

iKÎiré, le premier des quatre nombres trouvés en dernier lieu étant ajou- 
té au quarré de leur fomme , formera un nombre quarré ;& l'on prouve- 
ra de -même que fi le premier nombre eft fouftraît du quarré de leur 
fomme, le refte fera un nombre quarré. Cette démonftration eft pareille- 
ment applicable au refte des nombres i donc ^, ~, ^ &-^font 

des nombres tels que l'exigent les conditions du problêpie. 

Si quelqu'un vouloit prendrelapeine de vérifier cette régie par un exem- 
ple , il pourroit faire ufage des quatrelHriangles ^éjà calculés dans la (b-^ 
lution du troifiéme problême» dont l'hypothénufe commune eft 65. 

P R B L £ II E (^. 

Qm eft rmiziéme ai fécond Livre de Diophante. 

231. TrMoer deux nomlres quarrés jdemt la £ffirence J(àt quelque nom^ 
ire donné. 

m • 

Ce problême peut fe réfoudre de phifieurs manières y mais la iblutioo 
la plus élégante & du plus grand ufage eft celle qui fuie* 

S o L ir T 1 o N.# 

On demande deux nombres quarrés dont la cfîfFérence Kit d; pour cet 
cflFet 5 il faut trouver d'abord deux nombres inégaux a&b, qui étant 
multipliés Tun par l'autre produifent d^Ôc dont a foit le plus grand, & 
le plus petit b: défignez par x le côté du plus petit quarré cherché, & 
comme la différence des côtés n'eft pas déterminée dans fe problême» 
quoique celle des quarrés le foit, appeliez le côté du plus grand quarré 
y-l-i; cela étant les quarrés mêmes feront xx & xx^2bx-hbb\ & 
la diflFérence de ces deux quarrés fera 2Xi5-+6É=rf=5tfi5jmaisfi2ix-f-&6 
04(9 en divifant toute Téquàcion par fr, nous aurons 2x -h S r:^, &^ 

côté du plus petit quarré, égal à i=- jainfî x-+ i,côté du plus grand 
quané , fera -idbL j & par-là les côtés des deux quanés cherchés feront 
•zzl & .Izti : ce qui nous donne la régie fuivante: 

Que la différence foH formée par le produit de deux nombres qui fi mult> 
fKent run loutre \ en ce cas y la moitié Àf la différence & la moitié, de la 
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« 

fyaau âe ces Âeiat rumens feront Us cStés de deux qamrèst dm U ^ireth 

ce eji le nombre donné. 

Par exemple , que le nombre de 60 foit la différence dfs deux nom- 
bres quarrés qu'on cherche : fi je prends i & tfo , & que, fuivant la règles 
je multiplie l'un de ces nombres par l'autre, f aurai i x 60 =<îoj la moi- 
tié de la différence de ces deux nombres eft ^^^Zilou ^. & la moitié 

de leur fomme eft ^^^±1 ou — i donc ^ & 4^ font les côtés de deux 
quarrés dont la différâice eft x5o : & c'eft ce qui fe trouve vrai aufll ; 
car le quarré de -^ eft 2li* , & le quarré de ^ eft ^^S & leur diffé- 

rcnce eft ^=60. Où pQuvoît choifir d'autrei nombres , dont le pro- 
duit eût auffi été 60, tels que 2 & Ç-, c'eft-à-dire, 2 & 30Î3& ^"^ 


2 ' - '- z 

c'eft-à-dire 3 & 20; 4 & ^ , c'cft-à-dirc 4 & ijî 5 & — » c'eft-à-di- 

4 5 . 

re, 5 & 12; 6 & ^1 c'eft-à-dire , tf & icj 7 & iS ,&ainfi à Finfinî: 

d'où il fiiit que des problêmes de ce gemre font fufceptîbles d'une infini- 
té de folutions. 

Par exemple encore, que le.nombrede 45 foit la différence des deux 
tiombres quarrés qu'on cherche : or le nombre de 45 peut être le pro- 
duit d'une infinité de nombres pris deux à deux , & entre autres de i 
& de 45, de 3 & de 15, de 5 & de 9; les deux premiers, fa voirai & 
45 donnent 22 & 23 pour les côtés j les deux fuîvans,qui font 3 & 15, 
donnent 6 & 9 pour les côtés ; & les deux derniers , c'eft-à-dire , 5 &^, 
* donnent 2 & 7 pour les côtés de deux quarrés dont la diflférence eft 45, 
N. B. Si les deux nombres dont le produit doit être égal à la diffé- 
rence donnée , font des nombres entiers & tous deux pairs ou tous deux 
impairs, les côtés des deux quarrés cherchés, feront exprimables en 
nombres entiers , & fans cela point ; comme il paroît par l^ deux exem- 
ple précédens. 

COROLIAIKJB* 

Il fuît de-là que s'il y a deux quantités indéterminées X .& y , dont la Jtffé- 
rence X^^j/dt égale au produit des nombres a Êf b, tek que le quarré de 

îzt^ putlpe être égal i x î en ce cas k quarré de î^ fera égal à y: ^fi 
le quarré (fe!^ eJi égal à f, k quarré de ^ztZ fera é^al à X', & aàtfi 
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dans Us deux cas x ^ y feront des nombres quartés. Nous en donne- 
rons des exemples dans quelques-uns des problèmes fuîvans. 

Si les quantités x & y. font tellement indéterminées , qu'on ne puifle 
pas fa voir quelle efl: la plus grande, on peut fuppofer la plus gran- 
de celle qu'on veut, & en retrancher l'autre; mais il faut prendre gar- 
de alors que le quarré de la moitié de la fomme des deux nombres 
dont le produit eft égal à la diflFérence donnée , foit toujours . égal à la 
plus grande quantité fuppofée, &lequatiéde la moitié de leur diffé- 
rence égal à la plus petite; &pour ce qui eft des nombres à multiplier, 
il n'importe guéres quel des deux Ton prenne pour le plus grand ; car la 
moitié de leur fomme fera toujours la même, & le quarré de la moitié 
de leur différence fera le même auffi ,• foit que cette différence fait ex- 
primée affirmativement ou négativement. 

L £ M M E«w 

m 

232. Siz(^ h font deux quantité s j Ç^ que aa foît plus grand que b; jV 
dis , cela étant , que a doit être plus grand que H- y b , ou plus petit que •*- yb. 

Comme fi £ eft 25 & que a* foit plus grand que 25 ^ a doit être plui 
grand que -H- 5 ou moindre que — 5. 

Car fl l'on fuppofe a égal à quelque nombre en-deçà de ces limites , 
comme a H: 4, a a lera égal à 16, & par conféquent moindre que 25.^ 
ce qui eft contre Thypothéfe ; au-lieu que d'un autre côté, fi l'on fait a 
* égal à quelque nombre au-delà de ces limites -+5 & — 5 , comme par 
exemple a Hh d, a a vaudra 36, & par conféquent fera plus grand que 
25, conformément à la fuppoGtion. On pourroit prouver de-même que 
Ji^^ejl moindre que h y a doit être quelque nombre entre -f- i/b ^ — yb» 

Problème 7. 

Qm efl le douzième du fécond Livre de Dîophante^ 

233. Trouver un nombre , qui étant féparément ajouté à deux nombres donf' 
nés, faffe de fun & de Pautre^ des nombres quarrés^ 

S ô t tr T I o ïTr 

Que les nombret donnés foiem aa Êf bb , ^f a a foit le plus grand y Êf 
fu^ lewr différence foit d; non qu'il y air quelque néceffité que les deux 
nombres donnés fbient des qparrés, cette condition H'é^ant nî expri- 
mée , iii contenue implicitement dans le problême : cependant on 
pçxst les repréf^ef fpus cette forme, pour éviter les racines fourder, 

comme on le verra aifément dans la. fiùte de cet article*. ^ 

• '• ■ Mettez 
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Mettez X pour le nombre cherché : cela ëtant , fi nous ajoutons fépa- 
rément x aux. deux nombres donnés aa&bb, le problême exige que x 
-f ^ & -i- ** foient deux nombres quarrés. Nous avons donc ici une au- 
tre égalité doublée différente de celle de FArt- 229, & qu'il faut par con- 
féquent réfoudre d'une autre manière : pour cet effet je raifonne ainfi. 
Puifque la différence entre x H- aa -i- x -+ bb eft^^ il s'enfuit que fi par 
l'Art. 231* nous trouvons deux nombres quarrés dont la différence foiti, 
& que nous faffions a; -+^ égal au plus grand de ces deux quarrés, or -+ bb 
fera néceffairement égal au plus petit ^ on fix^bb efl fait égal au plus 
petite x^aafer^i néceffairement égal au plus grand ,& nous aurons deux 
nombres quarrés , favoir x H-^ Scx-^+bb. Mais deux nombres quarrés qui' 
ayent pour différence ei!, n'efl: pas précifément ce qu'il nous faut j car puif- 
que le plus grand quarré doit être égal kx-ri-aay&le plus petit kx-+bbj 
il s^enfuit que le plus grand quarré doit être plus grand que a* , & que le 
plus petit quarré doit être plus grand que i* ;mais fi le plus petit quarré 
efl fait plus griand que i* , l'autre doit néceffairement être plus grand que 
n* , à caufe que la différence des quarrés efl: la même que la différence des 
nombres : il faut donc que nous trouvions non feulement deux nombres 
quarrés qui ayent pour différence dy maisauffi qui foient tejs,que le plus 
petit de ces deux quarrés foit plus grand que bb : or il y a moyen de trou- 
ver par l'Art. 231. deux quarrés dont la différence foit rf, c'efl:-à-dire, 
en trouvant deux' nombres inégaux dont le produit foit égala i, & en fai- 
fant de la moitié de la différence & de la moitié de la fomme de ces nom- 
bres les côtés des deux quarrés cherchés ; & fi deux quarrés quelconques 
avoient pu réfoudre le problême , deux nombres , dont le produit auroit 
été égal à d pouvoient être pris j mais comme le plus petit des deux quar- 
rés cherchés doit être plus grand que bb , la quefl;ion fe trouve réduite à 
cbotjir les deux nombres , dont le produit doit être égal à la différence à , tels 
que le quarré de la moitié de la différense de ces nombres foit plus grand que hh. 

Pour réfoudre cette queflion , foit z & ~ les deux nombres cherchés-, 

puifque 2x — =::i,- ainfi la différence des deux nombres fera z ou 

^*~^y & la moitié de la diflfiérence f?~^ ; & c'efl le quairé de la moitié 
de cette différence, qui doit être plus grand que W, c'eft;-à-dire, 
îlll3^/-^=i-^ doit être plus grand que bb : traitez ces grandeurs comme 

une équation , c'efl:-à-dire , multiplîe2>les toutes par 4a* j alûrs.2;+ — 2^2^* 

H-^ fera plus grand que 4** z* , <&z+— 2rfa* — 4^"* 2*— h^* doit être plus 

.grand que rien : mais rf— f bb = aa par la fupppfition , & 2d-b û^ = ao* , & 

• C3 2rf 
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2rfH-4**=M*-+2**; fabftît3oe2dO!K:24*^*2i* aa fieade2i-f*4i'dani 
la quantité z+'-2rf2*— 4i* 2* -4-^% & VOTS araez 2^-- 2/ï' 2;*--2A'2*-+ i* 
plus grand que zéro, &2+ — 2fli'2*— 26*2*plus grand que— di/j mais d 
c:a*--*% &<i"=:4r^-2tf*&«H-*♦; donc--rf'==-tf+Hr2^*A*-*+îfubfti. 
tuez cette dernière quantité à la place de — d* dans le calcul précédent, 
& vous aurez 2+ — la^ 2' — 2i* 2* plus grand que — tf + -+ 2a* -+ 20* A* — i+; 
agiflèz- en préfentement comme s'il falloit réfbudre une équation du fe* 
cond degré ; c*eft - à - dire , puifque le fécond terme eft ici —2a* 2* -123* 
2», prenez la moitié du coefficient , c'eft-à- dire — a*— A* , & ajoutez le 
quarré de la moitié de ce coefficient aux deux membres de cette efpéœ 
d'équation , ce qui vous donnera 2^ — 2a* z^'^2b*z*-^a^-+ 2a' b^-^^b^ 
plus grand que 4a* b* ; tirez la racine qaarrée des deux mefabres , & vous 
aurez 2* — a* — A * plus grand que -H- 2ab^ ou plus petit que — 2ab , par le lem- 
me précédent j donc 2* doit être ou plus grand que a* -+- 2ah -+ A* , ou plus 
petit que a* — 2a&-+ i* i fi 2* eft plus grand que a* -+ 2ab-+b^ , il faut 
que 2 foit plus grand que — h a-+-i, ou plus petit que — a— fc, en vertu 
du même lemme ; fi 2* eft plus petit que a* — 2a*— h *', il faut que 2 foit 
plus petit que a—*, & plus grand que i— a par le même lemme; donc 
C Ton fait de 2 un des deux nombres à multiplier , il faut le prendre au- 
delà des limites H-a-+i& -a-*, ou entre les limites plus bornées a -^ 
& fc— a; de- forte que 2 ne doit pas être Quelque nombre entre a H-* & 
/»— i, ni quelque nombre entre i— a&— fr— a.Envoici la raifon. Quoi- 
que 2 ne repréfente qu'un des nombres dont le produit doit être égalât, 
il ne laiffe pas, à proprement parler, de les défigner tous deux, puifque 
l'opération & la concluGon feront les mêmes , pour quel des deux nom- 
bres que 2 foit mis : cela étant , 5f z, un des nombres à ntubipliety ejlpris 

au-delà des limites H-aH-bfj*— a— b. Vautre nombre 1 tombera entre les li^^ 

z 

mites plus bornées a— bÊfb— aj0^ réciproquement ^fizejl pris entre les li- 
mites plus bernées j ^ tombera au-delà des limites les plus reculées. Ceft ce 

Tu • 

que je vais prouver par la démonftxation (uivante. 

Cas I. 

Que 2 foit phis grand que a-^bi ôoncj fera plus petit que ^~ i 

caufe que la première fraétion a le plus grand dénominateur ; mais a^b 
xa— *=a* —A* =^; par conféquent — --j=«— i;maîs-i a été trouvé 

, plus petit que ^pq:j ; donc - fera plus petit que4— A j au refte, il eft bien 

dair 
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clair que- eft plos grand que Jw»» pmfque la première de ces quantités 

^ affirmative & Fautre négative. 

Cas *. 

Que préfentement -« foit plus petit que-^- A; en ce cas l'autre nom- 
bre à multiplier fera - i; &pairque-z eft plus petit que-a-i,H-a 
fera plus grand que-+a-HA, & ^ plus petit que a-J, comme aupa- 

d 

vant , & - - fera toujours plus petit que a - i ; mais fî 7 eft plus petit 

* ^ ■ 

que tf- &, îl s*enftit çie - eft plus grand que i - tf ; ce qui fait voir , qu^ . 

fi dans quelque cas z eft pris au-delà des limites -fa-H-*«&-a-.*, l'au- 
tre nombre à multiplier, fevoiri tombera entre les Umites a^b&h-a. 

Et ayant ainfi ehotfi ks deax nombres à muhîpRer tels qu'il les faut ^ les çtanés 
ai on cherche feront faciles à déterminer ^ enfaifant leurs côtés égaux à la moi- 
tié de la différence & àla moitié de lafomme des nombres qu'on aura choijis. 
Par exemple, on demande un nombre , lequel étant féparément ajouté 
à 3 & à 2 les rende tous deux des nombres quarrés; ici a'=3 , é'= 2, 
^^ j fl= V'S , b=V2 j ainfi les limites les plus étendues & les plus reifer- 
rées font -4- V3 ^ V'2 & — V3 — ^2 , & les limites intermédiaires font y^ 
— V'z&Vî— Vs'.pour choifir maintenant un des deux nombres à multi- 
plier qui foit au-delà des limites les plus étendues, il faut obferver que le 
nombre 2 eft plus grand que t^3 > & à plus forte raifon plus grand que t/2 j 
donc le noiabje 4 eft plus grand que Vs-+y2; faites donc de 4 un des 
nombres à multiplier , & par conféquent que l'autre foit égal à | ; cela étant 
la moitié de la fomme de ces deux nombres fera -y^ ,& la moitié de leur 

différence ■^, & les deux quarrés cherchés feront ^ & ^, dont le 
premier eft plus grand que 3,1e dernier plus grand que a, & la différen- 
ce i: faites à-préfent x -f 3="^ o»*-+-^=-§r» & chacune de 
ces équations donnera a; =|Ii donc le nombre |^ étant ajouté féparé- 
ment à 3 & à 2 en fera deux nombres quarrés. Je mè fuis un peu éten- 
du fur ce problême , à caufe que la fohxtion renferme une nouvelle ma- 
nière d'argumenter , qui peut être de grand ufage pour déterminer dans 
ks problêmes de Diopbante les limites des nombres i:equîs pour leur folu- 

^°°- Pro- 
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Problèmes* 

Qui a quelque rapport au vingt & unième du fécond Livre de Diophance ^ 
mais qui ejl bien plus général. . 

234. Trouver un nombre^ qui f oit tel, qu'étant divifé en deux parties quelcon- 
ques , le quatre d'une des parties^ ajouté à l'autre partie prife cent fois ^ fajfe 
un nombre quarré. 

Solution. 

Mettez y pour le nombre cherché , & x&cyx pour les deux par- 
ties de ce nombre, dont x élevé au quarré, & cent fois y— x, ajoutés 
«nfemble doivent faire un nombre quarré: or le quafré de .x eft j?x, & 
y— X multiplié par 100 eft looy— loco;; donc x* — iooj:-+-iooy doit 
être rendu égal à un nombre quarré ; foit « — z ou z — x le côté de ce 
quarré, & nous aurons xx— 100X-+ iooy=:xx — 22x-+22; retranchez 
SX des deux membres dç Féquation ,& il reliera — looxH- looyn— izx 
-4- z 2; ; amfi nous avons ôté x 4? de l'équation j & pour en faire de-mê- 
me à l'égard de l'inconnue x, & trouver fans elle la valeur 'de y , foient 
iz =? loo; donc z =:: 50 , zz^ 2500, & l'équation fe trouvera être 
— loox -f looy =— loox "+ 2500 ; retranchez — loox des deux côtés , 
& vous aurez looy zz 2500 , & y = 25 ; donc fi xx— ipox -+ looy eft le 
quarré de z — x ou de 50— x, y doit être 25J & fi y eft 25, il faut que 
XX— joox-t- looy foient XX -71 OCX -+ 2500, qui eft lequarrédejo— x, 
quelle que foît la valeur de x j mais xx — ioox-1- 2500, eft le quarré de 
X ajouté à cent fois 25— x ; donc le quarré de x & cent fois 25— xajoû» 
tés enfemble , feront toujours un nombre quarré , que x foit ce qu'on 
voudra, car ce fera toujours le quarré de 50 — x. Ainû nous avons trouvé 
le nombre 25 , a la propriété , qu'étant divifé en deux parties quelcon- 
ques , le quarré d'une des parties ajouté à Tautre fait un nombre quarré : 
je dis le quarré d'une des parties \ car comme nous avons eu foin dans 
cette folution , de ne refteindre en aucune manière la fignification dex., 
cette inconnue peut également défigner l'une ou l'autre des parties, dans 
lesquelles le nombre de 25 eft divifé, 

Exemple. 

Soit le nombre 25 divifé en ces deux parties i & 24: le quarré de 
I eft I ,.& 100 fois 24=2400, & le nombre 2401 eft un nombre quar- 
ré , dont le côté ou la racine eft 49. Reprenons les mêmes parties 
mais dans un ordre contraire , & que la partie , qui doit être élevée au 
quarré, foit 24: le quarré de 24 eft 576, & 100 fois is=ioo, lesquels 

étant 
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itant ajoutés à 576, font 676, c'eft-à-dire, un nombre quarré, dont 
le côté eft 26. La propriété , 4ont U s'agit , eft tellement inféparable 
du nombre de 25, que les deux parties dans lesquelles on partage ce 
nombre , peuvent être également des nombres entiers ou des frafti ons ; 
& ce qui eft bien plus fort, on pourroit même faire une des parties' né- 
gative: par exemple, foit le nombre 25 partagé en —5 & H- 30: le 
quarré de —5 eft -+25, & 100 fois 30=3000, & 3025 eft un nom- 
bre quarré ayant pour côté 55* Si nous preuons ces parties dans un or- 
dre contraire, le quarré de 30 eft 900, & cent fois —5 =—500, & 
poo— 500 =400 , le quarré de 20. 

N. B. Pour rendre ce problême plus général, on auroit pu l'exprimer 
ainfi: Trcmer un nombre qid étant divifé en deux parties quelconques ^ foit 
telj que rfois chaque partie y a^ec le quarré de s fois F autre ^ faffe un nombre 
quarré : fi Ton répète l'opération précédente , & qu'on y employé ces 
cxpreffions générales, le nombre cherché fe trouvera à la fin ètiejj^. 

P R O B L B M E . 9. 

Qui ejl le vingt ^ troifiéme du fécond Livre de Diophante. 

235. Trouver deux nombres tels^ qfie le quarré de chacun étant ajouté à 
la fomme des deux fc^e un nombre quarré. 

Solution. 

Nommez un des nombres cherchés x^ & fon quarré fera xx: or le 
quarré de x-H eft'afx-+ 2x-t- 1 j donc le nombre 2«-f i eft tel qu'é- 
tant ajouté kxx quarré d'un des nombres cherchés , il formera un nom- 
bre quarré ; par conféquent fi l'on fuppofe que le nombre 2x -f i eft là 
fomme des deux nombres cherchés, on aura renipli une des conditions 
du problême. Faifons donc de 2x -f i la fomme des deux nombres cher- 
chés* & comme x défigne déjà un de ces nombres, l'autre nombre doit 
être « -hi , dont le quarré eft a: s -+ 2a; H- 1 ; ajoutez à ce quarré 2a; —h i 
fomme des nombres, à vous aurez a?x-f 4x-f2, qui doit être auflî 
un quarré fuivant l'autre condition du problême j que ce foit donc un 
quarré qui ait pour côté x— z,& nous aurons cette équation, xxH-4r 

..j.2=xx— 2Zx-)-zzi laquelle étant réfolue , donne x = " ^ pour 

le plus petit nombre; & fi l'on y ajoute i , on aura le plus grand nom- 
bre cherché ; & la grandeur z reftant indéterminée , tout nombre ^ ex- 
cepté Tunité, peut être mis à la place de z. Conune par exemple, foie 
Tome IL D zzst^ 
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2=2, &nous aurons ~^=j, &i-+i=:.iîdonci&| fatîrfe- 
,ront aax condidons da problême. Pour s'en convainCTe,fl fuffit de cou- 
fidérer que -J- <& |- font ^ou -^ : cela étant , fi au quarré de i (Je jju, 
petit nombre) on ajoute la fomme des deux nombres, c'eft-à-dire fi 4 
:2g- on ajoute jj-, on aura -^1» c*eft-à-dire, un nombre quarré: d'un 

autre côté, fi à -§ quarré de -J ( le plus grand nombre) on ajoute Iz 
fomme ?| , on aura ^ , c'eft-à-dire, auflî un nombre quarré. 

F R O B L fi H B 10. 

Qui eji le trente & unième du fécond Livre de Dîophante. 

236. Trouver deux nombres tels , que f% Ton ajoute kur fomme au produit 
de leur multiplication j ou qfion le retranche de ce produit^ la fomme qui ré* 
fubera de cette addition ^ ^ le refie ^' /oient également des nomlres quarris. 

Solution. 

Nommez un des nombres cherchés x^ & prenant enfirite à difcrétion 
deux nombres connus a Scb^ faites a^x-^^b^x égal à l'autre joombift 
cherché, & le produit de leur multipKcatîon fera û* ar* -f 3* jf * : or fi 
2abx* e& ajouté à ce produit , ou en eft retranché , la fomme & le 
refte feront des nombres quartés; car la fomme fera a*x*-+ 2abx'^ -f b^x*^ 
qui eft le quarré de ax-^i-bx; & le reftp fera a* x^^zabx^ -+b^ x* 
qui eft le quarré de ax'^bxi donc fi aabx^ eft la fomme des deux 
soipbres cherchés , la valeur de x doit être déterminée de façon , que 
je ncKubre 2a bx* puiiTe être égal à a*a?-f 3* :c-+a;; fuppôfons la choie 

ainfi, & nous aurons «, un des nombres cherchés, égal à ^ ^^j"^' ; 

i& fi ce nombre , quand il aura été trouvé , eft multiplié par a* -f i* , 
nous aurons a* x-f A* a;, l'aOtre nombre cherché» Comme, par exemple > 
Jes nombres aSib pouvant être pri^ à difcrétion, faites a=i &*=2^ 

& vous aurez ^*""*"^V^' =:-"=- pour le plus petit des deux nombres 

cherchés: ce nwnbre multiplié par ^* H-*» =5, donnera ^ pour Tau- 
ûse nombre cherche. Pour mettre cette preuve dans Un autre jour , le 
produîtl X i5 eft^ ;& la fomme L^ll^Xi — ou -^ :or iï-+â? 

2 2.-4 ,',%'% 2 4 4^^ 4^ 

' :. * ' ccft- 
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c*eftri-direi — eft un nombre quarréj & 4^^ii , c'eft -à-dire, Z 
efl: aufli un nombre quarré. 

P R B L Ë M £ lU 

Oui ejl UfeptUme du troijiéme Livre de Diophante. 

437. Trâuver trois nombres tels, que non feulement la fomme de tous les trois , 
mais aujji lesfommes de ces nombres pris deux à deux /oient des quarrés. 

Ce problême eft fufceptible de différentes folutions , fuivant Igs diffé* 
rentes manières dont on peut défigner les femmes des nombres cherchés ; 
mais de toutes ks folutions void la plu» fimple, à mon avis. 

Solution. 

I*. Puisque la fomme de tous les trois nombres cherchés doit être un 
quatre , qu'elle foit le quarré de x-+ 1 , c'eft-à-dire , Ssx-^^2x-^ru 

a"". Puisque la fomme du premier nombre & du fécond doit être un 
quarré , que ce quané foit xx; cela étant , fi nous retranchons xx^ fom- 
me du premier nombre & du fécond , de a? * -+ w? H- 1 , fomme des trois 
nombres, il reftera 2x-+ i pour le troifiéme nombre feul. 

3». Puisque la fomme du fécond nombre & du t|oifiéme doit être un 
quarré , que cette fomme foit le quarré « — i ; cela étant , fi de a; a: — 2a; -f i , 
fomme du fécond nombre & du troifiéme, on retranche 2a: -h i ,qui eft 
le troifiéme nombre feul, il reftera a?x — 4X pour le fécond nombre feul 

4*». Puisque, conformément à la féconde obfervation , xxdl lafom- 
Tjie du premier nombre & du fécond pris enfemble, fi de cette fomme 
jcx on fouftrait le fécond nombre a?ar-4ar, il reftera J^x pour le premier 
nombre; d'où il fuit que les trois nombres cherchés pourront être expri- 
més de la manière fuivante : 

icr, 4x; 2d, xx-^x; 3^e, 2X-+i. 

ç?. Mais il y a encore une condition du problême à laquelle il n'a pas 
ëté fatisfait, favoir, que la fomme du premier nombre & du troifiéme 
doit aufli être un quarré: or le troifiéme nombre eft 2xh- i, & le pre- 
mier eft 4a;, &leur fomme eft 6s-+i; donc la grandeur (îa? -H i doit 
être égalée à un quarré : prenons qudque nombre quarré plus grand que 
25 , pour une raifon qui fera donnée dans la fuite, & nommant ce quar- 
ré a^, fuppofons 6xH-i=aa: ainfi nous aurons a;=.2£rii;&dep!us 

la règle fuivante : 
Prenez ouelQue nombre quarré connu tel que aa ^quijbit plus grand que tts, 
■ • D 2 /^^^^ 
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faitei ^'"T' ^Xf& ks trois nombres cherchés feront 4X , x x — 4X 6? 2X -4- 1. 

Mais cette folution exige deux limitations : car premièrement y x doit 
être une quantité affirmative , à caufe que le nombre ^ eft tel : fecon- 
dément a; x — 43? doit être une quantité affirmative , à caufe que c'efl le 
fécond nombre; c'eft-à-dire, xa;— 43; doit valoir plus que rien; donc 
s— 4 doit être plus grand que rien; donc x doit être plus grand^que 4; 
donc 6x doivent être plus grands que 24 ^ & le nombre 6X-4- 1 ou aa 
doit être plus grand que 23, comme ci. delTus. 

Exemple. 

Que a a foit fait égal à 121, qui eft le quarré de 11 ; cela étant 
?^T^ ou X fera égal à 20; par conféquent le premier nombre , c'elt-à- 

6 


dire4x, =:go; XX—4X, ou le fécond nombre, =320; &2x-+i,ou 
Je troifiéme nombre, =41; de -forte que les trois nombres feront 80, 
320 & 41. Car premièrement , la fonune de tous les trois fera 441 , quar- 
ré de 21 : fecondement, la fomme du premier & du fécond fera 400, quar- 
ré de 20: en troifiéme lieu, la fomme du fécond & du troifiéme fera 361^ 
quarré de 19; & enfin ^ la fonune du troifiéme & du premier fera 121 » 

quarré de II. 

Problème 12. 

Qui ejl le douzième du troifiéme Livre de Diophante. 

238. Trouver trois nombres tels y que fi au produit de ces nombres fris 
deux à deux y on ajoute un nombre donné y toutes les fommes foient des nom^ 
bres quarrés. 

N. B. Quoique la folution que Diophante donne de ce problême foit 

fort ingénieufe , comme ce n'eft qu'en fraélions qu'il la donne , j'aime 

mieux la folution fuivante, qui fournit autant de réponfes en nombres 

entiers qu'on voudra. 

Solution. 

ff 

Que les trois nombres cherchés foient a^bSc Cj & que e foit le nom- 
bre donné qui doit être ajouté à chaque produit ; cela étant , il faut que 
tf6-+f=D, fl^H-^a^D, &ôir— !-«=□: pour effeâuer la chofe, il 
faut commencer par trouver deux nombres a ôcb^ qui puiflènt remplir 
la première condition du problême, ce qu'il y a moyen, défaire ainfi: foit 
nn quelque nombre quarré plus grand que ey & ab—t-e^rinni ainfi 

abzznn^ei d'où il fuit , que fi on refont"» n^e en deux nombres tels 

que 


^ 
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que le prodoit de leur mulopfication Ipit. égal à cette grandeur., cesnom- 
bres pourront être défignés par a & 3, & ainfi nous aurons deux nom^ 
bres « &' i qui fatisferont à la première condition du problème. Pour fa- 
tiliter le calcul, prenons deux nombres r & j, dont rfoit plus grand 
que f , & dont les quarrés foient tous deux plus grands que ^ , & faifons 
n~^'r=a & n-j=J,c'efl-à-dire,que n-^-r &n-s foient les deux nom- 
bres dlht le produit eft égal à ««-*} donc n-+ r x n~s, ou nnHrrn 
^sn~rs = nn-.ti rn-sn-rs^-e; nzz^^^^i «-+f oa<i= ""^ 


r^-t r—t 


.. j_ -- ^'•"~* & »— X OU i= — — ^; par conféquent les valeurs de a 
& de 5 peuvent être escrimées de deux manières, ravoir, par it-f r ft 
«— j-, ou (ce qui revient au même) par -^—j- & -^ '■. 

Après avoir déterminé ainfi deux nombres a & * qui fatisfontàlapre^ 
miére condition du problême , nous devons rechercher enfuite, file nom- 
bre e eft fufceptible de la valeur requife , pour qu'étant ajoutée à cellei 
de 4 & de J trouvées d - deflus , elle remplifle les deux autres conditions 
du problême. Dans cette vue, du nombre a*H-*, qui eft déjà unquar- 
Té ie retranche le nombre a ff-+*, dont il faut faire un quarré, & je trou* 
ve que la différence eAcb^ac; oc comme cette différence eft le pro. 
duit de a multiplié par ^f , eUe peut fe réfoudre en ces deux multipli- 
cateurs a & J— 7i la demi-fomme de ces multiplicateurs eft - — -^^, 

& la demi- différence ~=^ •' pu« àa même nombre qoarré «ô-f-* je 
fouftrais 6c-f «, dont il faut faire un qua rré , & je trouve que la différen- 
ce eft a 6- *<^» produit de 5 multiplié par a -c : ainfi il arrive parbon- 
heur que la demi- fomme de ces deux multiplicateurs , favoir ^~^^ eft 
la même que la demi- fomme dans le premier cas, au -lieu que la demi- 
différence eft tifizf ;donc fi le quané de la demi-fomme ^"^^ peut 

en affienant quelque valeur rationelle à c être rendu égal à a 5 H- *, dont 
sc-+e&ic-\-eontété retranchés, il en réfultera néceffairement , que 

«tf-f e deviendra égal au quarré de la demi-différence ii:~±^,&f<;H-# 


égal au quané de la demi -différence f=±=f ; & qu'ainfî tant ar-f r 
que ic-ve feront des nombres qu.anés ; ce qui eft évident par F Art. 23 1. 
Suppofons donc le quarré de U demi- fomme ".=±f=i égal à a&-+ f j & 

D 3 P""' 


l'autre membre •/nous troivona ti — ii?=-+n, & ^..^^^^211: ce 
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puisqu'il a été fiq>pdré ci-ddOTos» que aB^4 efbégal knn^ noui ds^ 
rons le quarré de ^ y^^ égd an»; aînfi, tarant la racine de l'un &de 

tcytïi 

qui nous donne deux valeurs rationelles de r, dont chacune ajoutée au 
nombres a&b trouvés ci-deflus , refondra le problême , favoîr , ^ ^-f-î -+ 2» , 
Se a-+£*-2fi;d'où il fuit, que lafdmmedesvaleursde^eft^A-f ft;donc 
il nous trouvons la plus petite valeur de c , & que noi^s. la retranchions de 
2a-+2b^ le relie défign'era la plus grande valeur : mais pour exprimer l'une 
x)u l'autre de ces valeurs à Taidédesiigiie^dont nous avons déjà fait ufage, 
:& fuivant lesquels a eft égal à n—t-r , .& b égal à »*.x^nousauroâ6 a-fi^ 
— 2n-+r— j,&a-+6-*2fi=:f — jjdonc la plus petite valeur de r fera tou- 
jours égale a r— x,& par cela même la plus grande valeur fe trouvera tou- 
jours être l'excès de 2a -+ 2& par deflus r — j ; ce qui foum it la règle fuîvante. 
Prenez deux noràbres connus r ^5* s , dont r efl plus grand quesj & dont 

les quarrésfont tous deux plus grands ,que e; faites ^^ ^ = a, ^' ^ =b!| 

(^faîtes r— s, ott rexcis de 2a H- 2b par-deffus r— 5, égal àc^ & vqus 
aurez deux valeurs de c , dwt celle que vous voudrez ^ ajoutée aux deux nom* 
hres a 0* b trouvés ci-dejjusy refondra le problème. 
. Il paroît manifeftement par cette règle, que Si pour r S* s tums pre- 
nons deux nombres qui ayera pour différence Funité , & dont les quarrés foîent 
tous deux plus grands que é , les valeurs de^S dehj l^par conféquent celle 
de c, feront toutes des nombres entiers. Comme par exemple , que e le nom- 
bre donné qui doit être ajouté à chaque produit foit 3 , & faites r=4, 

&j=3; celaétant ^^^^^ ou a=i3,î^^^pu 5=(J, & r -*- j ou la plus 

petite valeur de' c fera i , & la plus grande valeur de c , favoir 2^ h- 2É — i , 
fera 37 ; ainfi nous avons deux fuites de nombres qui réfolvent le pro- 
blême, favoir, i , 6 & 13 (car il n'importe pas en quel ordre les nom- 
bres font pris,) ou 6, 13 , & 37. Dans la première fuite, favoir, i ,6, 
& 13, nous axons, I^ ix6-f 3=9, quarré de3î 2V ixi3-+3=î6, 
^uarré de 4 i & 3^ 6x13 H- 3 = 81 , quafré de 9; dans l'autre fuite, 
favoir 6, 13 & 37, nous avons i**. 6 x 13 H- 3 = 81, quarré de 9; 
^•j 6><37-+3=225, quarré de 15; & 3% i3x37-+3=484> q^^r* 

'Té de 22. 

Voici un autre exemple de la même règle: que le nombre, qui doit 

être ajouté à chaque produit foit 3 comme auparavant, faites r =5, 
/ns, & vou^ aurez ^^^^-^ ou tf=ii, 4~f ou é =: 3, & r-jou 
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$z:i2i'ëACi¥9xiûe vateiirclÇvlera^2aH.^i'-^a==Jtôj^le* deux faîtes 
de nombres prof>re$ à lifôudife le'J)rob^eiiie ; feronc 2 , J , & 1 1 , &^ 3 , 1 1 
& 26: dans la première fuiçe , favpir 2 , 3 & u , nous avons 1^,2x3—1-3 
s=9,quarré de 3; 2^, 2xi'i-f3 = 25,quarréâe5j 3**, 3x11-^3 = 36, 
qiiarré de <5 ; dans f autre iuitë ,:fa¥Qir g , 1 1 .& 26, jdous avons l "* , 3 x j i 

-+3 = 36j quanié de.(î;-2'^,'3>«2(î--+';3 2:5i,,qUarré,de 9; ^8'^ 

àix2(î-f 3=:28p, ^ua?ré de 17.' 

> • 

SCHÔLIEI. 

Si Ton vouloît trouver trMs fumbres tels , qu'en retranchant un nombre 
ipnné dtf^.^péuit de ces nombres pris dçux à deux^ les rejles fujfent tous des 
fiorrésy h règle précédente tant fôît peu changée ferviroità réfoudre ce 
j^oblême: le feul changement qu'il y ait à faire concerne le figne de la 
gpaftdeur> , qu'il f^ut rendre affirmatif par-tout. Dans la règle précéderi- 

fè a avbit ét^ faîtr4g^ à ^ — vililonc^n ce cas a^oft être f^^^^ î là J 

&oit; 4g^ è r?^^^ — 'i ici ^ 4^it ê^^ ■■ ■ "T^ .* dans le premier cas- la plu^ 
^ande "rdear de c étoit l'excès dei-i*-+;2i par deflus r — x,c'efl>à-dire, 
l'excès de SIriH£=df bir deflUà f -x;îci il faut que ce foit l'excès de 

* • ■ 

^rr--f2fi^4^. par defliis r—x, «feqiû,:fiin?arir:hLlkpifiâtw^ attachée 

dans le cas préfent aux grandeurs à &'î, fera Textes de 2^-f 25 par 
defliis r — /. Pour ce qui eft de la plus petite valeur de c\ favoir r— x, 
elle fera la même dans les deux cas, à caufe que le nombre e n'entre point 
dans cette expreflîon ; ainG la règle^rdlativé a ce problême eft: ' • •' 
1 Prenez deux nombres connus r ^ ^, dont r foit plus grand que s;' faîtes 

££rii=: à, !i=t£=b,^ r^t^wVexcèf deidr^zhpar deffusis^égal 

à Ci 0* vous aurez trois nombres 'a,b fi? c, qui pris' deux à deux réfmdroriit 
ie problème^ Comme par exemple, ^oit f , le nombre à lôuftraîrfe de tha^ 

€ile produit, égal à.3i fflit««/=r2,\&f=ii, .& vous aiiréz Jî^lttf oa 

b:=7^ ^^^9^ *=4 » ^ îa çranâéiir y;— jr ou la plus petite valeur de c^ 

égale à i , & la quantipé 2a-+.«J*- r, pu la plus grande valeur de r, 
igaie à 2 1 ; ' doBC tes ^eur faites de noift^re^jfo^ 
car dans la -fiiite. 1,4^^ JtQ^s avons i", ij<4.— yapi, quarrédeij 
*• > 1x7 — 3er 4 y.qaaifré jQis4 .<ï| 3! ,• 4 x 7 - âR*^, quaçré de 5 j dans 
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l'autre fuite 4, 7 & 21^ nous avonsi^, 4x7— 3=r35, quarré de 5;2*, 
4x21 --3=8j, quarrédep; &3% 7x21-3=144, quarré de 12. 

SCHOLIÊ 2. 

Quand le nombre, qu'il faut ajouter aux diffërens produits pour en fai- 
re des quarrés , eft lui - même un nombre quarré , Diophante fournit una 
folution très-élégante de ce cas dans la vingtième queftion de fon quatrième 
Livre. Je donnerai ici cette folution, à caufe du rapport qu*elle a au 
troifiéme problême. 

S XJ L U t I O N. 

Que T mit é fait ^ le mmbrê à ajouter (une règle calculée pouf le Hombrt f 
pouvant aifément être appliquée à tout autre nombre quarré , comme nou» 
le ferons voir dans la fuite) & quon demande trois nombres teU^ que jiTon 
augmente de f unité le produit de ces nomires pris deux à deut^ toutes les/om^ 
fnes f oient autant de quarrés. Je mets ki x pour le premier nombre cher-, 
çhè, après quoi prenant quelque nombre coimu commet, j'ajoute au 
produit axle nombre ï , racine quarrée du nombre ajouté, « j*éléve à 
la féconde puifFance la grandeur axH*i ,cq qui me donne aaxx-h2ax 
—Hi: or 11 je foullrais l'imité de ce quarré, ilreftera aaxjc— h2ax; 
d'où il fiiit que fi Ton confidére aaxx-^iav comme le produit du pre- 
mier nombre & du fécond, une des conditions du problême fera remplie; 
car le produit du. premier nombre & du fécond, avec une unité d'ajou- 
tée, fera un nombre quarré: que aaxx--h2ax repréfente donc le pro- 
duit du premier nombre & du fécond multipliés Tun par Tautre , & puîs- 
^ije X eft le premier nombre, le fécond fera aax-\^2a. Prenez à-pré- 
fent un autre nombre connu comme J,&du côté Ix-^ri faites le quarré 
ii«XH-2fo-fi; donc fi Ton coiSiàéxtlixx^+Sibx comme le produit 
du premier & du troifiéme des nombres cherchés, il y aura encore une 
«)ûditioh du problème de remplie; que hbxx^-^^lx repréfente le pro- 
duit du premier & du troifiéme des nombres cherchés; & puisque parla 
fî^ppofition le premier nombre eft x,le troifiéme nombre fera repréfente 
par bhx-+2b'y & ainfî les trois nombres fe trouveront défignés par j;. 
Bar flax-f,?a, & par i6a;-+2J., & deux des trois conditions du pro- 
blême feront remplies. Refte la troifiéme condition , qui eft, que le pro- 
duit du fécond nombre & du troifiénie , après qu'on y aura ajouté funi- 
té , foit un quarré : or le fécond nombre étoît aa x -+ 2 tf , & le troifié- 
ine i Jx-+2fc, & le produit âit(x%novcA>Te%îtnaabbxx-+2aab^^bba 

x*-+4tffc; Si fi Ton "augmente ce produit de l'unité ^ la fomme fera 

aabbxx 
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êaihxx-^ 2 aab-+2bbaxx -+ ^a 5-f i ; mais le fécond terme de ce nom- 
bre, iavoîr, 2aab-i'2liaxx:z2ahxa-i-hxx ^ & par conféquent (i 
nous feifons a^+b égal à r, le fécond terme de cette fomme fera 
2abcXj & toute la fomme qui doit être éjgalée à un quarré fe trou- 
vera être aabbxx^2abcx-^4.ab^i : or il efl clair que aabb 
XX -+ 2abcx H- ce i eft un nombre quarré ayant pour racine 


^abx-t-c: donc û le nombre 4âi-f i> dernier terme de la fommé 
qu'il faut égaler à un quarré , étoit égal i ccj dernier terme du quarré 
dont nous venons de parler , il feroit bien clair que la fomme totale indi^ 
• quée ci-defFus feroit un nombre quarré: fuppofons donc ce ouaa-i'2ab 
^bb::z4-ab -+ r , nous auronspar tranfpoûtion ^4— 2 ab-^+bb::^ i ,& par 
conféquent a-^boub^assi. Donc fi a & h font choifis tellement que leur 
différence foit Funité-^ les trois nombres cherchés forent x, aaxH-2a, bbx 
-+2b, 0* toutes les trois conditions du problême fo trouveront remplies y queU 
que nombre qu'on veuille prendre pour défigner la quantité x. Comme par 
exemple, faites a=:i,£=: 2, & lefecondnombreaax-+2afera «-f2, 
& le troifîéme nombre bbx ^ 2b fera 4 «-f 4; & ainfi les trois nom- 
bres feront Xy X-+2, & 4XH-4: ou fi nous faifons af= i , les trois nom- 
bres feront i,3&8,dontix3-M=4, ixg-t-isp, 3><8-+-i=25, 
qui font tous des nombres quarrés. 

Si au- lieu de Funité on avoit voulu ajouter quelque autre nombre quarriy 
fuppofons ce y en ce cas les trois nombres trouvés ci - deffus ^forooîr 9 1 , 3 & 8 > 
ou trots autres nombres de la même ejpéce qu'tm pourroit trouver par Ja même 
méthode , doiven$ être multipliés par c racine quarrée du nombre ajouté c c , ff 
les produits ic, 3c Éf ic fatisfermt au cas pro'pofi. Ainfi ic^^c-^^cc 
rz^cCj irx8^-+cr=9rc, & scxScH-cc:::2SC€: de -forte que ces 
trois dernières fommes ne font autre chofe que les premières fommes mul- 
tipliées par cci & par conféquent fi les premières fommes font des quar- 
rés, ces dernières doivent fêtre auflTi; car un nombre quarré multipliant 
un nombre quarré , produit toujours^ un quarré. 

FrOBL£XBI3. 

Qui efi le vingt & unième du quatrième Livre de Diophante. 

239. Trouver quatre nombres tels y que fi Ton ajoute Tunité ou quelque au* 
tre nombre quarré au produit de ces nombres pris deux à deux^ toutes lesfom^ 
mes f oient autant de (j^Mxrrés. 

Tome IL -E SoLg-' 
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S O L U T X O N. ' 

Prenez trois nombres tf^^&(7en progreffion arîdimécique^dont la 4if^ 
férence commune foie l'unité ; & mettant x pour le pr^mi^r nombre cher-^ 
ché,quetf fl«H-2arepr^fente. le fécond nombre,Wj»H-.2i le troiûéme, 
ScccX'+îtcle quatrième : par le fécond fcholie de 1* Article précédent ^ 
ces quatre nombres auront la propriété , que les produits du premier & 
du fécond , du premier & du troifiéme, & du preiniër & du quatrième^ 
augmentés chacun d'une unité y feront tous des nombres quarrés : il fuit 
aufli du même fcholie , que les produits du fécond & du troifîéme , & 
du- croifiéme & du quatrième , augmentés d'une unité , feront pareillement 
àes nombres qiiarrés, à cauie que la différence entre ^ & J, dé -même 
que la.diSâ-ence entre i & c eu, l'unité; donc fi le jprodait du fécond nom- 
bre & du quatrième, augmenté d'une unité, peat devenir uii ^arré eti 
reftreignaint x, (nombre indéterminé jufqa^à-préfent) à quelque valeur 
particulière^ toutes les conditions du problême fé trouveront remplies. 
: Mais avant que d'aller plus loin afflgnoni des Valeurs pafticuKéres aux 
ijiovûbxes a jb & c. Comme par exonple , faifons Àc3i,i=:2,& ^rr3 ;en 
ce cas le fécond nombre aax'^2a fera égal àxH-29 h troifîéme nom- 
bre ifi X-+ 2b feraégal à 4s -+ 4, & le quatrième nombre ecx^2c fe- 
ra égal à çx-^ 6i & ainfi les quatre nombres pourront être nommés Xy 
i-+2, 40? -^4, & çx^+Ô. Il s'agit. préfentement de faire en forte, 
me le produit du fécond nombre' & du quatrième, ^ augmenté d'une uni- 
té, foit op. nombre quanré: or le produk de xh-^» qaî eft le iêcond 
nombre^ & àe çxr+ 6, qui efl le quatrième, cAçxx -h 24x^-12^ 
^ avec l'addition d'une unité eft 9«ar -h 24^-4- 13; c'eft donc- 
là le nombre qu'il faut égaler à un quatre , pour trouver une ra- 
cine propre à produire un pareil çiarré: obfervofls que puisque 3* elt 
la radpe quarrée de 9xx dans la quantité qui vienît d'être indiquée , fi 
l^on fouftrait dé 3^ 4 , 5 » <> > on quelque autre nombre dont le quarré vaut: 
^s de 13 9OQ aui;a une racine au quarré de laquelle la quantité indiquée 
pourra être rendue égale. 3uppofQq3 que cette racine foit égale a 3x— i t » 
dont le quarré eft çxx^66x--+i2i , & imaginons 9xxH-24x--f.i3 

« • • • Y 

= pr X — 66x -+ 1 2 1 î cette équation étant réfolue ^ donne x = -iî- ; ainfî 

• ■ ' • -r ... • ^ ' \ •' —' ^^ 

xH-2 ou le fécond nombre efl égal à -^— ,4x-+- 4 ou le troifîéme nom* 

. •• • ■ . '? - • 

bre .eft égal à -^ , & 9X-+ (S ou le quatrième n&mbre efl égal à — : 


sunG les quatre nombres cherchés font — ^ Z-^^, ^^^ & — ^. Tout 
^ 10 ^ 10 ' 10 10 

ceci fuppofe que le nombre qu'on ajoute eft l'unité : mais û l'on vouloit 

ajoa- 


^dûtâr quelque aittre ncaobre quanfé^ par exemple joojés ^qqatré hom^' 
hres mentionéK çn dernier lieu devrbient cous être multipliés par lo ta* 
ciué quaurrée de loO) & no^ ïiurions des nombres entiers 12^ 52 ^ 8t 
& i68. £n yôici Jb preuve : : ...... 

12^ 5à^-M<joa 484 te quatre de 22. 

I2X -88"H-i6o,î= 1150k quiarré de 34, 

12x168"+ 100= 2116 le quarrddfî 46. 

32 X 88-+ 100= 2916 le quarré de 54. 

32 X 168 -+ 160= ' 5476 le^qiiânrë de 74. 

88 >^ 168 -+ rpo= 148^4 le quarré de. I22, ; 

Si ks nombres a,J^& r». £bnc faits: égaux à 2^ 3 & 4 re^éâîvementV 
les nombres cherchés feront « , 45? -+ 4 , pjc -t- (5 , & 1 6Jf -+ 8 ; le produit 
du fécond & du quatrième, augmenté d*une uoité,fera ô^xx-i-^ôx-^-^Si 
& ^ Ton fuppoie cette quantité égale au quarré de Sx-^ç^ nous aurons 
Féquatîon fuivàrite, ■64^X'^ç6x-h*^^=^ dorica:^ 

qui eft le premier nombre, = — î 4*H-4* qui eftie fécond nombre ^ 
s= t-; 9:c-+d, qui eft le troiCéme nombre, zz^}& i(5x-4-8, qui 

eft le quatrième nombre , = ^. Nous foppofons que lé nombre ajouté 

eft I , mais fi c'étoit le nombre locr qi£on ajoutât , ou ce qui revient au 
même, qu'on multipliât par 10 les quatre nombres indiqués, on auroit 
en ce cas 2,48,78 & 112. Voyez la preuve: • ' 

2x 48 -f 100= 196 le quarré de 14. 

2x 78-t-TOo= 25/5 ïe quarré de 16. 

2xii2-fioo= 324 le quarré de i8« 

48 X 78-+ioo=:3844fequarréde62. 

48 X 1 1 2 H- 100=5476 le quarré de 74. 

78 >< 112— h 100= 8836 le quarré de 94. 


S C H O L I E^ . 

Bacbet dans fon Commentaire llir la douziéiùe QuefUon du troifiemé 
Livre dfe Dîophantei au moyen de$ Pfopbfition» ii & 13 de fon fécond 
Livre de Porifmee , démontrées analytiquement dans ma folution' du Pro- 
blème 12, réfout eç problème utiiverfellanenç de deux maniera^, foit 
que le nombre ajouté foit un quarré ou non , & ferable fe féliciter d'a- 
voir furpaffé en cette occà&oa Dictante lui-même. Mais pouf dire fran- 
chement mon avis fur cette matière, les foluiions qu'il donne auroient 

E a paru 
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para bien plus belles , û vers la fin elles n'avoîent pas été embarafieesde' 
fi grandes fraétions : je les paflerai donc ici fous fîl'ence , & donnerai fîm- 
]|lenient une règle de ma façon , laquelle 5 quoiqu'elle ne réfol ve pas le 
problême en nombres entiers ^ mène cependant à dçs fraâions beaucoup 
plus fimples que celles de Bacbet , connne on peut Ven convaincre aifé- 
ment fi on les compare avec les fiennes. Voici cette xègle appliquée 
au problême doat il s'agit. 

Problème. 

Trcndver quatre rumbres tels^ que fi au produit de ces nombres pris deux à 
deux , on ajoute un nombre donné quelconque c , toutes les fommes /oient des 
nombres quarrés. 

Solution. 

Prertez quelque nombre, comme a , dont le quarré foit plus grand que c ; re* 
tranchez 4aa— 3c de quelque quarré plus grand que cette quantité^ par. exem- 
ple de hh; S puis divifant le rejle par 4a-+ 2b , appeliez le quotient d; Jai- 

rgx ^^T'^ =e, d-4-e-+2a=:f, S^se— hf-t-2a=:g; cela étant les nom- 
bres d, e,f, g fatisferont aux conditions du problême. 

Exemple. 

I*. Que le nombre donné qu'il faut ajouter aux , différens produits 
foit 3, ainfi ^=3. . 

2"*. Faites a a = 4 ; donc /^aa — 3^ =r 7 ; & fj Ton retranche ce nombre 
de 9 , nombre plus grand que 7 , il reftera 2 , qui étant divifés par 

4a -+ 2b ou 14, donneront— ou — pour le premier nombre d. 

3». Comme le nombre a*— r= i , fi on le divife par ^ ou j, on au- 
ra le quotient f= 7. 

^«, i/h-^=— -+7= — > & fi ce nombre efl: augmenté de 2aou ^ 

nous aurons rf-+ ^ -+ 2^ , c'eft-à-dire , / = -^ . 

7 

5V ie=2i 00 îi?,&/= -^ , & 2<i= îl; donc 3*-+/-f 2a, 
t:'efl>à-dire, g—^: par confôquent les nombres diC^fig font -, i? , 

•i£ a? ^ refpeftivement. Voici la preuve: 

I 
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ix :^-+2y c'eft-à-dire. ixia^ il7=»iËle quarrélde if. 
ix ii-H.3=JîLlequarré de-i5. 


7 7 ''." 49 ^ 7 

49 X ii-l-3=:i2^ le quarré de El, 

T 7 . 49 ^ 7 

49;x «5| _4. 3^ i251f le quarré de il?, . 

7 7 ^"^ 49, ^. 7 

lixî53-4-3 = î£??îte quiré deliî. 

Problème «4. 

j^tti ç/2 h dix ^ Septième du tmjtéme livre de Dîophante. 

240. On demande trois nombres tels j que ks produites de ces nombres pris 
deux à deux ^ augmentés de leurfomme , fajfera autant de nombres quarris.^ 

Ce feroit ici la place de ce problême ; mais comme il y a moyen d'a- 
voir au même prix ime folution plus générale , & que cette folution 
pourra être d'ufâge dans la fuite , par exemple dans le fcholie de cet ar- 
ticle, & dans le quinzième problême fuivant, je me propofe de réfou- 
dre ce problême-cî : 

Trouver trois nombres tels^ que les produits de ces nombres pris deux à deuXf 
augmentés de tfoîs leur fomme^ fajent autant de nombres quarré s. 

Solution. 

. Que les trois nombres cherchés foient a , * & r , & les conditions du 
problême pourront être exprimées par les trois équations fuivantes j . 

ab-i-ta-\-tb^O^ 

Puisqu^il y a dans ce problème trois quantités inconnues , dont il ne s*en 
trouve que deux dans chaque équation , la folution eil à peu prés la même 
^ue ceDe du i2éaie. problême: car prenant quelque nombre quarré con- 
nu comme n* , faites ab-^ta-jrtb^n^ , vous aurez en ce cas ab-^tcr 
H-^*H-^*=»*'-t"^*î mais tf*-+ffl-f f A— l-f* , n'cft autre chofe que 
le produit de a-^t multiplié par b-±ty d'où il fuit que fi «* H- J* efl: 
décompofé en deux multiplicateurs , dont le plus petit foit plus grand 
que^, ces deux multiplicateurs pourront être pris l'un pour^H-^ Se 

£ 3 l'autre 
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l'autre pour b-i-t; &fil'onfoaftraitf de chacun, il reftera deux nom- 
bres fl & *, ce qui fatisFoà à la première condition 'dû problème: mais 
pour affigner des valeurs plus conveçaMes aux grandeurs â,.i i i?, pre- 
nez deux nombres à difcrétioiî r & x, dont le ^ns gràdd loit r,& fai- 
tes n-+r = a-i-t,& n—srzzp-^i^ <î'eft-à*diie,que^H*»:& nr-Vfoienc 
les deux multiplicateurs, dans' lesquels le nombre n»-4-** ddit être dé- 
compofé ; cela étant » -f r x « — i* ou n* -tf- r » — x n -^rs rz n*^ •+ 1^ j donc 
f»-x«-rj=^S&»=''i:±£:,&nH-rouaH^r=^îr±4*^l 

& par la même raifon n-^s ou:A-r+;=: illt,CLv donc nous avons deux 

cxpreffions pour défigner les Valeurs de a & de *, favoir^, en-faifant 
d(=»H-r— ^, & i=»— Ji-r , ou bâen (ce qui revient au même) en fai- 

fane a égal à l!r=t£l -f , & b égal à ill±il-r. 

. Ayaut ainfi trouvé deux nombres aôcb^ pour fatisfaire à la première 
Condition dû problème*, nous devons tâcher enfiiîted'aflîgner une telle va- 
leur à r,<jae côtte quantité. étant ajoutée aux deux autres nombres à&b 
déjà trouvés, fatisfafle aux deux autres conditions du problême: pour 
tenter la chofe, nous' avons déjà un nombre quarré^ favoîr, ab-^ta^th'^ 
& deux autres nombres ,' dont il faut faire des qiiarrés s'il eft poîîible , 
fàvôîr, ac^Pa-^tCj éc^^bc-^tb^tc: pour en venir à bout, du pre* 
mier quarré a,b --\'fq^tb retranchez le nombre ac^+ta^tc/^ihi dif^ 
férence fera ai— ac-+tA— ff, laquelle différence eft le produit de (T^ - 
multiplié par i — <r ; la moitié de la fomme dé ces deux multiplica- 
teurs eft id±=lli±£, &ia moitié de leur diflFérence eftl=±±£=L' : 

de plus, dû même iquarré àb-+îa-+tb retranchez Taùtre ' nohibre 

lç^tbM-Uj^& la différence fera ab-^hc^ta^tCy laquelle eft fè 

. produit de a— ^ multiplié par b-^ti mais la demi-fomme de ces deux 

multiplicateurs eft €=tlri£z+i^ q^i eft fa même que la demi-fomme dans 

l'autre cas ; & leur deini-différénce e(t ^— *-~^— » j ainfi il parott par 
J'Art. 231 , que la folution de ce problême fera poffible: car fi nous fai- 
fons le quarré de la demi-fomme ^H-^~^"f{ égal à /i* -+ f a h-" tb , quaf- 

ré dont les deux autres ont été fouftraits, & que* par-là nous trouvions 
tme valeur rationelle de c , nous aurons non feulement la quantité 

AC^ta^tc égale au quarré de la demi-différence -flllztldLi , mais 


2 

auffi 
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faiffi lâ-quantitÔ bc-^tb^-fcégaie m-qaiiié dé la dèfm-dîfférenèiÈ 


^— .3— r~» ^ ^jjj /ïf -f.ta-l-f C.& bcr+tb-i-tc feront des nom- 

bresquarrës. Siippofônsdonc lequairéde ' ^"*"^~^"^^ - ^gal à aJ-+^« 
-+*iî & puifqùe âi-^ia-^th eft^ ^àl à; nf par la cônftruaion , nous 
aurons le quarrf de. ~tf~^ égîJ à»% ce qui donne ^H-»~gH-f 

ssir», &c=:«-t-i-J-*-f2n. Nous avons donc ici deux valeurs de c, 
dont chacune , ajoutée aux nombres a & * , réfoudra le problême : la 
ï4us grande de qesc^qyyaleurs ejj .«-+*-+^H' w,' & la plus petite 
^ ^ ji^ ( T.?^i ^ fomme de c^s dejux valeurs eft 2a H: 2Ô -f «j , & fcur 
differemxi 4tfi do^ lijlaplu^ petite. valeur de Ç:eft trouvée 4^ qu'eUç 
foit ajoutée à 4^5 ou retranchée 4^ sa r+ 26 -+ 2r , pq^s aurons de l'une 
ou de Tautre maniée la plus grande valeur de^: . mais pour déterminer 
la plus petite valeur de c , il faut que àoiis ayons recours à notre premié-< 
te i^aa dé défîgner les grandeurs -il & £^ par laqueHe nous avons fait 
4i=»BH-r-^V, & i^n-^tf— r;' donc à-+6=«2«-+r— x— 2r, &tf-+i 
-+rrr2»-l-r— X— #; donc dans t(>us lés problèmes de ce genre ^ la plus 
petite valeur de c fera f -^x— r, &'par conféquent la plus grande valeur 
de € doit être r— x— ^-f4n; ou (ce qui' eft la même chofe) l'excès de 
2fl-4.2JH-2X par-deffûs'r— x-Jïjce (5^1 ûoU^ fournît la fomiùle fuîvantd 

jiyant pris deux nombres r t^. s'y dont t ejl le pîûs grand, j^aites Î-Ztiî. 

■rt=a, Li±i — t=b,fip/wr^xr— s— t, mîexcès de 2a-+2b-+2t par 

âejjus r— s— t égal à c, ÊJ vous aurez trois nemires^ a, b 6f c, qui/atis-- 
feront aux conditions du problème. 

Obfervpns ici , i*^ que fi t eft ilippofé égal à i , ce problême devîêà- 
dra le problême premièrement propofé: 2** , que lî Ton prend pour r&s 
deux nombres qui ayent l'unité pour différence , la quédion fera réfolue 
en nombres entiers : 3'' , que dans le cas où r — x= i , & Xn i , la plus 
petite valeur de ç^ • fa voir r — x-*.x, fera toujours égale à zéro, & que 
la plus grande valeur fera toujours é^ale à 9^.-+, 2b -^2:4.''^ que dans le 
cas.ou r-^x^ I ji &.Xx:i ^-lafonnule précédente fera changée enceUe-ci: 
. ]4j9^t pris deux, timbres r 0^ s ,. dmî; la différence foit 1 , faites r' =:a^ 
s* = b, iS o (?tt 2a-+2b-f- 2s:c, î^ vous aurez trois nombres^ a, b ^c\ 
qui fatîsferont aux conditions du. proMême^ Par exemple, fuppofant f = i , 
ïbit r=3 , & x= 2 ; nous aurons en ce^ cas ^=9, i5,=i4 , cczo ou 28 : donc 
nous avons deux fuites de nombres (fi je puis les appeller ainfi) qui fatis« 
feront au problême, fkvoir, o, 4 àp, & 4> 9 & 28; car les nom- 
bres 
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bres étant trouvés , il n'importe guéres en qad ordre on les place :) âç 
quoique la première fuite, favoir o, 4 & 9 ne foit ici d'aucun ufage, 
elle ne laîffe pas de pouvoir fervir ailleurs : pour ce qui eft de Tautre fuî- 
(e, 4,9 & 289 on verra aifément qu'elle réibut le problâme: 

4x 9-+ 4-+ çz^ 49 le quarré de 7. 

4x28 -f4-t-28 = 144 le quarré de 12. 

9x28H-9"l'28 = 289 1q quarré de 17. 

S c H L I E. 

Si Ton propofe de trouver trois nombres teh^ que fi du produit de ces 
nombres pris* deux à deux onfoujlrait tfois leurfomme^ les tejles foîerit tous 
des nombres quarrés , on aura ce qu'on demande , pourvu qù on change le 
ligne qui précède t , dans les diflférentes expreflions du précédent pro- 

blême : mais il faut remarquer ici , que comme n eft égal à ^*'^^* j^ 

changement qui arrivera au figne de r, n'affeftera point «j car que ^ 
foit affîrmatif ou négatif^ t^ n'en fera pas moixis la même grandeur. Chan. 
geons préfentement le figne de t dans les différentes expreflions du pro- 
blême précédent : dans ce problême ncAis avions a^n-+r^ti donc dans 
celui-ci nous avons /i=n-+r-+r: dans l'autre problême nous avions 
J=»— X— ^; donc dans celui-ci nous avons i=»-xH-^: dans l'autre 
problême nous avions c=:r— x-^rj donc dans celui-ci nous avons 
c=r— J— H?, ou r— x-+r-^4»: nous inférons de tout cela, que ^î 
tan trouve trois nombres qui fatisfaffint au quatorzième problème , Éf qtCà 
chacun de ces nombres on ajoute 2t , on aura trois nombres quifatisferont aux 
conditions de ce probïime^ci. Par exemple, les nombres 4> 9 & 28 ont été 
trouvés conformes aux conditions de l'autre problème, où t étoit fuppo-' 
fé égal à I ; ajoutez à chacun de ces nombres 2f , c'eft-à-dire 2 , & vous 
aurez (5 , 1 1 & 30 pour fatisfaire aux conditions du problême. £n voici 

la preuve: . 

tfxii— <J— 11=: 49 le quarré de 7. 

6x30— 0—30=144 le quarré de 12. 
11x30—11 — 30=289 le quarré de 17* 
L'autre fuite de nombres pour le problême précédent étoît o , 4 , & 9 ; 
ajoutez 2 à chacun , & vous aurez les nombres 2 , 6 & 1 1 pour celui-ci } car 

2x 6 — 2— (5= 4 le quarré de 2. 
2XII — 2 — ii=9le quarré de 3. 
(5x11—6—11=49 le quarré de 7. 

D'où il fuit que le nombre 2 fera toujours un de ceux qui réfolvent le 

pro-^ 
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pfbblême quelles que foiœt les valeurs de r & de i* , pourvu qu'ek 
les ne différent que de Tunité, 

.P R O B Zr B M £ I5« 

Qui efi le quatorzième du tmjiéme Livre de Dîophante. 
241. Trouver trois nombres teîsy que fi au produit de ces nombres pris deux 
à deux , on ajoute t fois le troifiime , toutes les fommes qui en réfulteront forent 

des quarrés. 

S o L u T X o 2f • 

Que les trois nombres cliert:(i^ foieht j, b &c^ & les conditions du 
problème feiont exprimées par ces trois équations ; 

i<re, ab^+tc—Oy 
2de, ac-^+tb^D^ 

Retranchez la féconde équation de la première , c*eft-i-dire ac^th 
de ab-^tCy & le refte fera a*— tf^H-^^— ^i; maïs le refte ai&— a c 

H-f c— ;É eftie produit du nombre /i — r multiplié par A— ^, &la demî- 

fomme de ces multiplicateurs tf— ^ & S— (^ eft 2rti=£=L^^âclademx- 

différence eft ^— ^-4^— ^ . de -plus , retrandions la troifiéme équa- 
tion de la première^ c*eft-à»dire retranchons bc-^+ta de ab-^tc^ 

& le refte fera ab^-bc-^tc -+ta ^ produit de a — c multiplié par 

. • - '* 

i-^r;or la demi-fomme de ces deux multiplicateurs auflî eft *.dt£=±rL5^ 

& leur demi -différence i=*=£=hi. Si en fuppofant préfentement 

le quarré de la demi-fomme (qui eft la même dans les deux cas) égal 
à la première équation , il y a moyen d'avoir par-là une valeur ratio* 
nelle de (t , il eft manifefte que tous les trois nombres feront des quar- 
tés; le premier pour être égal au quarré de la demi-fommé, & les -deux 
autres pour être égaux aux quarrés des deux demi-différéhces. Mais aJin 

d'abréger fexpreffipn, dans la demi-fomme ^"^^'^^~^ faifbns « -f * 
^t-zidy & la demi fonwne des mulbplicateurs fera 1—1 , & le quart 
de cette demi-fomme fe trouvera être g^.— acrf-f/^ . î^om donc 

4 

ce—ui-+d4 u;^R^4,^;> ^ & nous ZXSXOM cc-^2cd-{'dd^^ai*^ ±ct^ 

4 

&rr-2crf— 4tr-+i</=44J, Sccc^^cd'^^t^^ab.'^dd: orc'eft-Ià 
Tome IL F une 
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une iqimkm ^vk fecKmd'degm^ dans hqudlQ Ifk ^itastKé f peut ^ecotv 
fîdérëe comme l'inconnue , &^d^2t Ç9am^ h sibitié da çoâficieac 
du fécond terme; ajoûtçç te gpaird d^ cette çiqitîë des deux côtés, & 
vous Mrez^çç'-^zc4^^cj^'-i-dé-+^4-^4tl-M^^ mais 

4î=^^H-f — ^i ïûi^û fnbiUtue?: cette valeur de Jdaas le ftcond piembre 
4? réquatipB 4aft-+;4.r(/-+4lf 3, & vqus àui:ez 4a,i-{-4ta-+4tb; donc 
^^•-2^^— 4(;r-+(/i-+4^iH-4fr=4iiJ-+4^tf-+4^8 j donc pour que 
cette équation ait du fens , il -^ut qu^ ^ fit J foient déterminés de façon , 
que 4^ i6 H- 4^ a -+ 4r J forment im nombre quarré. Que les mêmes valeurs 
jbieat affignées au» Hombrés a, i & ft^iue dans le i4w^< prpVt^me , & 
l'on aura (comme- là) «ï-+^<».-+ji22j|% & 4ii*-^-4«a^^4*i^=:4»^ &^ 
c(r---2(ri—4(;^-+drfH-4fd-f4M^4aS tire» la,f«5nequarrée des deux 
membres de l'équation, & vei^auree fW— 2;;çH;2», & ^=^-+2^ 

Hh2»=a-4.6--^-+2r422n=:tf-HbiH*f±±:a»;ina^ tf-+6-(-^-+2nex- 
]|yriniie 1«3 dâiix Valttfts d« <^ dw« 1q i4<met prohibe} par «oc^é^quent tro;^ 
noasahiosy 'qneh qu'ils, foiei» , qui réfi)Ddrqiat }e)4<i9ie problème, ré- 
Coud)!Qiif parçittomeut 'cçl^i•rçi; dpnc ces., deux problêmes pourront 
être réunjs en un f^, & la w^èvi^t folution fêrvira pour tous deux» 
comme nous allons le faire voir. 

P R O B L £ X È. • 

Xwivgt troif 'nmbresjjejs ^ que fi au poduH de ces nombres pris deux à 
elçux on ajouté t fois leur fommey ou t fois le troiftéme nombre , lesfommis 
fit en fiiennenf , foient tmes des nombtu qtêarrés^ 

S a i^ u f X a IL 

: Ti(eetefi^: trois tfofkbres à Taide de la formule du fiatorziémfi problème , ou 
ék fcb(4ie âjoiki ^ ^ ces trois nombres réfoudr-ont cer double problême - ci. 
Gon^ne par exemple, les nombres 4,9 & 2& font tels que fi au produit 
^ ces nombres pris deux i, deux^ on ajoute leur fomme ou le troifiéme 
UHDbKe» les fbnimes qui en viendront^ feront toutes des quarrés: car 

l\ 4X9H-4H- 9= 49,,&4x 9-^28= 64; 

2**. 4x28 -+4^-28=144, & 4>«»8-f- 9=121; 

y. ,9x-28-+9-f^8z:289f & ?H28-t-4=^*5/îi 
qui font tous des nombres quarrés. 
Ou&re cela,, àzùs. le fcholie du problème précédent, o& r a, été fuppo- 

fé égal à — I , les nombres trouvés par cette formule écoient 2 , 6 , & 1 1 ; 
doikr lès nombres 2 , ôë: %t font «elt, i)Uâ C du produit de ces nombres 
fm àpji^ à d^uxi) on retranche Jeuc fomme^^ou ]ê troifiéme nombre ,' les 
lie^ feront tous des quarrés : car ' 10. 2 x 6 
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i% ftK tt-.a^.tfa 4, & «i< <S"-Htltr h 

' èè font <> là dé:nt»ntileaf«t ^rot>fiéof» det »oii BoMbrâ diercbék^dl 
«' qui tend la diôftifiitt éttKiâatitô dMkri«)ëft îinfihie v^étë 4»lbc 
fotkA» do&c CM prdibttmek A>nt fuTcétitibfe», â'^til Ibuè tfOoté ex|>i!lttia^ 
Mes étt tiombirel«atitt«. JDi'd^dM* fl*à dotmé dhâi l6qbit«rtiétbe^ol^1ê<) 
teè aucune déMOftftràtkft du théctf ême , àdhttoutéë «9s.folutk}hi Tone 
déMVéâs , mais litppoft le théorèiiié ûéjk fftOafé ptà tlD ponftnt qd*il avûit 
lût -même détbefi»^ daËl Uft-àUtit ^dtbiti i^a]hëât>ÀiIbmé!nt lée!) ^riH 
Ine» fbnt peMâs, ou èà^hOiaë n'oht jatnhis ëié belles. Sdèbei ft-Wëi 
rite <lin6 Iti ptopoûdStii S^kiétAeéc éix'^iëpimx àè &A ftbdndliVfé 
tte iKvifines,n<ius a donné des dà&oa(^niâoiis;tey$s^H01»)l. des th^d» 
mes du âuatoniîéme problême , & du fcholie: fluds premièrement, il ne 
dimontre (|a'ttn4ad cai de est tfaëorêmèfc, &vbiir>quiind ra:f <*-î;.&dB< 
phu, il ia'eirdcnne que des dém(»ifbatioiu iynthétiques^ &ii abomina': 
blement embarraiTées avec cela , que dans chaque démpnidration il em* 
ployé, toutes les tettn» de îalphabèt , â l'exception- dés lêtlïés 1 & , 
pour déûgntf les quantités dont il a befoin; & nodre compatriote Kerfiy 
ne s'en efl; «iTuîte g&étes mieux tiré. Or je voudrois bien favoir fiqud- 
qtfuâjtant Toit peu au fiât de ces fortes dé matières, pourra !e bàntebief 
de pardUes dtimooâraiions,). & c'âftre.qai m'a jdéteiâainé l^ptendre la 
liberté de traiter plus analytiquement ces deux derniers problèmes & Je 
douzième , & dé m'en ràpporteran jug^eitt JèéConnoilTeuf^ ,fi dalii deâ 
cas de ce genre cette méthode n'eft pas la plus naturelle. 

m é 

Problème. i6^\ 

• - • 

i^i. Tr&Mer dtuM nombres tels y que\chacun ieux^ Êf leurfomme étant 
ftptlrMhent êj^is ëà ftoSaif de leur multiplimibn ^ leî frûis nombtee qui m 
réfuUenê, /oient tous iktqUf^éf. 

4 

S o l V t t 6 «•■ - . 

j r 

Mettiez t pôoriin des deux nontbre^ êherchés^ t;plî étant coifime ce 
nombre & le produit de la multiplication des deus ajoutés enfemble doir 
vent faire an qudrré , que ce quarré foit xxi(6c Von aiuroit pu également 
le défigner par 4XX9 ^ira; ^ &c») en ce cas le produit «des dedX nombres 
cherchés fera s:(-:«x;&^par conféquenticomme x rc^réfente dÇà un dés 
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nombres dierchés, Taucre devra être x«. i , & ainfî ime de) conditions 
du problême fe trourera remplie: de -plus, fi à x«— x , produit de leur 
multiplication, eft ajouté i*autre nombre x— i,nous aurons xx^i; Se 
fi au même produit xx— x cm ajoute la fomme des nombres 2x-ri9nou8 
aurons xx-f x-- 1 : or fuivant les autres conditions du problême, ces 
deux nombres, lavoir xx—i &xx-hx-^i doivent être des nombres 
quarrés. Pour les rendre tels, retranchez un des nombres de Tautre, & 
la diflférence fera x : la grande difficulté efl: de réfbudre cette diflpéreilce 
en deux multiplicateurs tels, que le quarré de la demi-fomme de ces mul* 
tiplicateurs étant fait égal au plus grand nombre, donne une valeur ra* 
tionelle pour x; car alors tant xxH-x— i , que xx— i, feront- de vrais 
quarrés : décompofbns donc la différence en deux multiplicateurs indé. 

terminés, favoir 2; & -^ , & leur demî-fomme fera ~-H-— x, âc 


neus aurcms pour quarré de cette demî-lbmme ~. -f JL x-+ -j-x* =:x* 
-+ X— I : on voit clairement ici, qiie cette équation ne fauroit nous me« 
jûcr à quelque chofe , à-moins que z ne foit -un nombre tel que -îL fbic 

4* 

égal à X* ; mais fi -ïî^ efl: égal à x*, il s'enfîiît que ^ étant retranché 
d'}m des membres de l'équation , &x^ de Tautre il reliera une fimple équa- 
tîon pour déternuner la valeur de x : ibit donc — ^ = x^ , & nous aurons 

Z^ un des multiplicateurs égal à -J , & -par conféquent ^ , l'autre 

multiplicateur, égal à ~ ou 2x, Se aiofî les muItîpKcateurs , dont nous 

avons befoîn , feront 2* & {. 

Ceci étant trouvé , recommençons ropératîon , /& au-Keu de décom- 

pofer la différence x en deux multiplicateurs z & — , prenons les n^ul- 
lîplicatcurs | & 2x, & leur fomme fera 2x-t-i, &la mokié de leur 


ibmme fera 2X-4- -, & le quarré de cette moitié fera xx-+ ix-f -'- 
ss jf JÇ-+ X— 1 î retranchez vx de f un & de Tautre membre, & vous au^ 
-g^L «-h -issx— x i donc X, un des nombres cherchés efl: égal 

à iZ., & par conféquent x— i ^ Tautre nombre cherché, égal à -|. j ain- 

^^ScM ^^^^ ^^ nombres tels que les exige le problême j car le pro- 

Autde -^ & de J^ efl ^^, &lear fomme eft -^ : *^« 
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153 


8 


^H. if ottiâi^rr^ le quatre de ^;&enfia 


i 


i« -i. i^ PU IS|^=^ le quarré de Jf. 

pROBLEiCB 17. 


Qm eft U quatrième du quatrième Livre de Diophance. 

S43. Trouver deux nombres tels^ que Ji m quarré du premier nombre £f 
^à fin c$Pé " on ajoute le ficond^ il en. naiffe le quarré iun troifiéme nom^ 
ire (^ fin cM. 

•SOIUTIOK» 

Soient « & y les deux nombres cherchés. Suivant la condition du pro- 
blème , fi Ton ajoute y kxxôc x^h première fomme fera un quarré^ & 
Tautre fbmme fera le côté de ce quarré; donc xx-^y dlun quarré^ & 
X -+ y efl le côté de ce quarré ; par conféquent le quarré du dernier fera égal 
zif quarré du premier , c'eft-à-diresxH- 2xy^yy=xx-i'y ; donc 2a:y-+ yy==y, 
&(divifant toute Téquation par y) 2arH-y=i , c'eft-à-dire", y =1 — 24p; ^ 
par conféquent fi Ton prend pour x quelque fraâion plus petite 
que { y & que y (bit fait == c — 2X» on aura les valeurs de x & de y qui 
font les deux nombres cherchés. Par exemple^ (bit x^j^ en ce cas 

I— axou ys^: mais fi xz=j, nous aurons xxis^; & il nous refle* 
ra à examiner y fi en ajoutant-^ à •—- & à— > il en réfultera un nomBre 
quarré & fon côté : or -^ 

côté du quarré ^. 

N. B. La raifon pourquoi x doit être fait plus petit que i eft^ afin que 
1 -- 2X ou y puiffe être une candeur affirmative. 

PROBLEME l8. 

Qui ejl le cinquième du quatrième Livre de Dîophante» 

244.. Trouver deux nombres tels y que Ji au quarré du premier £f afin 

eStè on ajoute fiparèment te ficond nombre j, il en naiffe deux nombres ^ 

dont le ficond fiit un quarré , qui ait pour fon côté le premier nombre. 

H. B. Ce problème dk Tinverfe ^\x précédent» 

F â SoLw-. 


•7 =: —^ nombre quanéj & ^-f-î"=-^ 

5 *5 ^ 55s 
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S o t tr T I to K. • 

Soient x & y les deuk nombi^es dharâilSy A; ^e k fiut k côté da 
quarré qui doit naitre de Faddition de y au quarré de s j&leS Conditions 
du problême fourniront les deux équations fuivanttt^ 

La première équation donne yszn-^x^^ & la féconde donne y^n^'^x; 
donc n— af*=»*— x; mais c*dl-ià une équation du fécond degré , d'où 
il n'eft pas poflible de déduire ane valeur raûâoeUe ^x^^ «xcqpté dans 
quelques cas par hizanL li laut donc.tentâr k<liofeaucrement; pour çec 
eOFet, au- lieu de », que ce foit nx qui repréfente le noogibre né de l'ad*- 
dition de y au quarré de x, & les équations leront 

x*-f y=:nx, âc 

La t>remîéré équation donne y=»*-*ir*, &\la féconde donne y :*: n* iri 
— X,* par conféquebt »x— x»=:tï*x*— dr; en divifant les deux membres 
pat X nous aurons »— xnsn^x— i , qui eft tme équation fimple, & don-' 

ne ff = 4-4^ 9 <^'o^ réfulte la formule fuivante : 
^ ■+* 

Prtfiez qiu^ae nombre plus granJ que TuAitéj & nommez^ n ; pfAs faites 
y^=x , £? xxn — x=y, & les deux timbres cherchés feront x^y* 


Far exemple, foitn=:2yence cas nous aurons ^^oux^-^&xxn^x 
ou y = i.x-2.ss~; ainfi le nombre qui doit être élevé au quarré eft 
1 ,. & celui qu'il faut ajouter eft 4^ : or to qilarré de 1 eft -2.-. : vo- 

yonsdoncfi |j- étant ajoutés à -|^&àl, il en réfulte deux nombres 
dont le fecopd foit un quarré qui ait pour fon côté le premier: or 
il: ajoutés à -^ donnent -|- ou -Ij A ~ ajoutés à |- ou -i|- don- 
nent g- ; donc ^ eft un nombre quirté dont k ftaftion -^ eft le côté. 

N. B. La raifon pourquoi « doit être fuppofé plus grand que l'unité , 
eft, afin que y ou a; x «~« puiflë être aflîrmatif : car fi a; x n^x eft af« 
ftmàtif, «-1 doit êtte affirmatif anffi , c'eft-à-dire que «— :^ doit 
être plus grand que G, & » plus grand que *; âiais xœ llL'. 

donc «doit être plus grand que -J^; multipUez les' deux quantités 

par 
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par' n* -+ 1 , & vous auroK ii^-+|i pli»$ £rvi4 qpe »-+ 1 ; retranchez n 
des .deux côtés , &n^ Te trouvera plus ^and que i ; d'où il fuit que n 
cft plus gnmd qiie i. 

f XO KL ZK z .igi^ 

^i ejt l& treizième âu qtMerziême Liope de Diophante, appïïquê à dks 

quarrés au-lieu de cubes. 

245. Trouver deux nùtnbrn Mr^, qu^ le quarré du premier étant ajouté au 
féconde foki é^al au qfuvfré du fécond ^ûté au premier., 

^ L tr !r I o N. 

.' Ayiot^ F*î^ deux innibtes çiwwus a ât ^, doat a fok I9 plus grand» 
guefi; & fr«'r^4%itei»r les dewc nombres chèrd)és» & vous .«luret 
a':i('Hri!X:;;;4':ir'rf «^pvl'bspQ^iôfei réfolves cette équation j^ & U 

vkmlpsi je=r ^'^* .. ; . dhdf^z le numérateur •& le dénominateur de cettQ 
£â: = -^--rj; &puîrquela fbmme de ces deux nombres fera toujours 


ou I , que les nombret 4. & & foient ce qu^ih voudront , nous au- 

tons la formule fuivs^te : 

: ^Divifez t unité en, deux parties quelconques ^ ^ ces deux parties auront la 

propriété que le problême exige. Par exemple, que les deux parties Ibierit 

^ & T • ^^ ^ ^ qoané de la pre^mére partie on ajoute la fecondç 
partie- ou^, il viendra ^: d'un autre côté, û àr-j^ quarrénle la fé- 
conde partie on ajoute la première partie -^ ou ^ , on aura ^ , comme 

auparavant. Pour rendre la folution générale , . que les parties foient x 
& I —a?: ûixx quarré de.la première, partie on ajoute la féconde par- 
tie i-^Xf il viendra i— jc-l-xs: de-même fi à i— 2jfH-w quarré de 
la féconde partie on ajoute la première parties, on aura i— ar^a:;i;^ 
conmie auparavant. . 

. Ce problême ponrroit être propofê plus myitérieufement de la manière 
fuivante: Trouver un novibre tel y ^' étant divifé m deux parties quelconques,^ 
U quarré de h p^mUre partie plus lafe^ondt^foit égal an quarré, de la fecon-^ 
dif pa/ni^. plus la première. / 


Pro- 
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Problème 20. 

* 

Q^ ejl le quatorzième du quatrième Livre de Dlophante. 

24.5. Trouver deux nombres tels^ que tum feulement chaque nombre y niaîr 
aujji leurfomme & leur £fférence, Ji on les augmente de Tumté^ ftnent des 
quarrés. 

Solution. 

Après avoir pris quelque quantité indéterminée r, multipliez-la paf 
quelque nombre plus grand que l'unité , par exemple 3 ; ajoutez enfuite 
au produit 31; l'unité, & de 3«-f i conmie racine formez le quarcé 
9a:x-+6x-fi; cela étant, il paroît manifeftement, que fi l'on déii- 
gne le premier nombre cherché par 9a;â;-+6x, la première, condition 
du problême fe trouvera remplie , à cauTe qu'en ajoutant l'unité à cette 
grandeur , on aura un quarré. Prenons à-préfent quelque autre quaçré 
indéterminé comme yy; •& fi l'on repréfénte le fécond nombre cherché 
par yyr- } > ^ féconde condition du problême fe trouvera pareillement 
remplie. Mais fuivant cette manière de défigner les grandeurs, la Ibmme 
des deux nombres cherchés fera 9xx-+(îxH-yy— i ; & puifque la 
troifiéme condition du problème exige, que;, cette jTomme augmentée de 
Funicé foit un quarré, nous aurons 9xjc-+6x— l-yy==Dî nommez ce 
quarré zz: puis donc que 9a;sH-6«-f yy=Z2, il faut queyy & :ç2 
fbient deux ijuarrés, qui ayent pour différence ^xx-i- 6x; &^par la rai- 
fon des contraires, fi nous pouvons trouver deux quarrës dont la diffé- 
rence (bit çxx -f 6x, nous pouvons faire le plus .petit de ces deux quar- 
rés égal à yy , & aurons fatisfait aux trois premières conditions du pro- 
blêmes pour cet eflFet, il eft néceffaire , conformément à l'Art.. '231 , de 
décompofêr la dîSérenct gxx H- 6x en deux multiplicateurs , dont le pro- 
duit fait cette même différence , & puis dd prendre le quarré de la moitié 
de la différence de ces multiplicateurs pour le plus petit des deux qucu-rés 
cherchés. Que les multiplicateurs foient 9x -+■ (S & x , & leur différence fe- 
ra &r-!-(5,&la moitié de leur différence 40:-+ 3, dont lequarré eft i6xx 
H-;»4x-+ 9 ; faites donc yy:=: i(5rx-+ 24X-+.9, & vous aurezyy — î le 
fecondJiombre cherché, égal. à i(5xjp-+ 241^-4- 8. Ainfinous avons deux 
mahîéres indéfinies de repréfenter les deux nombres cherchés, ùvoirçxx 
'T+Ôxôc i6xx H- 24:1? -:{- 8 » & il ne refte plus qu'une condition du problê- 
me à remplir , qui eft , que la différence de ces deux derniers nombres aug- 
mentée de l'unité foit aufli un quarré; retranchez donc ce dernier nom^ 
bre gxx'^ôx du plus grand i6xxHr24X'+Z^ & la différence fera 

7XX 


H 


.^ 
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5«xH- 18« -+ 8,laquefle étant augmentée de Tunité doit former un nombrt 
quarré. Or il paroît manifeftement par la nature de Topération précédente, 
quele dernier membre de ce nombre , qui dans le cas préfent efl 9, fera dans 
tous les cas quelque nombre quarré» & par cela même on peut aifément ima- 
giner quelque racine, qui multipliée par elle-même donnera un tel quarré j 
dans le cas ptéfent, comme le. dernier terme eft 9, dont la racine efl 3,1a 
racine du quarré; en queflion pouira être 3«— 3>4^— 3>5^-3, &c. ; fup- 
pofons qu'die foit 3« — 3 , dont le quarré eft gxx — i8x H- 9 , <& nous au- 
rons 7xap-+ i8x-4"9=9xx— i8x-f 9: la folution de cette équation don- 
nera !» = 18 î donc çxx -Kîx , ♦ ou 9« -4- 6 X X feront égaux à 3024 , & 


i6xX'^24x, ou 16x^24 xx égzuxk 5616; d'où il fuit que i6xx 
-+24JPH- 8 feront égaux k S^^H - par conféqucnt les deux nombres cher* 
chés font 3024 & 5624 , dont la fomme eft 8648 9 & la différence 2600 ; 
& fi à ces quatre nombres nous ajoutons Tunité , nous aurons, i"". 3025, 
quarré de sSi ^^^ S^^S y quarré de 75; 3'. 8(î49, quarré de p3j & 
enfin 2601 , quarré de 51. ' 

Ni S. 11 eft mànîfefte que la quantité indéterminée x doit, au com- 
mencement de cette folution , être multipliée par quelque nombre plus 
grand que l'unité ; car fi l'on fuppofoit le multiplicateur égal à i , & qu'on 
raifonnât précifément de -même qu'on a fait, y fe trouveroit égal à Y a* 

nité, & yy^i, ou le fécond nombre, égal à rien. 

• - • » r 

Problème 21. 

Oui ejl le trente-deuxième de ce genre dans TAIgihre de Kerfey. 

247. Trouver trois nombres teîs^ queji au quarré de chacun on ajoute la 
fomme des deux autres , les nombres qui en réfultéront f oient tous des quarris. 

SoLUTIONt 

♦■ . . . . ^ 

Le quarré de x-f-i eft *x-f 24:-+ 1 j d*où il fuît, que fi nous nom- 
mons le premier nombre x , le fécond 2x , & le troifiéme i , la premié- 
f e condition du problème fera remplie ; car en ce cas xx , quarré du pre- 
mier nombre, formera avec 2»-+-i j fomme des deux autres , la quan- 
tité XX -f 2* H- 1 , qui eft fUrement un quarré. '- Mais le quarré du fé- 
cond nombre , augmenté du premier nombre & du troifiéme , doit auifi 
être un quarré , ç'eft-à-dîre , le nombre 4xjc-+«-+ i doit être aufli ua 
quarré ; & enfin le quarré du troifiéme nombre , augmenté du premier 
nombre & du fécond, c'eft-à-dire, la quantité 3X-+1,. doit 'pareille- 
ment former un nombre quarré j donc fi nous voulons fatisfâire aux deux. 

Tome IL G d^r- 
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dernières condîtîon« du problème, nous tfevoni réfbudre ces deux équiii 
dons, favoir, 3a:-4i = D, & 40;» -j-x -4- 1==0.- Ces deux ëqaatîbni 
Tont d'une autre forme que toutes celles qaî ont été réfblifes jufqtfà-pré- 
fent : cependant on peut aîfément en venir à bout , en s'y prenant de la 
ïnaniére fuivante ; nous fommes les maîtres dé choifir pour la plus 
petke des deux quantités 3X -*- 1 & 4x0: -f x-+ 1 vêlé que nc/us vou-^ 
Ions V r^r^ï^^^hons -dbnc'3«H-i de4xi'-+x^-i, '& fadîff^^ 
45rx— 2Xf airifî par TArtl 231, nôus^ devons fimpléménr trouver deui 
quarrés, dont la différence foît 4*^— si»;" &' égalant ènfuite SJf-M 
au p!)os petit de ces deux <]aarréi:9'0u 4i^a:'^it-f 1 au. plur grand; 
nous aiurons dani lés'dei^ cas la. même valem -de x.. Or Ja différence 
4«f-uîwt éft le produit de 40?— 2 multipliés pS *> ^ lâ différence entre 
ces deux multiplicateurs 40^-2 & r eft 3xi^2,-& la moitié cfe leur dif- 

férencé \ — i ; donc par TArt. 231 , le nombre -—-^-^lefl: le côté du 

plus petit quarré cherché : c^eft ce qui nous doonc ^tte équation^ S^F-f * 
zs.^xx^^X'^ii réfolvez cette équation i & vçus aurez ar^ajj donc le 

premiîer nombre eft -r , le fécond-^ ,& le trœfîéme i ; & ces nombre» 
facisferont aux conditions du problême : car -^ quarré du premier , avec 
^ fcMnme du fécond & du troifiéme, font ^ , quarré de ^^ : dé-plus^ 
Î5?quané du fécond nonibre, avec ^fomme du premier & du troi- 

fiéme> font ^ quarré de -^ : & enfin , i , quarré du troifiéme , avec S 
fpmme du premier & du fécond, font j^, quarré de 3» 

S C H O L I £» 

• • • 

Voici un autre exemple de cette e^éce d'équations, dans lesquelles 
quelquçs grandeurs font égales à d^s quarrés: On denumde une valeur it 
X^telh^ que tant^ 8x-^4 que ^xsl -^ ç /oient des nombres quarrés. 

. Cette fonnç; diffère tant foit peu de la précédente , à cai^fe de Téga*. 
£V^ df^igr^od^s fui y occupoient les. places de 4 &. de 9^ que je nom* 
in^a^]iestennes[abirdiis; ç^pen(ia(K ^Cïoqime\4 &:9 font des nombres 
qOEurrés^y fer^aii^^^ réduire les, équations de ce icholie à la même forme 
q^ lOiSf^ duk prd>lêmey.^ «'y prenant dç la manière fuivante: multi- 
f^:]»fT^tmét^jimnût&H^rh^ de la féconde, & 

le'|Mtoduitfèrb^i)^H^3âi' m^ltipliesi^auiJi^Jâ. féconde qo^itité 3xrH-9>. 
pfir 4 ten3ie.àt2folu.deîkiPi;ie9 produit fm i2xx-h56- 

.M , 'i ' cela 
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cela étante il efl; manîfeite^ que {\ le nombre 710:*+ 36 eft un quarré, 
le nombre 8x-f 4 le fera aiiflî, à caufe que la dejniére quantité n*eft 
auCre chofe que le .(psotient de 1^ première divifée pai^ 9 ; & perfonne 
n'içnore que fi l'on divife un quarré par un quarré , le quotient eft on 
quarré: c'efl ainfi qu'on' a prouvé , quefi 12XX-+36 forment un non» 
bre quarré 5 gxx -f 9 dof vent l'être aufli, ladçrnîéire de ces quantités 
étant le quart de la preioiéirct: ainfi laifiant-là J'autre queftion , voici com- 
ment on piourra exprimer celle-cî : Trouve f un telle valeur de x, que tant 
f^ix-i-^ôjque i2Xx.'^.^6jomt des mmbrefquairési'les grandeurs ayant 
, préfentemebt la mêtne forme que dans Tarticle précédent. Or la diffé* 
rencedesd^QX quantités qui doivent ^cre égalées à des quarrés^efl: i2xx 
^Y^Xy & ce qu'il $'agit proprement de favoir eft, quels font les mul- 
tiplicateurs dans lesquels cette différence doit être décompofé^ , pour 
que je quarré de la demi-différence dé ces mdtiplicateurs puiffe être égalé 
RU nombre 72XH- 36 parime fimple équation: pour réfoudre cette e^ce 

de problême , ùÀt.zx un des lùulupjîcateurs , & l'autre fera il** "7?* 


bu » ^- ; donc nous aurons pour différence des multiplicateurs 

• . » •■ *. .*--.. 

^ za? — — : mais comme le quarré de la moitié de cette différencç doiÉ 

être égalée au nombre 72x-4-36par une fîmple équation ,^il eftckdrqqe 
le nombre 36 doit àuflî enûrer dans le quarré de cette demi-différepcei 
d'où il fuit, que 6 racine quarrée de 36 doit entrer dans la moitié de la 
différence des multiplicateurs , & 1 2 dans- la différence entière ; d'oà 

nous tirons çofin.cette confidence, que dans la quantité — — »— 2i ^ 

îe dernier terme -^ doit être égal àr|a;..donc2=(S&zx=:<îx; donc le 

nombre 6x doit être un des multiplicateurs ^ans - lesquels la différence 
124a; — 7201 doit être décompofée; ainfi pour trouver Tautre multiplica- 
teur 5 je divife la grandeur èhtîére i2xx--72x par 6i, & le quotient eft 
2S ~ 12 ; par con^que^ les deux mulâplicateurs cherdiés feront ($1^ & 
ïx'^.l^9 ^oj^t Is^qiSé^çe ^4ji;-4-X2, & la demi^ifférence ^x-^Ôi 
dont le qiiay ré dft 4XX ••f 2441?. Hr 36 = 72*-+ 36 j réfolvez cette équatiohi 
^ vous aurez â;=z2{ .($lft .étant ^les nombres 8x-+4 & 3««-+9 fé« 
j^ont fun & l'autre de^ nombres quaités'; car le premier fera 100 quar- 
Xé de jo^ & iedeipusr 441 quarré de 21. 
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L s M X E. 

I 

248. Soient -33 » "33 & 53" ^^^^^ fi^^^^^^^V^ ^y^^ toutes pour dénomins^ 

teur un quatre ^ & que la nature de ces fraStons fait telle ^ que ïeurfomme^ 
en les prenant deux à deuXj fait un quarré: je dis , queji Ton efface le déno- 
minateur commun , les numérateurs ne laifferont pas dr cori/erver la mêmepro^ 

priité: par ex. fi i=±-=D, -3J^=^D> Éf ■^^*-=D; nm aurons 

a-ffa=D,bH-c=D,fif cH-a=:D. Je dis de-plus, que fi ^efth^ 

en roifon quelconque, z-^hfera à h — ^c pricifihnent en même raifon. 

Toutes ces aflercions font û claires qu'elles n'ont pas befoin de démon* 
llradon. 

L B in H E. 

249. Qîiil y ait trots nombres , a , b 0^ c , & trots autres nombres correfi- 
pmdans , comme d , e 6f f , (^ ^ Vexçès de a par deffits h ait la même rai- 
fon à t excès de b par dejffus c,que d-^e a par dejjîis e— f : je dis en ce cas , 

que fi c dernier nombre dans une des fiiites efl égal à f dernier nombre dans 
poutre y ^ que h terme moyen dans la première fiiite fiât égal à e terme moyen 
dans la dernière, ^premier terme dans Tune fera égala d premier terme dans 
f autrui & pur cmflquent que fi d & tfmt des nombres quarrês^ a & hji- 

ftmt tels aufji. 

. Car puis(}ue par rhypothéfe ,a — *efl:à* — r comme i— f eft à ^ — /, 
& puisque b=ze & c=sf, nous aurons h^czre^f, c'eft-à-dîre, les 
deux conféquens de la proportion précédente (erx>nt égaux, & par cela 
même les an técédens le feroht pareillement, c'eft-àdire, a — bzzd-^e^ 
tetranchez les quantités égales — * & — e des deux membres de l'équation ^^ 
& vous aurez a=i. C. ^F%D^ 

Exemple» 

Que les nombres propofés foîent 8«-+4, <J*-+4 &4, & que les 
nombres correfpondans foient (^4, 49 & 4, il efl: manifefle que 2X ex- 
cès de 8«-4- 4 p3r de(fiis 6$Hr4, dïk€x excès de (îar-f 4 par deflus 
4, comme 15 excès de 64 par defliis 4$>9 eft à 45 excès de 49 pardeP 
fus 4 ; il efl: clair auflî que 4 efl: le dernier terme de chaque fuite , & par 
conféquent fi Ton fait le terme n-.oyen 6* -+4 dans une fuite égal à 4g 
dans Tautre, le nombre 8«H-4> qui eft le premier dans ime fuite , doit 
fiéceflairement être égal au nombre 64, qui eft le premier dans Tautre; 
& comme 64 & 49 font Tun & l'autre des nombres quarre^s , il s'enfuît 


ELEMENS D'ALGkBRE. 53 

^ue 8«-+4 & 6jc-+ 4 feront, dans la fuppofition que nous avons faîte, 
auffi des nombres quarrés ♦ je veux dire dans la fuppolîtion de 6x h- 4 
=49: c'éft ce qui eft évident par la démonftration du lemme , & Ton 
peut d'ailleurs s'en aflurer par le calcul ; car fi (îx-+ 4=49, nous auront 
5=7^; &fi JC=7î, nous aurons 8j?-+4=^4* 9 

Problème 22. 
Qtn ejl le quarante - cinquième du quatrième Livre de Dîophante. 
- 250. Trouver trais nombres tels, que T excès du plus grand par dejjus le 
moyen fott à V excès du nombre moyen par deJJus le plus petit en rai/on donnée, 
fuppofons comme 3 a i; (f de plus que la fomme de ces nombres fris deux 
à deux foit un quarrè. 

S L U T l'O N. 

i 

Puîsqu'en prenant deux à deux les trois nombres cherches , la fomme 
de chaque paire doit être un quarré , que le «ombre moyen & le dernier 
ajoutés enfemble faifent 4 ; ainfî le nombre moyen leul devra être plut 
grand que 2 ; car s'il étoit égal ou plus petit que 2 , il feroit égal au plus 
petit nombre, ou moindre que ce nombre , ce qui eft abfurde: nommons 
donc le nombre moyen a: -+■ 2 , & après avoir retranché ce nombre de 4, 
le refte 2 — x repréfentera le plus petit nombre, & l'excès dex-f 2 nom- 
bre moyen par deffus 2 — x le plus petit , fera 2x ; donc l'excès du plus 
grand nombre par deffus le moyen fera 6x , & le plus grand nombre luh- 
même fera 7* -F 2 ; ainfi les noms des trois nombres cherchés feron 1 7s -+2 , 
a:-f2&2 — x,& deux des conditions du problême fe trouveront remplies; 
car Tcxcès du plus grand nombre par deffus Je moyen fera à l'excès du 
moyen par deffus le plus ^etit comme 3 à i ; & outre cela la fomme du 
nombre moyen & du plus petit forme un quarré ; mais le plus grand nom- 
bre & le moyen ajoutés enfemble, de-même que la fomme du plus grand 
& du plus périt , doivent être des quarrés ; or le plus grand nombre & le 
moyen font 7a; -t- 2 & a: -f 2 , lesquels ajoutés enfemble font 8x ^ 4 ; âg 
le plus grand & le plus petit nombre font 7x-f 2 & 2 — x , qui ajoutés enfem- 
ble font 6x-^4;donc 6«-+4& 8a^-H4 doivent être des nombres quarrés. 
Réfolvons donc premièrement cetteégalité doublée fuivant la méthode or- 
dinaire , & voyons quelle en fera la conféquence : la différence en tre les deux 
quantités , qui doivent être égalées à des quarrés efl 22 ; par conféquent nous 
devons trouver deux quarrés dont la dijBTérence foit 2x, & puis trouver 
la valeur de x en égalant 6«H-4 au plus petit , ou 8x-f 4 au plus grand 
de ces quarrés; c'eft ce qui peut fe faire par l'Art. 231, favoir, endé- 
compofant la différence 2x en deux multiplicateurs, dont la demi-diffé- 

G 3 rence 
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i^nce fera le côté du plus petit quarré cherché. Voici comment il fku; 
s'y .prendre pour déterminer ces multiplicateurs : dans les quantités j <]u*il 
s'agit d'égaler à des quarrés, favoir, (5a; -+4 & 8«-+4, lesparçies nife 
inériqUes font 4 & 4, qui font des nombres quarrés ayant pour tacines 
2 & 2 ; donc 2 & 2 doivent être \&s parties numériques de la demi-ià^n)r 
me & de la demi - différence des multiplicateurs dont lès quarrés doivent 
être égalés àî8aî-+4 & à 6a;-+4, afin que te nombre 4 étant retranché 
des deux membres de l'équation, puiifë laiffer afie éqoatîon fîmple pour 
déterminer la valeur de x^ mais fi 2 eft la paftie pulnérique de la moitié 
de la différence des multiplicateurs, le nombre 4 fera tn ce cas la partie 
numérique de la différence totale, 6^ doit être par conféquent un d^ 
multiplicateurs dans lesquels il fàlloit que la différence 2:if.fûCdécompo^ 

fée ; ^ Fautre multiplicateur fera — ou ^ j donc la différence desmul- 

-« . . . , 

tiplicateurs fera 7—45 & la demi-différence - — 2 , dont le quarré eft 

JîfL — a:H-4=6x-f4; réfolvez cette équation, & vous aurez x^iiii 

donc 1 1 2 eft la valeur dex, qui rendra 6s-f 4 & 8ar-+.4deux nombres quar- 
rés : ou s'en affurera par le calcul, en coriQdérant que fia;=ii2,(îx-+4 
Xeront 676 quarré de 26 , & que 8^--+ 4 feront 900 quarré de 30. . 

Mais quoique cette valeur de x réfolve l'égalité doublée 6x-+4=D& 
8x-+4=D> elle ne réfout point pour cela le problême, à caufe de quel* 
ques reftrittions qui s'y trouvent , & auxquelles il n'y a pas eu moyen d'a- 
voir égard dans l'égalité doublée telle qu'elle vient d'être réfolue, Comme 
par exemple, le dernier nombre étoît repréfenté par 2 — ar; maïs fî a* = 1 1 2^ 
ce dernier nombre 2 — x fera négatif, ce qui efl contre l'intention du 
problême : outre cela , le nonibre moyen étoît jp -+ 2 ; mais C x = 1 1 2 , 
jç-4.2 (ce nombre moyen) fera 114, au -lieu que le nombre moyen & 
le dernier ne dévoient faire enfemble que 4.. C'eft à caufe de cela quç 
notre Auteur , qui avoit le talent de fe tirer des difficultés les plus em- 
barraffantes, inventa une autre méthode de réfoudre cette: égalité doublée, 
& de fatisfaire aux limitations indiquées ci-deifus. J'ai eu foin dans le 
dernier Article de préparer en quelque forte le Lefteur à comprendre plus 
. aifément cette nouvelle méthode. 

Obfervons d'abord que dcs deux quantités qui doivent être égalées 

des quarrés, le nombre 8* -+4 furpaffe (S* H- 4 de 20;$ & outre cela, 

que 6x *f 4 furpaffent la partie numérique 4 de (5:p ; & que le nombre 2x 

.efl le tiers de 6xi donc 8a:-f-4>6x-+4,&4 font trois nombres tels, 

que l'excès du plus grand par deffus'-le moyen efl un tiers de l'excès du 

moyen 
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moyen par deflus le plus petit j fi donc nous pouvons trouver trois nom- 
bres quarrés, dont le plus petit foit 4, &, dont l'excès du plus gran^ 
par deiTus le moyen foit un tiers de Texcès du moyen par defliis le plus 
petit, ces ^ trois qujwrés répondront aux nombres 8«-+4, 6X-+4 & 4; 
de -forte que. û Ton .égale (ÎJH-4, qui efl; le nombre moyen dans une 
fuite , au quarré moyen dans 1-aatre , la grandeur 8x -+ 4 fera néceflaî- 
içement épie au plus ^rand. quarré, & ainfi, tant (5x-f-4 qae8«H-4. 
feront des nombres quairés y comme nous Tavbns démontré dans le deN 
^ier. Article : par cpnféquent notre premier loin doit être de trouver 
trois quarrés tels qu'ils viennent d'être décrits , dont le plus petit doit 
être égal à 4 : puis donc que 4 eft un nombre quarré y que le côté du 
quarrè moyen foit y^VA- ovLy^% , & le quarré moyen fera y* -H.4y ^ 4, 
dont l'excès par ddTus le plus petit quarré 4, eft y»-+4y, excès dont le 

l^efg êft Lihi?; ajoutez cet excès au quarré moyen y"-+4y-+4, & le 

plus grand quarréfera -^y* -+ yy*^*- grandeur qu'il faut rendre éga- 

le à un quarré : maïs pour éviter lés fraftions , multipliez le tout par 9 , 
& le produit fera i2y*H-48y-f-3<î: pour rendre cette dernière quanti- 
té plus fimple, divifez-en tous les termes par 4 , & le quotient fera 
3y*-f i2y-4-9;donc fi Ton peut égaler ce quodent à un quané, Tautre. 

:♦. yz _^ i^ y -i- 4 fera néceflairement un quarré auili , à caufe que la pre- 

3 ^ 

piiére quantité étant multipliée par 4 & diviféc par 9, qui font deux 

nombres quarrés , deviendra la même grandeur que la dernière. AinG nous 
devons trouver en fécond lieu un nombre quarré égal à 3y* -f i2y-+9; 
pour cet effet il faut obferver^ que la partie numérique de cette quanti- 
té «^2 _[. i ay -+ 9 eft 9 , & par conféquent que le quarré auquel elle doit 
être égalée , doit auffi avoir 9 pour fa partie numérique , afin que l'équa- 
tion , à l'aide de laquelle la valeur de y eft déterminée , puiflè être une 
équation fimple : mais fi le nombre 9 eft la partie numérique du c^uarré » 
a feut que le nombre 3 foit la partie numérique de la racine de ce quar- 
té donc toute la racine doit être 3 avec un certain nombre de y qu'il 
faudra en retrancher j mais il refte encore à déterminer quel eft ce nom* 
bre. * Que z foit donc le coefficient de y dans la racine du quarré , & la 
racine entière feras— îsy,dontl€quarréeft5:*y*— (5?jyH-9=3y*-+ i^y 
•^9; réfolvez cette équation, & vous aurez y s= ^J^\ ^ 

' Là valeur de y étant ainfi trouvée /revenons fiir nos pas , & nous ver» 

rons que le troifiéme nombre a été repréfenté par a -^ a?; ce qui prouve 

que * doit être plus petit que 2,& par conféquent <îjp*+4 P'"^ P^^^^* 

que 
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le nombre que 1 6 ; mais 6x^4. doit être égalé dans la fuite au quarré moyen ; 
fik)nc le quarré moyen doit être plus petit que i6, la racine y-+2 moindre 
que 4 , & y moindre que 2 ; mais nous venons de trouver y égal à 

fr"^'^ - ; donc la quantité -ii^tii- eft plus petite que 2 , ou (ce qui re- 
vient au même) le nombre 2 eflplus grand que ^^'^'?.. , multipliez les deux 

grandeurs par 22-3 & vous aurez le nombre 22 2—6 plus grand que 6z^ï 2 , 

& le nombre'22 2 plus grand que 62H-1 8 , & 22 plus grand que 32^-9 , &2 2 

-^32 plus grand que 9; ajoutez le quarré du demi-coefficient du fécond terme, 

. favoir |. , & vous aurez la quantité 2 2-32-*- Z plus grande que ^; faites 

-4 4 

donc22-3z-f £=^, & il viendra 2-1-. I, & 2=5; fublUtuez 

préfentement 5 à la place de z dans la racine du quarré auquel la qmn- 

tité 3y y -I- 123^49 doit être égalée, & la racine de ce quarré fera 

Z—Syi ce qui nous donne l'équation fuivantc, 2syy-~ioy~i-ç=syy 

. H-i2y-f9; réfolvez cette équation, &-vous aurezy=:lijainfiy-fi 

racine du quarré moyen fera -IL , & Je quarré moyen lui-même ferait 

121 ' 

On pourroit découvrir de-même la valeur du plus grand quarré , mais la 
chofe n'eft pas néceflàire: caJr puifque c'étoit le quarré moyen auquel la 
quantité <5x H- 4 devoit être égalée , nous avons cette équation pour dé- 
terminer la valeur de x, favoir, <î«-+4=~^,c'efl-à-dire,(îa:=ii^,& 


X - '^^S 


726 

Ce point étant gagné , revenons à nos premières fuppofîtions : le plus 

jrand nombre cherché, qui étoit 7«-t-2 fera préfentement "°°^ & le 

726 * 
^nombre moyen , qui étoit * -+■ 2 , fera ^ , & le' plus petit , qui étoit 

•a-.«,fera ^. Ces nombres-là fatisferom aux condition* du problême- 

^trlZ^T^^reZnï''' ■''^'''" * ^°^^ ^^'^^^^ '^^^^-àro^ 
s y prendre, le npmbre 726, dénominateur commun de toutes ces frac 

tions , n'eft pas un nombre quarré . mais plutôt le produit du nombre 
quatre 121 mulaphé par 6; donc fi l'on divife tous les numérateurs & le 
commun dénommateùr par 6, les fraftions auront toutes pour dénomi- 
nateur un nombre quarré, & feront ilâtî i«^î & î4i. Pour qu'il u'v ait 

1 j r £!• j '" "' ^»' 1"""ya«; 

plus de fraftions d^ns les numérateurs, multipliez tous les numérateurs, 

& 


ELBMENS D'ALGEBRE. 57 

& le commun dénominateur par 4 ; & comme le nombre 4 eft un quarré . 
le dénominateur commun refterà un quarré y & les fraâions deviendront 

^¥^ , ^ir^ & -^* Ces fraûions fatisferont aux conditions du problème. 
484 484 454 

tel que nous Favons pofé d*abord: mais fi nous voulions la folution en 
nombres entiers » nous devrions mettre i quartier le dénominateur com- 
mun y ce qui n'empécheroit pas que les numérateurs ne conférvafleac 
toutes les propriétés requifes dans le problème y comme nous l'avons 
prouvé dans le pénultième Article: le premier nombre eft donc 7338 > le- 
fécond 1878, & le troifiéme 58. En voici la preuve. 

!•. Le nombre 7338—1878 eft à 1878—58 comme 5460 eft à 1820, 
c*eû-à-dire, comme 3 à r. 

2**. Le nombre 7338 -+1878=9216 quarré de 96. 

3». Le nombre 1878 H- 58 = 1936 quarré de 44. 

Enfin, le nombre 58 -+7338 =7396 quarré de 86. 

SCH0L1& 

♦ 

Bachet dans fbn Commentaire fur le quarante & cinquième problème 
du quatrième Livre de Diophante, donne au fujet de cette égalité doublée 
là règle générale que voici : 

Qu'on demande que ax-+c=D, comme aujji jm^ bx-+d = D y fans qu'il 
faille s^embarrajjer de quels Jignes les grandeurs a , b , c, dfont affeâlées ; ^que. 
la quantité ax-+ cfoit plus grande quehx-^dy ou du-moins que d^foit plus 

grand que h: faites — -r =q , & puis multipliant V excès de axH-c ])jr 
d^us hx-^ d par ce nombreq,& retranchant le produit de bx-+d, nommez 
le rejle r : je dis cela étant, , que fi x ou ^^ efl un nombre quarré y la double 

r « 

égalité fera déterminable de cette façon y ^ fans cela point. 
**• Dans ces deux cas on trouvera deux quarrés tels y que F excès du plus grand 
par dejjus le plus petit devra êtrç à î excès du plus petit par dejjiis r comme t 
^iqj&bx-fd devra être égalé au plus petit quarré. Dans le premier cas ^ 
oUr ejiun nombre quarré , y ^ yr doit devenir le cSté du plus petit quarré ; 

mais dans le fécond cas , où ^^ & point r, ejl fuppofé un nombre quarré^ yy r^- 

préfentera le plus petit quarré. Cette matière fera entièrement édaircie par 
les deux exemples fuivans. "^ 

. Premièrement donc , fuppofons qu'on veuille que 3x-fi3 Se x -4-7 

foient des- nombres quarrés. Ici â=3, i=i, —-5 ou f =— i&rexcèsde 
T(tme IL H 30; 
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3aM- 13 par defius sf^^^A ii^'+ô ^ lesquels étint multiplies p^r q 00 iv 

donnent « -f 3 , & cette dernière quantité fouftraite de ar-f- 7 laifre4 pouR 
f ; donc en ce cas r eft tui nombre quatre , & la double égalité fera déter# 
il^éeaçL troifvant.deujt QQiQbn» quarréy^teU» que Texcos duphis gcand- 
par: diffus le.pl»s.p$tit fpit irGycis;dU:pliu.petit par/dçfibs 4;coi^ 

• • • 

itqyX^dk-ïrdk^y comme i à -^i ou comme 2 à i. Nommez le côté du 

plus petit quarré y-f2, &.Ie quarré lui-même ferayy-+4y-f 4» & fur- 
pafler'a 4 de la quantité yy^^y^ dpubjez cette quantité y S^\t nombre; 
2yy^^y défignera Texcès du plus grand quarré par deilu^ 1^ plus^petit; 
donc le plus grand quarré fera 3yy-+ i2yHh4, c'eft- à- dire, laquantité^ 
3yy-f I2y-f 4 ^^^^ être égalée à un quarré: que le nombre 2— ^you^y 
^ 2 foit le côté de ce quatre , & nous aurons 3yy-+ I2y '-h4=9y3î— i2y 
H-4; ainfiy=4,& y.-f 2,côté du plus petit quarré, =6; donc le, qjiafré 
même fera 36 , & nous aurons x h-'7 = 36 ; donc x =29 , & Tégalité dou« 
blée efl réfolue : car fi x=:29^ oaas.aurons j;-)-7s=3(S, nombre quarré^ 
^ 3X'-f 13 =r 100 , aufli nombre quarré« 

N. B. Ceft de cette façon que Diophante réfput le dernier problème. 

Nous avons promis un fécond exemple que voici; fuppofons qu'on veuille 
que 6a? -f 25 & 2XH-3 foîent des nombres quarrés. Ici a=:6, *=2,.â: 

-i-- ou ? = i ; l'excès de 6x -f 25 par - deflus 2« -+ j efl: 4JC -+ 22 , qui 

étant* multipliés par ? ou -i donnent ax-Mi-j ce nombre retranché de 
iter+S'laiflfe —8 pour r} donc en ce cas r n'efl;: pa3 un quarré , mais 


^^\ ou Z± ou ~^ eft un quarré; & par conféquent fégalité doublée fera 

déterminée en trouvant deux. quajrrés tels, queTexcès du plus grand par- 
deflus le plus petit foit à l'excèç, du plus pet^t par-dçfru37-& comme 2 à i, 
lue yy déflgne donc le plu$ petit de ces deux qu^és, &.fon excès par* 
*fïus —8 fera yy-t-8> doublez; cette ql^^ltJté, &;,2yy-+i6 fera r.excèsv 
fu,J)lu?; g;rancj quarré par-defîus Iç plu^s petit >, d^acje^ pj^s. grand quarré;^. 
fiprk'syy H-, 1 6 , c*çfl: - ^ - dire , la , quantité. 3yy -4- 1 6 dçftÇ être ég^e; à vtti 
Quarré: que la racine de ce qusgré foit 3y.— 4^.& nous , aurons .3^^ h- 16; 
irpyy— 24yH- 16; ainlf y3:'4& yy,qùi eftlèplus petitquarrié, égala 16; 

BSff: Çfl9f<^^§^^.^iÇr4vâ^^-^^^ & «^^^ Ces- valeur? féfôl vent le problê*- 
me; car fi x eft 6^, nous aurons 2afH-3=i6, qui efl; un nombre quarré-, 

& Jîi? r+_^5 = <^4-.> q w «A- îfflfl»/ Wt 'nçmbre j^çairé ; & l'excès de 64 par- 
dçfius i(5i eïlràj'excès'de 16 pftf^eflua r- SjCojnpe 48à24.>ç':eP:-ià-4ire.,; 
èomme2'à'i4' ' "' :—i:^ •' ^ •-- . 

Pî^OK 
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251. Trouver deux nombres quarrés^ dont la différence foU dmnéey & tek 
fue le phis petit f oit plus grand qu'un nombre ajjîgné. 

m 
ë 

Solution. 

Sott d la différence donnée des ^uarrés cherchés ^ & que c fait le nombre 
que le plus petit des quarrés doit excéder; cela étant, fi Ton déconpofe la 

différence d en deux multipficatéurs zSc ^,h demi - différence de ces 

piultîpliçateurs, favoir - ■■ fera le côté du plus petit quarré cherché 
par f Art. 231 ; 8c par cela mômele quarré de cette <femî-différeJice4êKl 
plus grand que c , c*eft- à-dire , * ^^1f^ — :" ^^ra plus grand que c ; donc 

«+— 2iz* -t- d^ doit être plus grand que ^cz^ ; donc 2+-.'4c«* ^zdz^ 
r+ dd doit être plus grand que zéro : faites[2+— 4c 2* — 2dz* égal à zéro Ott 
4)ius grand que ^ro, & puis à plus forte raifon 2+— 4(^2*— 2i?;*--|-i» 
fera plus grand que zéro,- mais fi 2+— 4^2* ^2^2* efl:égal à zéro ou plus 
grand que zéro , .il faut que 2* —4c— 2^ fbît égal à zéro ou plus ^r^nd 
que zéro, & 2* doit être égal à la quantité ^c^2dy ou plus grand que 
cette quantité : parcoûféquent , Si Ton prend quelque nombre quarré égal à la 
quantité 4C-4-2d, (w plus grand que cette quantité ^ & qu'on faffe du côté de 
ce quarré un des deux multiplicateurs dans lesquels la différence d doit être dé^ 
compojee , nous trouverons à taîde de ces deux multiplicateurs , nonjeukmetit 
deux quarrés dont la différence fera d , maïs aujji tels que le plus petit de ces 
'quarrés fe trouvera être plus grand que c. Par exemple , on demande deux 
nombres quarrés dont la différence foit 21 , & tels que le plus petit des 
deux-foit plus grand que 84- Ici donc c:=84, ^=21,4^-+ 2é/=378: un 
quarré plus grand que ce oombre-là , quoique ce ne foit pas le quarré im. 
médiatement au-deflus , eft 441 , dont la racine eft 21 ; ainfi Ton peut 
faire de 21 l'un des multiplicateurs; & en ce cas , puifque la différence 

eft 21 , l'autre multipUcateur fera ?i = i j & par conféquent les déux'mùl^ 

tiplicateurs feront 21 & i, dont la demi-différence eft 10: or comme le 
quarré de 10 eft 100, les deux quarrés cherchés font 100 & 121 , dont 
la différence ell 21 , & le plus petit quarré 100 eft plus grand que 84. 
N. B. Si l'on fait c égal à 4^ , comme dans le problême fuivant , nous 

aurons 4c-+2J=i8</îdonc en ce cas, fi l'on prend quelque nombre quarré 

H 2 ' égal 


] 
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égal à iS^, ou plus grand que cette quantité, le côté de ce quatre fera 
un multiplicateur tel qu'il le faut. ^ 

Problehb 23. 

Qui eji h fécond du cinquième Livre de Diophante* 

252. Trouver trois nombres en proportion continue^ &. tels que chacun 
d'eux augmenté d'un même nombre donné f oit un quarré. 

Solution. 

Deux nombres quarrés admettent toujours entre eux une nlbyenne 
proportionelle exprimable en nombres , cette moyenne proportionelle 
^tant le produit de leurs côtés : ainû aa & xx auront pour moyenne 
proportionelle entre eux ax^ c'eff-à-dire , aa^ax &xx feront en propor- 
tion continue ; car aa fera à ax , comme ox eft à xx. 

Cet éclairciffement étant donné , que * foit le nombre donné , qui étant 
ajouté féparément aux trois nombres cherchés , doit en faire autant de 
quarrés ; & fuppofant déjà Q-ouvés deux nombres quarrés, qui ayent pour 
différence b , que aa foit le plus petit de ces quarrés , il fuit de-Ià que fi 
l'on fait aa un des trois nombres cherchés , une des conditions du pro* 
blême fera remplie : cax aa-i-b eft un nombre quarré par la conflxuc- 
tion : faites donc aa un des extrêmes , & xx l'autre. & vous aurez pour 
moyenne proportionelle ax , comme ci-deflus ; ainu les noms des trois 
nombres cherchés feront aayax&xxi& comme ces trois nombres font 
en proportion continue , npus avons une féconde condition de remplie. 
Mais il relie encore deux autres conditions } car fuivant le problême ^ 
tant ax-\-by que xx^b doivent être des nombres quarrés ; or la diffé- 
rence de ces deux nombres axHrb&xx-^b eîtxx'^ax, pui(qu'il n'im. 
porte pas quelle de ces deux grandeurs on fuppofe la plus petite ; donc 
fi nous trouvons deux nombres quarrés dont la différence foit xx^ax^ 
& que nous égalions oxH- * au plus petit quarré , ou xxH-i au plus 
grand , nous pourrons dans l'un & l'autre cas trouver le refte des trois 
nombres cherchés. Pour cet effet , réfolvez la différence xx^-ax en deux 
multiplicateurs x & x— j, & la différence de ces multiplicateurs fera a^ 

& la moitié de cette différence ^, dont le quarré eft — j donc par l'Art. 

2 4 

231 , -^ fera le plus petit des deux quarrés cherchés, & nous aurons or 

^jr=:lââ(; donc âx^ terme moyen entre les trois proportionelles que 

nous 
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nous, chef chobar^ iêra -laa-rb. Ayant .atnfî aa pour qâ des extrêmes ^ '& 

—adP— * pour le moyen des trois nombres cherchés, l'autre extrême fe 

trouvera aifément par la règle de proportion , en difant , comme le nom- 
bre extrême connu eft au tei:me moyen , aînfi eft ce terme moyen à Tau- 
tre extrême» Mais il faut obferver ici., que fi Ton veut- que le. terme 

moyen (qui eft i- oa -r i) foit affirmatif ;, il faut que ~âfa foit plus grand 

que A, ou (ce qui revient au même) que aa foit plus grand que 4b ; ce 
^ui nous donne la règle fuivànte :. 

Que le nombre donné ^ti b^ lequel -étant ajouté /éparément aux trois nm- 
bres cbercbés ^ doit faire de fous des qùarrésy enfuit e par le lemme précédera 
trouvez deux nombres quarrés dont la 'différence foit h\ 6f tels que, le plus 
petit des deux foit plus grand que 4b ; nommez le plus petit de ces deux qiiâr'- 
rés a*; cela étant en faifant de a* Fun des extrêmes , 6? rfe :Ja*— b & terme 
moyen des trois nombres cherchés , F autre terme fè trouvera par la règle de pro- 
portion. Par exemple^ on demandé trois nombres en proportion continue, 
& tels que chacun d'eux augmenté de 2i.fôîc un quarré. Icrt?=2i,& 
4^=8+ j donc par le dernier article je trouve deux nombres quanés qui 
ont pour différence 21, & tels que le plus petit* des deux foit plus 
grand que 84 J & entre une infinité d'autres je choifis 100 & 121 , coni- 
me étant dés nombres entiers. Ici donc 5% un des nombres extrêmes, 
eft 100, & ^fl*— A, t^nnQ:moyen,eft4ipar conféquent l'autre extrême 

doit être — à c^ufe que le nombre 100 -eft à 4, comme le nombre 4. 
100 ^ , 

eft à -^ ; & ces nombres fatisferont aux conditions du problême : car 

100 ' . *^ 

I*. Ils font en proportion continue par la conftruflion. 

2*. Si l'on ajoute 21 à loo, la fomme fera 121 , quarré de ir. 

3*. Si l'on ajoute 21 à 4, laTomme fera 25, quarré de 5. 

4*. Si l'on ajoute 21 i ^o> la fomme fera ^—, quarré de -J|. 
j Lemme. ( Voyez Planche L Fig. 2.) * 

» * « 

253. Si ABC eji un triangle-reStiligne y dont les côtés AB gf SCfar* 
ment enfemhleun angle de 120 degrés y & font donnés; je dis y que 'k quar- 
ré du troijiéme côté AC fe trouve y en ajoutant le reStangle ou produit des 
deux côtés AB (^ BC à la fomme de leurs quarrés^ ^ 

Mais fi ADC ejlun triangle-reililigne , dont les deux côtés A D £3* D C 

formant enfemble un angle de 60 degrés ; je dis , qu'en ce cas le quarré 

H 3 du 


I 


côtés AD £5* DC de lafomme de leurs quarris. 
^ -Kous devons prouver, que ^5*-f!^5x£CH-;ffC*=:ifC*,& que 

•L uftolongw: A'Bàt S en i>,,. .ck-£oite :^qi»e k ligoe-diD Ibît.i^ale à 
*\SC^& imn&c CD. Paifque T^Ie JBC eft ùh langue de cent &:viiigt 
: degrés 9 rnautre. abgle CBD doit être de fdixante degrés, à caufe que 

les deux font eijfemble égaux à deu}c droits; ainfi dans le triangle BCD^ 
'les deux angles B CD & D doivent faire enlemBle cent & vingt degrés; 

mais ces deux angles B CD .& D font' égan^, à caufe de Tégalité des 
] côtés BÇ &BDi donc le triangle BCb eft équiangle, & par conséquent 
'équilatéral. Faîtes donc JBizaj BC ou CD ùMBD^b; & ayant 
^mené la peipèridiculaire CE , vous aurez BE={by& -fî JE' ni A*: maïs 
'par le diéofême de Pythagore EC'^^EB^^.BC^^ c'eïl-à-dire , £C« 
.H-i** = ***i donc£C*5346i; mais ^£ ou AB-ï-BE-a^^b^di 

AE^-aa-^.a.b'^^bbiàonQAC^ ou'u^/E* H-JEC*=âta-+'tf6-+ib6 
'^^\hb^aa^^b^bb^AB*-^AB^BC-+E C. Q. F.D. 

Pour démontrerla féconde partie de là.propofitîon né faîtes point AB 
'mais AD::^a. & tout rèftaht comme ci-deïïusinous aurons AE=ia-\bi 

&'^£*=aa— a*-+iéi; ce qui nous donnerai C» ou JE^-hEC* 

z=aa'-ab^bb=JD*-ADxDC^DC*, C. Q. F. D, 

t . ... 

.Corollaire i. 

• Si AB ,BC& AC font les trois côtés d'un triangle , dont les côtés ^5 
&5C forment un angle de cent & vingt degrés, & que la ligne DCfoit 
prifeégale à 5 C,&^Z) égaie k AB^BD on A B^^-BC; en ce cas 
ADyDC&AC feront les trois cô.tés d'un triangle , dont AD & DC 
formeront nn angle de j[bixante degrés : bu bien; 5Ï a, b £5^ c font ks 
trois cjStés d'un triangle^' dont a Q* h forment un 'angle de cent & vingt dcj 
gris; encecashjdi -^b 6? c feront les trois çô^s^n friangk dont les deux 
côtés b S^ a-+-b contiendront un angle defoixante degrés; & par une raifon 
toute pareille ^^ik-^h ^ c feront ks trois; côtés d'un triangle^ dont a ^ 
z^h formeront un angle defoixante degrés; comme il .paroît manifeftè- 

[ipént fi Ton prolonge le -côté C£ jufqu'en F^. de-forte que iîiPfoit égal 
kBA^ & qu'on mène la ligne A Fi car alors les trois côtés du trian* 
gle AFC feront a, a-^b & c. 


Co- 
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5î a, b Ê? c repréfentent. ks trois cités Sun triangle ^ dontz & h forment, 
enjemble im angle Je |2Q ^fff'is^ & fie cfs froii cfyjs /oient nmhipiiés, m 
é^P P^. mrnmbr^q^^ç^ 4:ûmmedr.je, As-^ ^[encecas, tant les, 
P^HtmUl vi^^ientsfofmrjM uwsriangk femhime mpemièr , 6?. ay^nà 
la même propriété ; favoir, que C le?. pjodmK.font a/, b^^çi^ riousl 
aurbos a^d^Hraid^^b^^^^c^d* y parce que «*H-aA-h**srr» par 
rhypothéfe. 

Qui ejl Je feptiémé 'ii4 cinquième Livre de DiopHaûtc. 

» ^ •^i' . ',i^« K •-' lift*-- J - 

^54* Trouver en nombre entiers les trois eûtes d'un triangle ambfygone y ionfi 
î angle obtus foiP de 1 20 deg;tés. 

Solution» '. 

. Breoep^qai^Iqae notnbfê cbimuboiiHhe 5 poar repf^fêtitef xm des' deux 
côtés qui forment Tangle dont il s'agit, & nommez l'autre côté x; cela^ 
éunt le quarré du troifiéme côté oppofô à l'angle obtus fera xoB^bx-+bb 
^r le dernier article ; que ce trbifiéme côté fôît défigné par a— * , dont^ 
le quarré eft ua^2ax^xs\ &*noosaùrdns' cette équation j<i-.2a*' 

-4a;a;=2a?«-+-i«-+W" j ainfi «= -JZ-f j donc les côtés qui forment 
l'angle obtus feront , & *, c'eft-à-dire , après avoir été réduits 


au même 4inommateur„ i^=i* & ^J^ jmaisfix=,liZ±f, noua 


awoM^»,qmeflle troifiéttiQ côté égal à^IZ££z±£t ^^JdtfÈr^i^ 

piar cbnféquent lés trois côt^s^ fuxvant cette manière de les défignert. 

%^^ ^ • -ShT»^ * ^niSr^ *3% . 7^!;J ;effacezledé^ 
nj^annateo&commiin.^ qe qià eft J% mène chofe que fi on multipHpic-lès. 
trois fraâîons par ce même dénominateur , & ieis' nuihémceurs fôrmevonL 
iiDjùdsaiglerfeqablabk an pccmief parileîfiKrond dor^]9aire:de l'artlde pré- 
cédent; ^4:, 1«8 côtés jdevce nettireaa trismgle ^e <tr(iu?wcmt c^pribés ;eni> 
nonAres vcaitîçrs^ favoir^ àa — Aft, :2d6H- b\h!&ca,a-^ab ^b kr. . 
. Idiifif a-+ i^;cx^,& nous.aurpîjs ajir^^ab-^b^zsssy & aoS-fiS. 
r^ij — ja; de-plp»^ cqmTî^eaa-\- 2ai^bi=:sSyjïous^2XLTons.âa'^ab 
••5i==ïj — 5«l>; ce qui nous donné là règle fiiî vante: "' 

J?rtfne2 deux nombres quelâonquesi É^ b, ddnt'Zfiiikfks gruhdy&dpnti^ 
1 / - /il 
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hfommefoît s; en ce Cca les éeux^cHés qui formm V angle ohm feront 
aa— bb S^ss — aa, ^ le troijiéme fera ss— ab. Par exemple, faîtes 
4=:2,î=:r,&par conféquent j=:3,& vous aurez aa^bb^^yss^aa:=is 
& ss^ab:=^7i fi bien que les côtés font 3 , 5 & 7, & répondent aux 
conditions du problème: carlafonime des quarrés de 3 &5 eft.34, & 
le produit de leur multiplication 15 ^ & ces deuz ncnnbres ajoutés enfem* 
ble fonÉ 49., qiiarré du troifîéme côté 7. 

Si nous ajoutons enfemble les deux côtés 3 & 5 , leur fomme eft 8 » 
& cette fomme, avec l'un ou l'autre des côtés qui forment Fangle ob^ 
tus , & avec le troifîéme côté 7 , formeront un triangle , tel que 3 , 8 
& 7 , ou 5 , 8 & 7 , .dont l'angle oppofé au côté commun 7 fera de 60 
degrés, comme il a été démontré dans' le premier Corollaire de l'Arti* 
tte précédent. 

P R O B L £ M E. 25. 

Qui eji le huitiémf du oinqutéfne Livre de Diophante. 

•' 255» Trêux)er en nombres etaiers- trois triangles '•^râSangles ^ qui ayent tous 
la mime aire. 

N. B. Piar Taire d'un triangle-reâangle j'entends la moitié du produit 
des deux côtés qui forment l'angle droit multipliés l'un par l'autre; ain- 
4 toutes les foi3 qu'on veut connpître l'aire d'un triangle - reûangle , il 
fuffît que les côtés foient connus, fans qu'il fpit néceflàire de détermi- 
ne* la grandeur de l'hypothéniife. 

Règle. 

Trouvez à Taide du problême précédent trois nombres entiers a, b (^ c^re- 
fréfentant les trois côtés d'un triangle dans kquel le câté c réptmde à un an* 
gle de 1 20 degrés ; après quoi' à F aide de ces nombres trouvez trois trian- 
gles -reStangles^ f avoir j le premier au moyen des nombres a ^ c, le fécond 

au moyen des nombres b £3^ c , & le troijiéme au moyen des nombres a-hb 
6? ci je dis que ces triangles - reSlangles feront tels jqueJe problême les dema^' 
de 9 ayant tous trois la même aire. Car ^ 

.i"^. Dans le triangle formé à l'aide des nombres a & r, un des côtés 
fera la différence des quarrés de ces nombires^ favoir (rc*-tf/i,.& l'autre) 
côté fera leur double produit, favoir .2^ (t (Voyez Art- 12;) donc nouai 

aurons pom" aire de ce txhngle cc-^ a a xacimdis parl'Art. 253,(:if=raa 

*-j-a6H-i^i&; par conféquent (r.(r—*aj=fli6H-Ai=a-|-ixij donc l'aire 

du pn^er triangle efl: à -+.ix b x ^=?ai^x a-+A 
. ' 2^. De- 
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' a*. De -même, Taire du fécond triangle , formé à l'aide des nombres 
Jf&Cy fe trouvera être f f — bbxbc; mais cczrzaa'-i- ab-i-bb coxnm^ 
ci-deifus; & (;c— &6=jaH-tf6=^H-*x^îdonc l*aire du fécond trian- 


gle cfta-+iKiïxi m ûi^xa-fi', la même que ràîre du premier triangle. 

3*. l,etroifiémetriangleeft formé à l'aide des nombres a^b & éy & 
par conféquent un de fes-côtés fera la différence des quarrés de ces nom- 
bres, & l'autre feraTTix2tf; mais a -i-* eft plus grand que c; car a, 
b & c repréfentent les trois côtés d'un triangle, & dans tout triangle deux 
côtés font plus grands que le troifiémej ainfi la diff'érence des quarrés 
de tf-+A & de c eft ^«-+ 2a*-+ii— (tc; fubftituez à la place de a; 
fa valeur tfa-ftfiH-**j & vouszur^aa^ 2ab-^ b b — cc=ab}donc 
nb fera un des côtés du troifiéme triangle; & puisque l'autre côté eft 

^âPrby.2c (comme nous ravonsobfervéci-deflus) l'aire du troifiéme trian- 
gle fera a h ^a-\-b >cc=:abcx T-Tb; par confëquent tous ces trois trian- 
gles ont la même aire, favoir, abc^aH-b. C. Q. F. D. 

m 

Exemple. 

. Dans r exemple du i^oblême précédent, les nombres 3, 5 & 7 re* 
préfentoient trois côtés d'un triangle dont l'angle oppofé à 7 étoit de 
120 degrés : coriftruifez donc trois triangles - refilangles , le premier à l'ai- 
de des nombres 3 & 7 , le fécond à l'aide des nombres 5 & 7 , & le troi- 
fiéme à l'aide des nombtes 8 & 7 (8 étant la fomme de 3 & 5 ;) & le 
premier triangle conftruit au moyen des nombres 3 & 7 , aura les nom- 
bres 40 & 42 pourfés côtés, & par conféquent 840 pour fon aire; le 
fécond conftruit au moyen de 5 & de 7 , aura 24 & 70 pour fes cô- 
tés , & partant 840 pour fon aire ; le troifiéme conftruit au moyen de 8 
& de 7 aura 15 & 1 1 2 pour fes côtés , & par conféquent 840 pour fon aire. 
Je profiterai de cette occafion pour avertir le Lefteurune fois. pour 
toutes , que Ferma dans fa nouvelle Méthode de réfoudre des égalités 
doublées, a pouffé ce problême ,& beaucoup d'auti'es bien plus loin que 
je n'ai fait;mais fes nombres étant exceflivement grands, n'ont rien'd'é- 
légant , furtout pour ceux qui préfèrent le plaifir d'être mis au fait de ces 
fortes de matières, à celui de les voir entièrement épuifées. 

Problème 26. 
Qui eji le nemiéme du cinquième Livre de Diophante. 

^56. Tmeoer mis nombres teb^quefoit que leur fomme foit ajoutée au quar- 
Tome IL I ri 
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fé Je chaque nombre pgrPbuTifPy mi retrancbêe ^ ce'ftarré. Us nmbnsad 
mréfitberontfoitnttousdesquarrés.- 

9 

Solution-. 

J'ai démontré daw fArt. 228, que ftcÈms un triante • reftangfe 00 
^ipûte te double produit des côté* au.qaarré de rhypothénûfe , ou qa'oa 
k retranche de ce même quatre , tant la fomnje que le refte feront des^ 
nombres quarrés ; mais fi la moitié du produit des côtés eft Faire du trian- 
gle , le double produit fera égal à quatre fois Faire , de-forte que le lemme qui 
vient d'être cité , pourroît auflS s'exprimer ainfî : Stdans m trianglc-reEtangï& 
m'ajoute quatrefoisraireauqmrriderhypothénufe,(mqu'men retranche qm^ 
fois ce même quarri^ tant lafimme que h refte fjsront des nombres quarrés. 

Ceci étant admis , tromez {au moyen du problème précédent) trois triangles^ 
féStangles ayant tous là m/me aire, & que leurs bypothénufes foieni a, bgj^c; 
nommez ai^ d Faire commune prife quatre- fois, & le lemme précédent 
donnera a* zt^rrO,. ** Hhi^O» & c^z+à^H: que tous ces quarrés- 
foierit à-préfent multipliés. i«r quelque quarré indéterminé, comme xx,& 
nous aurons en ce cas ai^x^^dx^^ Q, b* x^^^ d x* =^a 9 & c^x^-Hrdx^ = Qt 
ceci ed généralement vrai y quelle que foit la valeur de x ; mais ii 
BOUS fuppofons la valeur de x telle , que dx* foit égal à la Ibmme de 
tous les trois nombres ax, bx & ex, ces trois nombres auront la pro- 
priété y que foit que leur fomme fait ajoutée au quarré de chaque noitii» 
bre particulier, ou qu'elle en foit retranchée, les nombres qui enréfut- 
teront feront toite des quarrés: fuppofops donc ^x«=ax-+ bxH-cXyâi 

nous aurons x 5= ^r+ "^^ î ou 7t nour fàifons a H- b h- c (fomme des trois 
hypQthénufes)z=iS, nous aurons a: = -i- ; donc ax, bx& exiles, trois nom^ 

ires cherchés ^ feront^ y ^ ^ "T ^^fp^^^^^^'^*- 

II feroit facile de démontrer fynthétiquement que ces trois nombres, 
ftnt tels que le problême tes demande: la fomme de tous les trois effc 

ohFFh^x —= -^^ & le quarré du premier nombre -~ efl ^-^t 
donc la fomme des ttoisv nombres étant ajoûtéie au quarré du premier oa 
jtetranchée de ce quarré ,!donne.^ zt 7=^-^^^*=«* I+ï/x^; mais. 
«* Hhd eft un nombre quarré par Fhypothéfe; donc l?*"^^x^ fera auflî 

nn nombre quarrés Et Fon pourroît prouver de- même y que fi la fomme 
des trois nombres efl ajoutée au quarré du fécond nombre y ou retran- 
chée de ce quarré, ^ la fomme^& le xeftç^ feront des quarrés* Nous; 

cm 
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en dirons aatanc du troiG^me nombre^ fi la même opératidh y ^ 
appliquée. 

£ z s M r L B* 

' Dans fesemple thi problême précédent nous shrons trouvé trois trîui- 
{les-reâangles ayant tous la même aire , favoir,4o,42,& SJiH»?^^ 
i& 74 ; & i5# '^2 ^ '^3 9 ^^6 conmiane étant 840. Ici donc 4Ç358» 
*=74, rsU3, ^=:a45> & ^=840x4=3360; donc^=:^=-^j 

par conféquent ~-=^, -^rr^i ^=^, trois fraftions telles 
^ue le problême les demande. 

P R O B L E H E 27^ 

Qui eji un cas du trentième problême du cinquième Livre de Diophante. 

£57. Trouver trois nombres quarris teJsj que lajbmme de ces nombres fris 

^eux à deux /oit un quarré. . ^ 

Solution. 

Mettez quelque quarré connu comme à d pour un des trois quarris cherchés^ 
& pottr les deax autres xx Si yyi après quoi les conditions du problème 
nous donneront ces trois égalités , favoir, ^^H-a;x=D, rf</-+yy=Op 
& jx-+}^y=D. Pour réfoudre la première de ces égalités , favoir, 
êd-+xx^Zlj il faut trouver deux nombres quanés dont la diâFérence 
ibit dd'y & puis égaler xx au'phis petit de ces quarrés, ce qui nous don* 
aéra ii-t-a?«=:Dî c'eft-à-dîre, par l'Art. 231 nous devons décompo. 

fer dd^xi deux multii^cateurs az &,^ — , où a défigne quelque quanti* 

té déterminée en général, au-rooins pour le préfent Jufqu'à ce que nous 
foyens obligés d'en limiter davantage encore la fignification ; & alors 
i! faudra faire le quarré de la demi-différence de ces multiplicateurs égal 

à XX ; mais la demî-ditférence des multiplicateurs j2;&— efl— az — i— ; 
& il n'importe guéres que cette quantité foit affirmative ou négative : 

car dans Fun & l'autre cas" nous avons -rtf ^ 2 z^ ^dH--\- ^ztzi=z xx. ' 

Pareillement pour remplir la féconde condition du problème, c^eft-à* 
dire, pour faire dd^yy:::^f3y 1^ grandeur dd doit être décompofée ei^ 

deux multiplicateurs, bz& j^, & le quarté de la demi-différence de 

ces multiplicateurs doit être fiût égal à yy«& nous aurons iiizz^ida 

la 
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'+~—::zyy: ajoutez enfemble ces deux valeurs de jtx & de yy, & 
vous aureza;x-+yy=-la^2 2H- ^bbzz^dd-jr -^ — , -J^ ' fai- 

'^•'4 4 aazz^hèzz 

tesaa-i-bbzzccj c*eft-à-dire, quez^ h f oient préfentemera limités de 
façon à déjigner les deux côtés de quelque triangle-reStangle dont Tbypothé- 

nufe foit c,& nous dXiions-Laazz^^bbzz^^cczz; nous aurons 

4 4 4 

de plus -ï H-Tîî-= l£«li±*2i_,'.fl+£*-_^j ainfinous 

^ aazz bhzz aabbzzzz aal bzz aabbzz 

T 

z 


aurons •i — H--r% — = -^—^ — ; ^onc à-préfent jcar-f-y y= -î- rcz 

ia^za ^i22 aabbzz *^ "^ 4 

^dd^ ' l^^^ ' niais par la dernière ccmditi<Mi du problême, a? rc-f y jr 

doit être un nombre quarré ; fuppofonsle tel , & que ^ cczz foit ce nom^ 
brequarré: cela étant, nous aurons ^cczzszl-cczZ'-dd^àSIÈ^i 

^ 4 4* aabbzz ' 

retranchez jcczz dans les deux membres de rcquatîon,& tranfpofez 
-t/i, & il viendra e/i=J^,&i = .i££f[fL, & zzzz ^-^ , & 

' aabbzz aabbzz aabb 

2= i£i , &az= i|£, & i£._.££^. mais az & -^étoient les deux 

premiers multiplica^teurs dans lesquels la grandeur dd a été décompofée, 
& par conféquent leur deroi-difFérence fera x côté du fécond quarré ; 

mais la demi-diffërence de if^ & de i|^ eft ^-^ i donc ^- il^, 
fera (s'il eft affirmatif) le côté du fécond quané, & s*il eft négatif, il 
foifira de changer lefigne. De plus, puifque 2 =-5^ nous aurons terr^^ 

& <'<'_«££': mais Az & ^^étoieatles deux autres multlplîcateun dans 

lesquels la grandeur dd svoit été décompofée , afin d'exprima- (par li 
moitié de leur différence) y côté du troifiém'e quarré; donc le côté da 

troifiéme quarré fera —-i^i par conféquent les côtés des trois quar- 
ris chercbir feront y d, ^ ^ iil , & ^ - i^. Or comme nous pou- 
vons afligper telle valeur qu'il lious plaît au premier quatre dd, faifon» 
(pour éviter les fraaions)</=4«*f. Ânousauions ^ =4aAA,&i£_. 
^acc^ & le côté du fécond quarré fera ^abh-^àcc^ay^/^bb^xciàe^ 

Blême» le côté du tr^ifiémî^^rr^^^ * ^-4^^«-^^^ • ^^^^ à-préieni> 

" ' , ks, 
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i»s côtés des trois quêrrés feront tous exprimés en nombres entiers de la ma' 
niérefuivante 4abc, ax4bb — ce, 8^]tx4aa — ce: ce qui fait voir 
que ce problême peut fe rèjmàre à faide d'un trSangle-reêlahgle 'quelconque , 
dont les côtés font des nombres entiers. ^ 

Comme par exen^îe, les nombres 3,4 & j forment un triangle-rec- 
tangle , & s'il eft quellion de réfoudre leproljlême au moyen de ce trian- 
gl e i nous a urons ^^=3, 3=Î4> CzzS > 4^^(^=1240 , tfX4^À — ^^■=117, 
4x4aa— (rc=44î & ainfî les côtés des. trois quarrés cherchés (il n'im- 
porte pas en quel ordre on les prenne) feront 44 , 117 & 240; & les 
quarrés mêmes feront 1936, 13^89 & 57600: la fomme du premier & 
du fécond eft 15625, quarré de 125 ; la fomme du fécond & du troifié- 
me eft 71289, quarré de 267 j & la fomme du troifîéme iSc du premier eft 
5953^9 quarré de 244. 

Problème 28* 
Qui efl le trente-deuxième du cinquième Livre de Dlophante. 

258* Trouver trois nombres quarrés telsj que la fomme de leurs quarrés foît 
ttujjiun nombre quarréi- . 

Solution. 

Que a» , i* & «• défignent. trois nombres quarrés tels que le problème 
les demande, & la fomme de leurs quarrés fera a*H- A*-f ^'*: cette fom- 
me .doit être un nombre quarré ; que ce foit donc le quarré de c— s* 
ou plutôt de (;*—«% afin que les dimenfions foîent les mêmes, & nous 
aurons a* -+■ *♦ -+ a?* = ^* — 2 ^ r a: * H- ^* } réfolvez cette équation , & die 

vous donnera x xz=. ^—K ^ : donc Çia.bScc font tels que ^^"^^^^^^ 
eft un nombre quarré , le problême pourra être réfolu , fans cela point. 


Soit aa-+bb=^cCj c'eft- à-dire , que a&b foient les côtés de quelque 
triangle-reftangle dont Thypothénufe eft (r;&puifque c'=a*H-A*, nous 

aurons (;^=a*-H- 2a*i*-+i*, & c*— A*--a*=2a'i*, & ■- 2. ou xx 

= 2!î£ii = ffii, qui eft un nombre quarré ; donc ft^yh&cfont les 

9CC ce ^ 

trois cêtés iun triangk-reStangle dont fbypotbénufe ejl c, les quantités aa, 
bb Ê? î^ feront des quarrés tels que le problême les demande. 

Comme par exemple , les nombres 3,4 & 5 forment un triangle- 
reflangle , où aa^g, bb^ 16, & ^ =-^ ; donc 9 , 16 & ii± font 

I 3 de* 
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des qHarrés tels que le problème les demaode ; car la ibmflae de teuis 
^uan^ e£l8i-f tjtîH- î^c= ^^ , dont la racine quanée eft i^', 

PR0BL£XES9« 

Qtdejl k trente-trdfiéme du cinquième Uvrrde Dîophante. 

£59. Ce problème, tel qu'il le trouve dam Diopbantejdi exprimé piar 
ime Epigramme Grecque de la façon de cet ancien Analyfie , ou de quelque 
micre: quoi qu*il en foit , Bacbet nous en a donné la traduâton fuivante. 

Drachmarum quinque , & drachmarum mi/cuit o3o 

Qids cbœasj famulis vina bibendafuis: 
Pro cunGtis pretîum numcrum praiéns tetragonum , 

Qui prafinitas ft^cipiens monadas 
Diverfum dot quantum ; fed Jumfm cbimrum 

Illius exœquaP conjiituitque latus. 
Die âge quot cbœas drachmarum comparât oSo; 

Dracbmarum cboeas ^ die âge ^ quinque ^ puer. 

Voici le ièns de ces vers à la diâPerence de l'argent & de la mefiiieprès: 

Quelqu'un acbeîte deux fortes de vins , le meilleur à raifon de huit livres 
J^Mng là pièce , & le mîns bon à rai/m de cinq livres ; le prix du tout 
mmte à un nombre quarri de livres , lequel augmenté de foixante forme un au? 
tre nombre quarri^ dont la racine exprime la femme des pièces de tune & de 
foutre forte ajoutées enfembk. Je demande combien il y a eu de pièces iacbe- 
tks y tant de lune que de Vautre forte ^^ ie qfâ enaétè payé. 

Solution. 

Que X défigne le nombre des pièces des deux fortes , & i 1: — 60 âéfi- 
gnera , fuivant le problême , le nombre entier des livres Ijleriing em- 
ployées à TachaL Le problême exige que ce nombre foit un quarré ; mais 
avant que nous puiffions trouver un quarré propre auquel le^nombre xt 

^iSofçit égal, quelques conûdéracions prélimin^i^^ ^^^^ absolument né- 
ceffaires* • 

Si la Ibmme entière ix-^ôo avoît été employée à Tachât d*une feule 
Jbrte de vin , par exemple du moins bon , Je nombre des pièces achetées 

îuiroit été iiïn£?^ çsx fi Ton donne cinq livres pour une pièce, xxr-Co 
fera le payement de *^~ ■ j & en ce cas , le nombre des pièces que nous 

fup- 
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ftippofeiffi a^mÎE été ach6té»^aucoiC€Kédé s^ nombre des^piéces achetées 
réellement , quelques-unes de ces pièces ayant éfé payées chacune à rai* 

fon de huit Evres; donc ^ifZZÈÎ eft plus grand que or, & xx-^Co plu* 

grand que 5X j par un raifonnement tout pareil x x^6o doit être plus petit 
que Sa?, & par coniequent doit ie trouver encre 5^&8a?< Or fi xx-^ôo 
eft plus grand que 51 ,.nou5 aurons x a? plus grand que jj? -+ 60 ^& la;— 5X 
plus grand que (5o ; complétez le quarré en ajoutant de part & d'autre 

^ 9 quarré de la moitié da coefficient du fécond tenue , & vous aure^ 

a?«-5x-+ ^plus-grand que ôoH-^, c'eft-à-dire , plus grand quei^: 

foppofoas.sx— 5*-!-^ plus graid que H^, & cela étant nos fîippofî- 
lions feront fiiffifàmment mifes à couvert de toute abfurdité de ce côté- 
là; car fi sx-5xH--^ eft plus grand que ^, ar— |-fera plus grand que 

^ y&x plus grandquc— ou II. De.plus,^puifque icx-6oeft plus petit 

que 8ar , nous aurons iror - 8af plus petit que 60 ,& JPJf - 8« H- i(î plus petit 
que 7(5: fuppofons xo?— 8a;-+ 16 plus petit que 64 , & nos fuppofitions 
feront auffi mifes à couvert dece côté-là, & nous aurons ap— 4pluspeti: 
que 8 , & X plus petit que 12 j donc la quantité x doit être limitée de fa* 
çon à être plus grande que 11 , & plus petite que 12 : nous aurions pu à- 
fe- vérité, par une extraiaioa plus précife de la racine quarrée^ avoir en 
des limites moins reflerrées , & avoir prouvé que le nombre x peut le 

trouver entre 10 -2- & 12-^j mais les limites , indiquées ci-deflus , font 

déterminées aflez exaftement pour le cas en queftîon. 

Ces éclairciflemens étant donnés , revenons à-préfent d^où nous fbm^ 
mes partis, & tâchons de faire de xx-^Co un nombre quarré. Or à quel- 
que quarré que a; x — 60 foit égalé, pour que nous ayons une équation 
fimple , il eft certain que x doit être une partie de la racine de ce quar- 
ré ; mais il refte à déterminer quelle doit être l'autre partie , de - forte 
que X fe trouve entre fes propres limites. Que y foit donc l'autre par- 
tie, c'eft-à-dire, que xx^ôo foit égalé à un quarré qui ait pour racine 

y— y^ & nous aurons «s—tfozzxx— 2»"yH-yy, & ar=2titÉ2: mais x 

a été trouvé plus grand que 11 & plus petit que 12 ; donc la valeur de j 
doit être telle que P'^ ■ foit plus g^rand que 11 &. plus petit que 12. 

Pçe?- 
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Ftemiérêment donc, puisque P'^^ eft plus grand que ii ,nousauroni 

yy-^Ôo plus grand que 22y,& yy plusgrandqueasy— 6o,&yy— 22jf 
plus grand que —60, & yy — 22yH-i2i plus grand que 61: que 
yy— 22yH- 121 foie plus grand que 64,&nous aurons y— 11 plus grand 

que 8, & y plus grand que 19. De plus, puisque P^^ eft plus petit. 


que 12, nous aurons yy-+(îo phis petit que 24y, & yy— 24y plus pe- 
tit que —60, & yy^24yH- 144 plus petit que 84:foit yy— 24y-+i44 
jplus petit quQ 81 , & nous aurons^*- 12 plus petit que 9 , & y plus pe- 
tit que 21 ; donc y doit être plus grand que 19 & plus petit que 21. Si 
Bûus avions déterminé ci-deiTus plus e^^aâement les limites de x, nous 
aurions par cela même à-préfent de plus exaâes limites dey^favoir^ 

^8*— d'un côté, & 22— Je ràutre;mais les limites trouvées ici.favoir, 
10 10 • • ' '' 

19 & 21 fuffîfent. Puis donc que y doit être plus grand que 19 & plus, 
petit que 21 , .faifons y =20, & égalons le nombre xo;— 60 à un quarré 
dont -le côté foit x^20j&, nous aurons**-— (So= ara;-' 40X— 1-400 ;ain- 
fia:=ii3, & fe trçuve dans l'enceinte de fes limites; donc la quantité 
totale de ' vin acheté étoit 1 1 pièces & demie , ou vingt & trois demi- 
pièces : mais le quarré de ^ eft -^^ ; & fi l'on fouftrait de ce nombre 

(5o ou — ,1e refte fera -^, qui eft un nombre quarré comme le pro- 

4 4 

blême le demande, & qui défigne le nombre des livres ftefling employées à 
l'achat du vin; mais i5£3=72-î-, & par conféquent le vin a coûté en 

tout 72— livres fterling. 

Pour trouver à-préfent le nombre des pièces de chaque forte, défi- 
gnez par z le nombre des pièces de la moindre forte; & puisque le nom- 
bre total des pièces étoit 11^, il faut que le nombre des pièces de la 
meilleure forte ait été 11^—2: mais fi une pièce de la moindre forte a 
coûté 5 livres fterling, z coûtera en livres fterling 52; pareillement, 
1 1| — 2 , quantité du vin de la meilleure forte , coûtera 92 — 82 en livre» 
fterling; donc lafomme totale mife en vin étoit 52 -+92— 82, c'eft-à- 
dire, 92 — 32 en livres fterling} mais nous avons trouvé ci-defliis que 
cette fomme étoit de 712^ livrés; donc 72^=92—32; donc 32=191, 
& 2=:6/^fdonc fi nous iuppofons que chaque pièce contient($o, la quan* 
tité du vin de la moindre forte étoit 6 pièces 35 gallons; retranchez ce 
nombre de la quantité Totale, favoir, 11 pièces 30 gallons, & il reftera 

4.piéces s s gallons de la meilleure forte, ou 4^^. 

Pour 
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- Pour s*aflurer davantage de la juftefle de ce calcul , on n*a qu'à mùlr 
tiplier 6-^> quantité du vin de la moindre forte, par 5, & le prix en 

fera 32— livres llerling,. c*eft-à-dire 32/. lis. o^d: multipliez auffi 
4il , quantité du vin de la meilleure forte ^ par 8 , & le prix en fe- 
ra 39-^ ou 39-^ livres, c*efl:-à-direj| 39/. 06s. oSd; ajoutez enfemble ces 

deux fommes, favoîr, 32/^ lis. 04^ & 39/. 06s. oid^ & la fomme tota* 
le fera 72/. oss. oody comme la folution le demande. 

S C H L I E. 

Pour mettre dans un nouveau jour la folution précédente, ii faut 
confîdérer que nous y avons eu deux limitations de la valeur de y, 
favoir, que yy — 22y-fi2i devoit être plus grand que 61, & que 
yy'-,24.yH-i44 devoit être plus petit que 84. Qr fîyy — 22y— fi2i 
eft plus grand que <îr, fuivant Y An. 232, y— 11 doit être plus grand 
que -fVtSi ou moindre que — v^(Ji; le premier de ces cas a été 
examiné dans la folution précédente; mais pas le dernier, favoir, que 

y — II fut plus petit que— v^ 61: faifonsy--ii plus petit que — 7^ , 

& par cela même plus petit que — V61, à caufe que 7-^ eft tant 
foit peu plus grand que y6i: cela étant, fi y— 11 eft plus petit que 
^7^-, y doit être plus petîtque3— . De pliK, .fi yy2^y -+144 eft 

plus petit que 84 > y— i^ doit être plus petit que -f j/ 84 & plus grand 
que — 1^84 î c'eftce dernier cas qu'il faut examiner ici; faifons donc 

y — 12 plus grand que —9-^, puisque 9^ eft tant foit peu plus petit 

que v^ 84> & nous aurons y plus grand que 2^ ou 3 '— ^- Nous avons 

donc ici une autre valeur de y différente de celle dont nous avons fait 
ufage dans la folution précédente ; car nous y apprenons qu'on peut fup^ 

pofer y égal à quelque nombre plus grand que 3 — — & plus petit quQ 

3-+Vî- faifons donc y=3, c'eft-à-dire, que jî a: — (Je foit égalé à un 

quarré dont le côté foit :c =: 3 ^ & nous aurons x s 11 ^ , comme auparavant. 

Si nous avions reculé les limites de s autant que cela fepouvoit,c'eft-à* 

dire , fi nous avions placé ce nombre entre lo^ , & 1 2^ les limites de y au- 

roientété pareillement reculées depuis 2^ jusqu'à 3— j ainfi la plus pe* 

tiie valeur de y peut être fuppofée égale à quelque nombre entre 
Tme IL K 2/, 


^jL St^JL'^&h plus grande valeur à quelque nombreéûtre 1 8— âc C2-Î. 

Si Ton prend y hors de ces limites , il en réfultera, que x doit aufli ft 
trouver en*deçà ou au-delà de fes limites y & que la quantité du via de 
Tune ou de l'autre forte fera négative , ce qui eft abfurde. . 

P R O B. 1 E M E 30. 

^'on propofe ici uniquement » à caufe qu'il s^y agit de refondre une 
Ibrte d*égalité doublée, dont il n'a pas encore été fait mention. 
^ 260. Trouver un nombre , qui étant féparément mûltipUé par 8 ÎS fur 1 8 j 
^ le nombre de 9 étant ajouté au premier produit ^foujlrait du dernier ^ tant 
Ifl/omtne que le rejle /oient des nombres quarrés. , . , • 

r Solution. 

• 

Mettez X pour le nombre cherché , & nous aurons cette égalité don? 
ilée. 8ïH-9=D, 5ç i8x— 9=D, laquelle eft différente de toutes cel- 
les (îont il a été.queflion jufqu'ic^) & peut uniquement feréfoudre par 
cette confidération , favpir, que 8 & 18 > les deux coëfficiens de ^i;^ font 
y m V l'égard de l'autre comme les deux nombres quarrés 40^9: or puis- 
que 8' eft à 18 comme 4 à 9, 8x99 produit des extrêmes, fera égal à 
41^x4 ^ produit des termes moyens^ & par conféqu^nt fi le premier quat- 
re 8a?.-+9 eft multiplié par 9,& que le fecond quarré 18^—9 foit roul- 
tïplié par 4., les produits 72^? -t- 8 1 & 72i— 36, continueront à être des 
ilbmbresquârrés, les multiplicateurs 9 & 4 étant des quarrés ; & les 
coëificiens de x dans les deux nombres feront le même, favoir, 72; & 
l'égalité doublée dans le premier cas fe trouvera préfenten^nt réduite 
à celle-ci, favoir, défaire 72a:H- 81=0, & 72a;— 3<5=:Q. La diffé- 
rence entfe ces deux quantités eft 117 : donc fi nous trouvons deux quar- 
tés doqic la différence ioit 117 , & que nous égalioifs 72x^36 au plus 
petit de ces quarrés, le nombre 72a; -+81 devra être égal au plus grand 
quarré , & ainQ nous aurons 72* — 36=D,&72a:-i-8i=D. Pour trou- 
ver maintenant deux quarrés dont la différence Ibit 117, je m*y prends 
ôomme dans l'An. 231, & décompofe 117 dans les deux multiplicateurs 
29 & 3, dont la différence eft 36,^ & la demi - différence 18; & com- 
ine le quarré de 18 eft 324, j'ai cette équation, 72*— 30=324; donc 
x^5,>qui eft un nombre tel que le problème le demande: car fi l'on 
multiplie féparément x par 8 & par ig , lee produits feront 40 & 90; & 
ii l'on ajoâte le nombre de^ au prémiet/ produit, & qu'on ^^tranche ce 
nombre du dernier, la fominé Tera 49 & le refte fti^ qui font l'un & 
l'autre tles nombres quartés, ' * 

ELE- 
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Z)f la nécejjltéje T^f^Jii^W^J ^îB^ WJ^V^^^.^ .^^9^^Vi$§^ 

trine de la Proportion telle quelle fe trouve dans les EMrnens, i^J^ncUde;* ... 

Art. t6i. TTV Aks le ij^ne & ifléme article de ce Trtiîté,3'aî-^x- 

Xl-/ pofé aufli "daîrement , & étendant auffi faccinftèi 
ment qu'A m'étoit poffiMe, la doSrîne de la proportion relativement atiX 
hombres & aux qûahtités icommenfurables , dont chacune' ^eut êtrecoQ- 
fidérée commet muFtiple , partie on parties d'une autre -qtentîtié^a W^ 
me genre , A ce que J'aî dit firr cette matière a Tuffi po^le 'bdt'qtfëjè 
me fuis propofé jufqu'icî. Mais comme dans le Livre fùîvant Je doîâ 
appliquer l'Alge'bre à la Géométrie, & par cela même confidérer la pro-i 
portion relativement aax grandeurs en général commenforàbles ou îm 
commen'farable», je pécheroîs contre Texadèitude Géométrique , l3' je 
né reprenois pas ce rajet pour Fenvîfager dans toute fon étendue , -Cirib. 
à-dire, tel qu'il eft dans le cinquième Livre des Elémens de la Gécmé# 
trie. A la rigueur pourtant, j*aurois pu me difpenfer de cette partie 
•de ma tâche (& je m'en ftrois difpenfé avec plaifîr) en renvoyaat le 
Lefteur aux i Èlétrien^ mêmes fans m*eh embarrâflfer dâventaige} mais 
quelques rayons tirées de Texpérience m'ont détér'mbé à préférer Voti. 
lité de ines Lééleuft à mon Intérêt particulier. ' .' ' ^ -, 

J'ai obfervé plus d'une fois que la plupart de .ceux qui fe mettent à 
lire EucHdey quand ils font parvenus au GÎnquiéd>e Livre, qui traite d^in 
'Tpropbf tîot^, ou pàffèiit ce Livre comme cdîitéûttt quejc^ chaft de ts^f 
•fubtil poiïr pôuVôîr '^^e tomprii^par des ^^pptèsâà GéoniécresiOii b^Gi 
-sY^^tâiffiènt'fi !égé«eflîfe«fe,' qifils n'en d^vi^ïnent :giiéreà piasittltbitokî 
«infî la doarîné de la proportion (qui forme Ja partie la phis étendue & 
'par cpnféquent h, plus utile des Mathértiatîqu«$)*€ft éi àdpaife p»r eu» 
Tans preuve , bu très-inipfif faitèmertt^ éôiftfrt^fe. teaf figoros., dont on y 
fait ufage, fonïfi^ fimpfes qu'elle» 'lïaîSMleftf Jttâ rimâginatèm ,apta»t 
qu'U'èftnéééffâîrèp6\irifi^ ^ ''• -'—' '^ '--i:..^ 

• Lès'propbfîtidà' ^;itii^^]^^^'^»m^*^ 

K 2 éviden- 
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évidences paf éltes-mêtoesT & împitientenr ctovantage-'uiï Leatearcu. 
rieifit d'apprendre, que fl elles avoient été pliis obfcures; à caufe que 
les vérités dont ces propofitions font déduites, ne font pas auffidiftinûes 
des propofltions même ^e dans plufieurs autres cas. Mais il eft bon de 
fe fouvenir, que h perfe6lion de tous les Arts & de toutes les Sciences 
en général, & de la Géométrie en particulier, eft d'exiger auffi peu de 
principes ou d'axiomes qu'il eft poflîble; & par conféquent toutes les 
fois qu^une propofition , quelque évidente qu'elle puiffe paroître en elle* 
même, peut fe déduire de quelque propofition déjà démontrée, la chofe 
doit fe faire abfolument, afin de ne pas introduire un nouveau premier 
principe fans néceffité. 

^ I-e ^efleîn d'une démonflration Géométrique n'eft pas tant d'éclaircir 
la propofition à laquelle elle eft annexée, ou de la rendre plus claire 
5u!ellç n'auroit été fans cela, (quoique ce dernier article doive être ob- 
fervé zuffx fouvent que la nature de la chofe pourra le peotmtre) que- 
lle faire voir la connexion néceflkire qu'a la propofition, qu'il s'agit de 
démontrer, avec quelque vérité'déjà admife ou prouvée , de-forte qu'el^ 
les doivent fefoutenir ou tomber enfemble, foit que ces vérités prélî. 
minaires ayent plus ou moins d'évidence que la propofition qu'on veut 
démontrer: je dis, plus ou moins d'évidence; car on rencontre dans le» 
filémeos d'Euclide plufieurs propofitions prouvées par d'autres moins éyi- 
deates. qu'elles-inêmes. Par exemple , Euclide démontre dans la ving. 
tîéme propofition du premier Livre , que dans tout triangle deux côtés pris 
$nfetnble font plus grands que le troifiéme : or il eft certain que cette pro- 
pofîtion eft plus évidente que celle-ci , favoir , que l'angle externe dlim 
triangle eft plus grand qu'aucun des angles internes & oppofés ; & ce> 
pendant cette dernière propofition eft prouvée par l'autre, à l'aide de 
la ipéme. Mais on peut alléguer encore une autr^e raîfon pourquoi Tott 
4oit démontrer des propofitions évidentes dans plufieurs cas , & parti- 
<niliérement dans le cinquième Livre desElémens. Une propofition peut 
iquelquefois nous paroître évidente par elle-même fuiyant les conceptions 
ique nous avons des chofes, qui ne fera plus telle à nos yeux, lorsque^ 
ïious ferons, devenus ua peu plus habiles. Ces iM^opofitiqns , par exem- 
ple, qne d'égales, quantités ont la même raifm à une traijiéme^ que de deux 
quantités inégales Ja plus grande a une plus grande raifon à une trùifiéme qut 
ta plus petite^ & quelques, ai^tires du. même genre^dans le cinquième Lir 
:3vre, pawîtrbnt évid^utei à la.i^ppart des gens, & l'on ne fauroit nier 
qu'elles ne foient telles fui vant l'j^iée copmiuie qu'où fe formp de la pro- 
^îtionalitjé'; ma» ^mtj»! OQl ifi^iit à les examiner cpi^rmément à l'idée 

plus 
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plos jttfte, & plus étendue qvt^Euélide en a donnée, ou s'appercevra, fî 
je ne me .trompe , que ces proportions y & particulièrement la dernière, 
ont befoin de démonftration. 

Dans un fyilême de Géométrie Elémentaire parfait & régulier , tel 
qu'on peut fuppofer avec raifon qu'elt celui ÔLEucUde^ ou du* moins qu'il 
a été, certaines propriétés très-fimples, relatives aux lignes, aux angles 
& aux figures , doivent être pofées comme définitions ; & c'eft de ces 
définitions confidérées en elles-mêmes , & comparées lune à Faute , que 
tout le relie doit fe déduire avec la précifion la plus rigoureufe , fans que 
le moindre appel au fens-commun fbit permis. A Texception des pre- 
miers principes le fens-commun n'efl pas juge des Vérités Géométri* 
ques: fa fonélion confifle proprement à juger fi une propofition ell dé* 
montrée fuivant les règles déjà prefcrites , c'eft-à-dire , fi la connexion 
Héceflaire qu'elle a avec quelque vérité établie auparavant efl: manifes- 
te * dès que cela efi: ainfi , il ne refl:e plus d'autre parti à prendre que 
celui de l'acquiefcement. Pendant que la Science fe trouve fagement 
renfermée entre ces limites , on ne fauroit guéres lui reprocher de pafier 
Tes bornes naturelles; au-lieu que fans cela ces mêmes bornes font très* 
difficiles , & peut-être impoffibles à afljgner. 

En voilà aflez touchant la nature d'une démonftration Géométrique 
pour que les commençans ne s'y méprennent point en étudiant les Élé- 
mens de la Géométrie. 

Mais par rapport à la matière dont il efl: ici quefUon , il y a encore à 
lever une autre difficulté , qui fou vent décourage ceux qui abordent la 
doârine de la proportion , plus qu'aucune de celles que nous avons in- 
diquées jtifqu'ici , & qui efl: celle de bien comprendre le fens de la défi- 
nition ^Euclide a donnée des quantités proportionnelles pour mettre 
dans tout fon jour un article auffi important ; j'inférerai ici une courte 
Diflertation , qui efl: proprement un extrait de plufieurs confidérations 
que f ai coudiées par écrit fur ce fujet : ainfi le Lefteur ne doit pas être 
iinrpris s'il trouve ici répétées quelques-unes des chofes qu'il a déjà vues 

''cUns on autre endroit de ce livre. 

» 

Déferle de la cinqtdéme iijmtum du cinguiiffie Lhre ^udide. 

262. N. B. Pour faciliter l'intelligence de ce qui va fuivre, il faut 

obferver, que par une partie^ dans le fens. ^u'Euclide aitacbe à ce terme 

ions Te cinquième Livre de fes Elémens , il faut entendre une partie alvpiote , 

\ ÎS pas une partie aliquanîe. Ainfi le nombre de 3 efl: une partie de 12 dans 

' le fens ^Euclide, cùmm^ étant précifément contenu quatre fois dans 12; 

.1 Kj & 
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& quoique te nombre 9 foie une partiede 13 dans le même (èns qa*une par» 
lie efl: diilinguée du tout , ce nombre cependant dans le fens A'Euclide o'eit 
point une partie , mais des parties de 12 , comme en étant les trois quarts» 

i?. Si deux quaniiPés A éf Bfont cammenfurables ^ A doit être néceffcd* 
remâra quelque multiple^ ou me partie ^ ou des parties de B> Car û J & B 
font commenfurables 9 U fauc que B mefure Jj ou que A roefure jS» oa 
bien qu'ils foient mefurés Tun & Tautre par quelque troifiéme quantité : 
G. B mefure J un certain nombre de fois , fiippofons 3 fois , J fera en 
ce cas un tiers de f , & par cela même une partie de £: û J & B nt 
& mefurent pas l'un Tautre, que C les mefiire tous deux, & que C foit 
contenu exaâement dans J trois fois & dans B quatre fois; en ce caf 
un tiers de J un égal à un quart de B , comme étant tous deux égaux 
à C; multipliez les deux membres de Téquation par 3 ,&vous aurez' | de 
jiy ou ^=1 de B; c*eft pourquoi en ce cas le nombre J eft des par- 
ties de & 

2"^. Si deux quaraitis A & BJimt mommanfurables ^ A ne fauroit Hre 
m muhiplo , ni partie ; ni parties de B. Car û A étoit quelque multiple 
de 5, B femefureroit lui-même & A ^ ce qui répugne àThypothéffe 
de leur incommenfurabilité : pareillement , Ci A étoit une partie de 
^ , il fe mefureroit lui - même & B : enfin je dis , que A ne llturoit 
être des parties de B i car C, par exemj)le, il étoit ^ de J, ^ de B me- 
fureroit A & B^ contre Thypothéfe: à- la-vérité ;-<f peut être plus grand 
bu plus petit que quelque partie ou parties àt B, mais jamais égal à 
qudqu'une ou à plufîeurs (Telles prifes enfemble, tant efl: déliée la corn- 
-pofition de la quantité continue. Par exemple, nous avons démontré 
dansFArt. 201, que le côté & la diagonale d'un quarré font incoîn- 
menfurables l'un à l'autre; que la quantité ^ foît donc la diagonale d'ub 
quarré dont le côté eft 5, & le quarré de -^fera au quarré de B corn- 

me 2 à I ; mais la racine quarrée de 2 efl; i .414 &c. c'eft-à-dîre, ^ , 

ou plus exafliQnent Y^5 ou plos^exaftement encore î^ : d'où il fuit, 

que fi le côté d'un quarré efl: divifé en 10 parties égales, la diagonale 
contiendra sCi-delàde 14 de ee$ parties, mam pas jui^u'à 15; û le côté 
efl: divifé en 100 parties égales, la diagonale contiendra plus ^e 141 de 
ces parties, mais pas 142; fi le côté efl: divifé en 1000 parties égs^lés, 
. la^ diagonale comietHira plus de 1414 dé ees parties, niais pas 141^,^ 
ainfi à l'infini ; donc la diagonale d^tm qiiarré ne fauroît jamais exa6te- 
ment être défignée par lÉs^ parties du côtè , auflî peu que le côté peut Vêtre 
par lea parties de la diagonale. Le côté à-la- vérité peut être appliqué 'à 

; la 
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h dlagofiltte, & confidéré à cet égard comme en étant partie; mais il 
ne peut jamais être exprimé par un certain nombre de parties aliquotei 
de la diagonale , quelle que foit la petiteilë de ces parties. Il n'y a point 
d'exaâitude parfaite à ei|>érer à cet égard , mais on peut en approcher 
autant qu'on voudra. Les mêmes approximations ont lieu à Tégard dé 
fexpreffion d'un grand nombre d^aottes quantités încommenfurables. 

3*^. Il paroît par ce qui vient d*être prouvé , que fi deux quantités A 
(f Bf(m$ incwnmenfurabUs , aucvn multiple de tune nefauroit jamais être /- 
gai à un mukiple de Fatore. Car fi , par exemple 4.A pouvoîent être égaux 
à 3* , en divirant les deux grandeurs par 4 , ^ fc trouvCToit être ^ B , conr 
tre ce qui a été démontré ct-deflus. 

4'*. Si quatre quantités A ^ B , C (^ D fmt telles ^ que A foit la même paf- 

tie ou parties de Bque CefideD^ ces quatre quantités s* appelleront en ce cas 

pTêpcrtionelles ^cu^ce qui revient au mime , on dira que A aàB la même rai- 

fon que Ca à D. AinG en cas qae A foit le quart de £ , & Cle quart de 

Z) y A fera la même partie de h que C eft de i) , & les quatre quantités 

lêront proportionelles. Aiûfî encore r^^A'si ^J3,& Cs:- Z) » ou fi A"^ ^ 3 

4-4 4 

ou a5, & Cz=:^D ou 2Z), ou fi Ajz — B. & C=: — Z), dans toutes ces 
• 4 4 * 4 

fuppofitions (en comprenant les multiples fous la notion générale de par» 
tîes) A peut fe dire être les pêmes parties de B que C de Z) ; & par con* 
(ïquent , fiiivant cette définition , -^ a la même raifon à B que C à Z) j ce 
qui eft très- vrai , & la marque que nous venons de donner de la propor* 
tionalité eft infaillible, quoiqu'elle ne rempliffe pas toute l'idée que noua 
avons de la proportion : car toutes les fois que la proporticm fe trouve 
entre des quantidîs incommenfurables , on ne l'y appercevra jamais à l'aide 
de la marque en queftion. Perfonne^ à ce que je m'imagine, n'a jamaia 
révoqué en doute , que le côté d'un quarré n'ait la même raifon à fa dia- 
gonale, que le côté d'un autre quarré a à fa diagonale ; & par conféquent 
-rf peut être à B comme C kD: cependant qui dira dans ce cas, que ^ eft 
h même partie ou parties de B que C eft de Z> , puifqu'ii a été prouvé que 
J n^éSt m partie ni parties de B , non plus que C de Z) ? Donc cette ma- 
niére de définir des quantités proportionelles par une égalité de raifon 
entre quelques parties , ne faufoit (en ayant égard à la précifion géomé- 
trique) fervir de fondement à toutes les autres propriétés des quantités 
prop(Mtionëlles : car comme ces propriétés doivent être appliquées aux 
commenfurables & aux incom'menfurables également , il faut qu'on puifife 
les déduire d'une propriété fondamentale > qui ait le même i-apport aux 
unes ôc aux autres. 

5*. Pour 


j 
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r. Pour établir donc ce cataâére général/je pofenii comme indobi. 
table le prmcipe fuivant , qui eœbrafle également les grandeurs commeo- 
iurables & mcommenfurables , & que tout homme qui a une jufte idée 
de la proportipnalité . de quelque %on qu'il juge à propos de l'expri- 
mer, ou bien , foit qu il 1 exprime ou non , fera obligé de m'accorda- 
qui eft , que 7Î quatre quantités A , B , C 6? D/o« proport ioneUes c'efi à 
dire, fi A a la même raifon àBqueCà D, il fera impo^ible que ÀfJtltL 
grand qu une ou que phfieurs parties de B , fans que Cfoît auM phs ^aai 
qu'une ou que pbfteurs femblables parties de Di ou que Afoît égal à une ou à 
plufievTS parties de B, fans que C foit auffî égal à une ou à phfteurs parties 
Jemblables deD-^ou que A foit plus petit qu'une ou phiet^s parties de B 
fans que C foit aujji plus petit qu'une ou phfieurs parties femblabUs de D 
Cela étant, û ^ a la même raifon à £ que C à 2), il fera impoffible que* 
J foit plus grand que, égal à, ou plus petit que ^de 5, fans que Cfoic 
auffi plus grand que, égal à, ou plus petit que ii de D. Je dis que ce 

principe eft fi manifefte ,. qu'il feroit inutile d'y ajouter un feul mot, par 
voye d'explication ou de démonftration : & fi à l'aide de ce principe, je 
puis démontrer l'inverfe , nous aurons un indice général de la proportio- 
nalité auffi étendu que la proportionalité même. Voici quelle eft cette in- 
verfe de la propofition précédente : S'il y a quatre quantités A, B , C 0* D, 
& que la nature de ces quantités foit telle que A nepuiffe point être plus grand 
que , égal 4, ou momdre qu'une ou plufteurs parties de B , qu'en même tems C 
ne foit nécejfair entent plus grand que , égal à, ou moindre qu'une ou plufteurs 
parties femblables de D y que. le nombre ou la dénomination de ces parties foit 
ce qu'on voudra y je dis q^i'en ce cas A doit néceffairement aooir la même rai- 
fon à B que C a àD» Si on le nie , que quelque autre quantité £ ait la 
même raifon à i) que >f a à B , c'eft-à-dire, que AyByE&D foient 
quatre quantités proportionelles j puis imaginant la quantité Z) diviféeea 
certain nombre départies égales, par exemple lô, "que E foit plus grand 
que 14 de ces parties, & plus petjt que 15, c'eft-à-dire, que E foit plus 
grand que Ji & phis petit que ^deZ); ainfi^doit néceifairement êtie 
-plus grand que il & plus petit que jl" de 5: c'eft ce qui a déjà été ac- 
cordé , puilqu'on fuppofe que y^ a à £ la même raifbn que EkD. Mais 
fi ^ eft plus grand que y|->& plus petit que ii. de 5, C doit être plus 

grand que ^ & plus petit que i5. de i) par l'bypoth^fej le rapport en- 


tre 
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tféJ^ByCôcD étant fuppofé tel , -que J ne fanroit être phw ffmi 
•ou phis petit qu'une ou plafioirs parties de £ , que C ne fbit auffi plus 
.grand ou plus petit qu'une ou plufieurs femblables parties de D. Nous 

voîcî donc avancés jufqu'au point , que fi E fe trouve entre it & ilde 

2), Cdoît fe trouver néceflkîrement entre les mêmes limites : or la diffij* 

xence deit <& Jf de Z) eft -î- de D; donc la différence de C & de £. 

• lO lO lO ' 

qui fe trouve entre ces deux limites , doit néceffairement être plus petite 
que— de jD. Tout ceci eft fondé fiir la fuppofîtion que la quantité D 

a été divifée d'abord en lo parties égales ; mais fi on Tavoit divifée en 
ICO , en 1000, ou en loooo parties égales (foppofîtions qui n'auroient 
apporté aucun changement aux quantités C & £) la conclufion auroit été 
en ce cas, que la différence de C & de £ auroit été moindre qu'une cen- 
tième , qu'une millième , où qu'une dix-milliéme partie de D , & ainfi à l'in- 
fini : donc la différence de C & de £ doit être plus petite qu'une partie 
quelconque de i) , ou , ce qui revient au même , efi: nulle ; par coiiféquenc 
C efi: égal kK Puis doncqueCefl:égalà£,*&que^efl:àBcommejEàZ), 
il s'enfuit que Je&kB comme CeUkD. C. Q. F. D. 

Nous avons donc ici une marque caraâériflique qui accompagne tou- 
jours la proportionalité , & qui , Jun autre côté , ne fe trouve jamais fans 
elle, favoir , que quatre quantités font appellées proportionelles, la pre- 
mière à la féconde comme la troifiéme à la quatrième , quand la première 
ne fauroit être plus grande que , égale à , ou plus petite qu'une ou plufieurs 
parties de la féconde, fans que la troifiéme foitplus grande que, égale à , 
ou plus petite qu'une ou plufieurs parties femblables de la quatrième : ou 
bien : Quatre quantités peuvent être appelUfs proportimelles , quand la premier 
re ne fauroit être contenue entre deux limites exprimées par quelques parties de 
la féconde y quelque petite que puiffè être la dijiance quifépare ces limites, fans 
me la troifiéme foit néceffairement contenue entre les limites exprimées par de 
femblables parties de la quatrième. 

6*., Si Euclide s'étoit arrêté ici iàns rafiner davantage fiir le carafté- 
re diftinÛif de la proportionalité que nous venons de donner (car j'oie 
affurer que ce caraélère diflinftif lui étoît bien connu) je Tuis perfuadé 
qu'il auroit donné une plus grande fatisfaélion à la plupart de fes difcî- 
ples , principalement à ceux qui n'ont pas le goût trop fin , qu'il n'a fait 
en affignant , dans le cinquième Livre de fes Elémens , un autre caraftére * 
diflànûif à la proportioùalité : cependant on peut voir aifément, qu'en 
démontrant plufieurs autres propriétés des quantités proportionelles k 
Tome IL L faidé 
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taidetdes principes que nous venons (Tétablir , cm auroit été alors ^figé 
de prendre telles & telles parties de grandeurs , au-lieu qa'Euclide fubfti- 
tue à leur place Tufage des multiples ; car bien loin d'avoir enfeigné dans 
qttelqu'ane des propofîtions qui précédent fa définition de la proportio- 
nalité, la méthode de faire des divijQons femblables à celles que nous 
avons indiquées , il paroît avoir évité avec foin d'en parleir^ & cela avec 
beaucoup de raifon ; car Tufage des nombres entiers doit dans tou^ les 
cas être eftîmé plus naturel & plus élégant que celui des fraélioiis y & la 
multiplication des quantités a toujours été regardée comme plus facile à 
concevoir , que la réfolution de ces mêmes quantités en leurs parties ali- 
quotes. Voilà pourquoi EucHde ne montre en aucun endroit comment il 
faut multiplier une ligne ou quelque autre quantité , fuppofant que la pra- 
tique de cette opération efl une efpéce de pofiuîatum , au-lieu que dans Ja 
neuvième proportion du fixiéme Livre de fes Elémens il enfeigné com« 
ment il faut retrancher une partie aliquote d'une ligne donnée quelcon- 
que. Ces confidérations & autres du même genre ont déterminé Eucliâe 
à rafiner encore fur la marque caraélériftique de la proportionalité ^ en 
iubftituant les multiples aux parties aliquotes de la manière que nous al- 
lons décrire ; & nous démontrerons en même tems la juftefFe de fa défl- 
ation à l'aide de' ce qui a déjà été prouvé dans le N"". 6. Voici quelle 
eft la propofition qu'il s'agit de démontrer: S' il y a quatre quantités A,B, 
G0^D, É?^EAG?EC foient des équimubiples de la première & de la 
troijiéme y (^ FB & FD d'autres iquimultiples de la féconde & de la qua^- 
triéme; & de-plus^ fi ces quantités font de telle nature ^ que E A nefauroit 
être plus grand que , égal à y ou plus petit que FB y fans qu'en même tems E C 
foit plus grand que , égal à, ou plus petit queFJiy quand on les compare ref 
peâivementj que les multiplicateurs E ^ F foient ce qu'ils voudront \ je dis 
cela étant , que A doit nécejjairement avoir la même raifm àB que CàD. 
Or on ne fauroit révoquer en doute, que quatre quantités ne poiflent iè 
trouver dans des circonflances pareilles à celles que nous venons de dé*^ 
frire : car fuppofons que A foit le diamètre & ^ la circonférence de quel, 
que cercle , & que C foit le diamètre & /) la circonférence de qudque 
autre cerdet qui niera que vingt & deux fois le diamètre d'un cercle né 
foit plus grand que ,. égal à , ou phis petit que fept fois la circonférence, 
précifément comme vingt & deux fois le diamètre de l'autre cercle eft 
plus grand que^ égal à, ou plus petit que fept fois la circonférence de ce 
cerde. FalTons préfentement à la démonfbration de la propofition. 

Si l'on nie que ji foit à B comme C k Efi, que J foit à B corn, 
ipe G à /) > & puis fuppofant D divifé en dix parties- égaks^ que G foit 

plus 
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^ grand qae 14 de ces parties, & plus petit que 15 : cela étant , cos>. 
loe »ar la fuppofiticai J dk i B comme G à D , nous aurons J phtt 
grand que i^ y & plus petit que H de 5 j donc 10 J feront plus grand» 
nue 145, & plus petits 9"^ '5^ î ™a« P^^ l'hypothéfe, aucun multiple 
de J ne fauroit être plus grand ou plus petit qu'aucun multiple de B, 
jans que le même multiple de C foit plus grand ou plus petit qu'un pa- 
teil multiple deZ); donc loG font plus grands que 14D, & plus peuts 
que- rsD ; donc C eft plus grand que If & plus petit que j^àe D; donc 
fi G eft une quantité entre ii & il de D , C doit auffi être une quanti- 
té renfermée entre les mêmes limites ; donc la différence entre C&G 
doit être plus petite que -Jj de D. Cet argument fuppofe que D a été 
divifé en dix parties égales ; miais C&G feront les mêmes , quel que foit- 
te nombre des parties dans lesquelles D eft divifé ; c'eft pourquoi, dans 
ht fuptofition que D eft divifé en 100, en looo, ou en loooo parties 
égales î^c. la différence entre C&Gfe trouvera être plus petite qu'u- 
ne centième, qu'une milKéme, ou qu'une dix miUiéme partie de D, & 
ainfi à l'infini; donc les grandeurs C &. Gfont égales, comme il a ét^ 
prouvé au N<>. 5. de cet Article. Puis donc que J ne fauroit être plus 
grand que, égal à, ou plus petit qu'une ou plufieurs parties de J , fans 
que G foit plus grand que, égal à, ou plus petit qu'une ou plufieurs par- 
ties femblables de D , parce que ^ eft à 5 comme GkDi & puisque G 
ne fauroit être plus grand , égal" à, ou plus petit qu'une ou plufieurs par- 
ties de D, fans que C foit plus grand, égal à, ou plus petit qu'une ou 
plufieurs parties femblables de Z) , à caufe que G & C font des quantités 
égales; il s'enfuit, par égalité de raifon, que J ne fauroit être pluïgrand , 
égal à', ou plus petit qu'une ou plufieurs parties de B , fims que C foit 
plus grand, égal à, ou plus petit qu'une ou plufieurs parties fembfableff 
de D ; & par conféquent que ^ eft à S comme C eft à D , fiiivant la 
marque caraûériftique de U proportionalité donnée ci-defllis. C.Q.F.D»: 
Quatre quantités peuvent donc être appeUées proportionelles- , la première à 
là féconde comme la trotftéme à la quatrième , quand il n'eji pas pojftble depreni 
are des équîmuhiples de la première ^ de la troijième , qui nejhient tous deux- 
fhs grands qucf tous deux égaux à y ou tous deux pbts petits ^d'atareséqui' 
vadtiples quelconques qu'on pourra prendre de la féconde ÉJ* de la quatrième , fi 
en Us compare refpeSHvement. • 

7«. Comme tout nombre eft une quantité diicréte , & point conti- 
nue, il y a un minimum en £ût de nombre, mais pas en fait d'étendue; 

La d'où 
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d'où il fuit 9 que les parties des nombres doivent néceflairementêtrepbif 
Aftinâes^&par cela même plus aflignables que cdies de l'étendue. De- 
j^ltts y comme tous les nombres font commenfurables à Tunitë ^ chaque 
nombre peut être confîdéré comme un multiple , comme «ne partie ^ou 
conune pludem's parties de tout autre nombre. Cefl ce qui a fait qtCEui- 
clide^ en définifTant les nombres proportionaux , eniploye la. définition 
donnée dans cet Article N"*. 4. ; tant il craignoit de s'éloigner delà 
notion commune attachée aux qusmtités proportionelles y toutes les fois 
que le fujet qii'il traitoit pouvoit le permettre; 

De la fiptiémt âéfinitim du cinquième Livre if EucEde. 

2(^3. Si Ton admet comme une marque caraâérîfHque fuffiiànte de b 
proportionalité de quatre quantités , quand elles ont par leur nature entre 
elles ce rapport qu'on ne fauroit prendre des équimultiples de la premié^r 
re & de la troifîéme , qui ne (oient en même tems tous deux plus grands 
que, ou tons deux égaux à, ou tous deux plus petits que d'autres éq^ui- 
multiples qu'on pourroit prendre de la féconde & de la quatrième ^ en ce 
cas, dès que la chofeefl:^ ou pourroit être autrement, il ne fauroit y avoir 
de proportionalité, par exemple :<S/ en comparant les équimultiples de lapre^ 
niére quantité ^ delà troifiime avec £ autres équimultiples de la féconde &de: 
la quatrième , il y a g^elques cas oié le premier multiple fiit plus grand que le 
fécond y & que cependant le troifiime ne foit pas plus grand que le- quatrième;. 
M dans lesquels le- premier multiple foit plus, petit que le fécond y & le troifième. 
pas plus petit que le quatrième; alors la premiéte quantité rCaura pas. la même: 
raifon à la féconde y que la troifième a à la qmtrièmey mais une raifon plus, 
grande ^ dans le premier caSy& plus petite que dans le fécond.. J'ajoQte dè«- 
plus , que fi de quatre quantités ,. la première a une plus grande raifon à là 
féconde que la troifième na à la quatrième y il doit y avoir des, cas y foit que ces. 
caspuijjent être ajjtgnés où' non y dans lesquels des équimultiples de la première 
(^ de la troifième , Êf des autres équimultiples d^ la féconde Sdela^ quatrièf^. 
me y le premier multiple fera plus grand que Je- fécond , É5* que cependant le troi*> 
Jième ne fera pas plus grand que le quatrième i Car fi de pareils cas n'étoicnt 
point polTibles, la première quantité devroic avoir ou la même raifon à 
la féconde que la troifième a à la quatrième, ou une raifon plus petite; 
ce qui eft également contre Thypothéfe. Il paraît par ce que nous ve^ 
Bons de dire , que la cinquième définition & la feptiéme du cinquième 
Ijvredes Elèmens s'accordent parfaitement enfemble. 
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' Queftiùtt au fujet de TAnick précédent. 

264. Céft-Hi tout ce qu'il importe d'obferver concernant les définîtiong 
précédentes} mais fi, ayant quatre quantités J^B^C & D^ dont A ait 
une plus grande raifon à B que C n'a à Z) , quelqu'un youloic famr com« 
ment il .doit s'y prendre pour trouver de tels éqirimukiples de J&deC^ 
& de te(s autres équimultiples de j5 & de Z), que le multiple de Jfe 
trouve phis grand que celui de B^ & que dans ce même tems te muki-^ 
p]t dé C ne fe trouve pas plus grand que celui de D , voici la méthode 
qu'il doit fuivre. Si les quantités ^, ByC&D font commenfurables , que 
leurs raifons foient exprimées par des nombres : comme , par exemple ^ 
que J foit à B comme 7 à 5, & que C (bità D cDmme.4 à 3 ; en ce cas 
4 & 3 , expfeilîons numériques de la plus petite raifon^ feront les moltiplica*^ 
teurs requis^ fi des deux termes ^& B^ le phis grand te rme^eft multiplié 
par le plus petit multiplicateur 3 , & le plus petit terme B parle plus grand 
multiplicateur 4; car en ce cas 3^(21) feront plus grands que 4J (20) r& 
cependant 3C(i2) neferontpasplus grands que 4Z) (12), les deux demiert 
multiples étant égaux. Que (il'on demande de tels multiples , que le premier 
multiple foit plus grand que lefecond^âi: qu'en même tems le troifiémémul* 
tiple foit plus petitquele quatrième, en ce cas il faut prendre quelque fi^ac^ 
ûon intermédiaireentft | & | , & les termes d'une pareille fi:a£Hon feront les 
multiplicateurs requis. Far exemple, changeant les fraétions extrêmes eit 
décimales, nous avons ^=1 .4, & 5—1 .34— jdonc* fi Ton prend quelque 
ftaâion décimale entre i ,4 & i .34, une pareille fraftion exprimée en 
nombres entiers donnera les multiplicateurs requis. Prenons r .37^, 

C*efl;-i-dire , -^^ » <>" T ^ ^° ^ ^^ ^^ nômBre 8J (s6) iera plus grand 
que iiB (ss)j & dans ce. même tems le nombre 8C (32) fera plus pe-r 
tit que ni)(33)- 

Si la quantité J eft incommenfurable â ^, ou C a D , ou l'un & Tau- 
tre à l'un & l'autre, trouvez cependant, au moyen du fécond fcholie de 
FArt. 179, des nombres qui expriment ces raifons avec autant de précî- 
fion qu'il fera néceflai're. Par exemple, que la railbn du nombre £^aii 
nombre F foit à peil près la même que 'celle de -^ à £ , & que la raifort 
du nombre G au nombre H foit à peu près la même que celle de C à D; 
cela étant , fi l'une ou l'autre de ces raifons, fâvoir , la raifon de JE à F, 
ou la railon de G à/f , fe trouve entre les raifons de ^ à 5 & de Cà D, 
les termes de la raifon intermédiaire feront des multiplicateurs tels qu'il 
Éaut ; mais fi* aucun de ces cas n'a lieu , quelque fraftion intermédiaire 

doit être prife entre le» deux fra6lions 7 & j|« 

L a -Après 


Après avoir facilité ainfî anx commençaiis FiAteUigence de la doâri* 
pe dEuciide au fujet de la proportion , d*un côté en redreflant leurs idées 
fur cette matière, & de Fautre en écartaat divers obftacles qui pourroient 
les arrêter , j'efpére qu'ils rencontreront moins de difficultés dans les pro- 
positions fuivantes , que dans 4m nombre égal de propofitions , en quel* 
que autre endroit des Ëlémens : & néanmoins tout le fervfcequejeleuraî 
rendu en ceci , confifle à avoir mitigé autant que je Tai cru néceflaire la 
préciûon rigoureufe d'EucIide, en mettant fes démonftrations plus à I4 
portée de l'imagination y que cet admirable Auteur ne paroît s'être fon- 
dé de faire ; f ai pourtant tâché de conferver toute leur force aux dé- 
fnonftrations , & Tofe me flatter de ne leur avoir rien ôté de leur élégan* 
ce. Je ne me fuis point fervi de calculs Algébriques en démontrant ces 
propofitions y à moins qu'ils ne fuiTent fondés fur des propoGtions précé- 
dentes; comme fâchant très -bien, que des principes de Géométrie ne 
dépendent point des opérations Arithmétiques ; mais que ce font plutôt 
les opérations Arithmétiques qui dépendent des principes de Géométrie. 
Cependant 9 pour la commodité du Le£leur, j'ai fait ufage de quelques 
iignes Algébraïques très-fimples. Ainfi J^B/C^D fignifient des grandeurs 
de quelque genre que ce foitj £ , J^, G , fi' défignent toujours des nom- 
bres entiers, à moins que le contraire ne foit maçflué; J-i-B exprime 
la fomme de deux grandeurs homogènes quelconques A & B; J-'S 
leur différence, ou l'excès de J |)ar defllis B'yEJ&FB fignifient deux 
multiples de A&deB^ les multiplicateurs étant E & F, &c. J'ai quel- 
quefois aufll employé avec fuccès le figne ^— jB augmenté de 5, pour 
exprimer un axiome général, dont le fens eft, que fi Ton ajoute k quel- 
que quantité ce dont elle eft furpaflëe par une plus grande quantité, la- 
fixnme fera la plus grande des ^evix quantités. 

LE CINQUIEME LIVRE DES ELEMENS D'EUCLIDZ. 

Définitions. 

265. I.- Une grandeur ejl dite partie d'une autre gmndeur y la plus petite 
de la plus grande lorsque la plus petite mefure la, plus grande. 
2. Une grandeur ejl dise multiple d'une autre plus petite y lorsque la plus gran- 
de ejl me/urée par la plus petite. 

N. B. Notre langage manque de délicateffe pour rendre ces deux dé- 
finitions telles qu'elles font en Grec & en Latin. 

Obfervons de-plus, qu'en vertu de ces deux définitions, on ne fauroit 
confidérer aucune quantité fimple comme étant une partie pu un multi- 
ple d'elle-même; car daus le fens à'Euclidây toute partie eft plus petite 

que 
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que ce âont elle dt partie, & tout multiple eft plus grand que ce dont 
il efl multiple. 

3. Raifm efi un rapport mutuel ie deux grandeurs homogènes comparées Tu- 
9# à r autre félon leur quantité^ Ainfi Texcès de 2 par deflus i eft égal à 
l'excès de 4 par deflus 3, & pourtant la raîfon de 2 à i eft plus grande 
que la raîfon de 4 à 3 ; c'eft-à dire, le nombre 2 a pks de grandeur étant 
comparé avec i , que le nombre 4 n'en a étant comparé avec 3 ; puisque 
le nombre 2 efl: double de i , 3^ que le nombre 4 n'eft pas double de 3 ; 
mais d'un autre côté , le nombre 3 a une phis grande raifon à 4 , que le 
nombre i n'en a à 2, à caufe qu'il a plus de grandeur en comparaifbn 
de 4 que i n'en a en comparailbn de 2 ; car le nombre 3 eft plus que la 
çioîtié de 4, au -lieu que r eft tout jufte la moitié de 2. • -> 

4. Les grandeurs font dîtes avoir raifon Pune à Poutre , lorfqtC elles peuvent 
être tellement multipliées qu'elles s* excédent Tune T autre.- 

N. B. Par cette définition , la propriété d'avoir raifon Tune à l'autre 
ne fauroit convenir i*, A toutes les quantités hétérogènes, parce que 
ces fortes de quantités font telles, que -leurs multiples font aufli peu fu^ 
çeptibles de comparaifon relativement à l'excès ou au défaut que les quan« 
tités mêmes : une aune ne fauroit jamais être multipliée jufqu'à devenir 
plus grande qu'une heure ,.i&c. 2^. La même remarque eft applicable à tou>« 
tes les quantités infiniment petites comparées aux quantités finies,les pre« 
miéres ne pouvant jamais être aflez multipliées pour excéder les dernières. 

5. Des grandeurs font dites avoir entre elles la même raifon , la première 
à b féconde cmnme la troifiéme à la quatrième j brfqti on ne fauroit prendre des 
iquimultiples de la première & de la troifiéme , qui ne foient ou tous deux plus 
grands que , ou tous deux égaux à , ou tous deux moindres que d'autres équimuU 
tiples quelconques qt^on peut prendre, de la féconde Ç^ de la quatrième. 

if. B. Cette définition & la feptiéme ont été expliquées ci-deflus# ^ 
' 6. Les grandeurs qui ont entre elles la même raifon , font apfellées pro» 
portionelles. 

7. S* il y a quatre quantités ^ & qt^ après avoir pris des équtmuHîples de là 
première (^ de la troifiéme ^ 6? d'autres èquirhultiples de la féconde ^ de ta 
quatrième y il puijje arriver que te multiple déjà première foit plus grand que le 
multiple de la féconde^ fans que U'nlUltiple de la troifiéme foit plus grand que 
le multiple de la quatrième ; en ce cas^ la' première de ces quantités efi; dite avoir 
fks grande raifon à la féconde que la trotfiémè-tCa à la quatrième. 

8. La proportion cènfijle dans une égalité de raîfons. 

ç. La proportion fie' peut être exprimée en moins de termes que trots. i 
comme quand nous difôns' Ijlié' A eft à 5 côûime B ï C. 

10. TOhh 
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10. Toutes les fois que trois quantités font en proportion continue ^ Ja pre^ 
tniére ejl dite avoir à la troiftéme une raifon doublée de celle que ta première 
a à la féconde: & d'un autre côté, la première ejl dite avoir à la féconde une 
raifon fous-douhlée de celle que la première a à la troijième. 

1 1* Si quatre quantités font en proportion continue , la première tji dite avoir 
à la quatrième une raifon triplée de celle qu'elle a à la féconde , ^ ainfi de fuite. 

1 2. Les antécèdens de toutes les proportions s^ appellera termes homologues^ 
(^ le même mot s'applique aufft aux confèquens : mais les antécèdens 6? lescon^ 
fèquens conjidèrès enfemble ne s'appellent jamais termes homologues , mais hé* 
iérokgues. 

N. B. Ces trois derméres définitions^ quoique placées ici, ne font d'au- 
cun Ufag^ dans Je cinquième Livre , mais bien dans le fixiéme. 

l^. La raifon alterne efl^ lorfque quatre quantités étant proportioneUes y la 
première à la féconde tomme la troiftéme à la quatrième ^ on conclud que la 
première ejl à la troisième comme la féconde à la quatrième ; la jujlejje de cette 
' conclufion y aufft bien que de tout le refie qui vafuivr.e^ferafuffifammentprow 
vèe dans les propofitions fuivantès.^ 

14. La raifon inverfe ejl , lorsque quatre quantités étant proportioneïïes\ la 
première à la féconde comme la troiftéme à la quatrième , on cônclud que la 
féconde éjl à la première comme la quatrième à la troijiéme. 

iS^ On appelle compojition de raifon y quand quatre quantités étant propor- 
tionelles , la première à la féconde comme ta troijiéme à la quatrième ^ on con* 
'chid que la fomme de la première (^ de la féconde ejl à la féconde comme là 
fomme de la troiftéme ^ de la quatrième efl à la quatrième. 

16. On appelle divifton de raifon lorfque quatre quantités étant proportion^ 
filles y la première à la féconde comme la troiftéme à la quatrième , on conclud 
que textes de la première par dejfus la féconde efl à la féconde comme T excès 
de la -troiftéme par dejfus la quatrième ejl à la quatrième. ' 

17. 0» appelle converjian de raifon; lorsque quatre quantités étant propor^ 
tionnelles , la première à la féconde comme la troijiéme à la quatrième , on con* 
chid que Ja première ejl à T excès de la première par defpis h féconde ^ comme 
. h troijiéme ejl à T excès de la troiftéme par i^us la quatrième, 

18. Si ton compara les quantités d'une fuite avec les quantités d*une autre fuite 
également nombreufe ; (^ que de toutes les raifons d'inné fuite égales à toutes 
celles de t autre y foit que ces raifonsf oient rangées dans le même ordre ou non y 
on conclud que les extrêmes d'une des fuites font en même raifon que celles de 
f autre y cette proportionalitè des extrêmes xVn/2^^. par , égalité de raifons. 

19. Si toutes les raifons dans une fuite font égales à toutes lès raifonsdans 

f autre 9 cette proportion s'appelle pràûnnée^ j^ la pr^rtionalité des extrêmes 

»• ...... ... ^ 
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sHnfire en ce cas par égalité de rai/m ûrdçmnée , ou bien Jimplement par 
égalhé de raifons. 

20. Si toutes les raifons dans une fuite font égales à toutes les raiftms dans 
Vautre , mais pas dans le même ordre , cette proportion s^ appelle troublée ; & 
la propqrtionalité des extrêmes s* infère par égalité de raifons ^ trdubléei 

Ainfi , C Ton compare A^ B &C dans une férié avec D^E&F dam 
nne autre , & fi JdtkB comme DkE^&B kC comme E iF^ cela 
s'appelle une proportion ordonnée , & ^^ eft dit être à C comme Dk F 
par égalité ordonnée , ou Amplement par égalité : mais fi ^ eft à 5 com- 
me £àF&-BàC comme D k E^ cela s'appelle une proportion mal or- 
donnée j & J tH dit être à C comme D kF^ par égalité troublée^ 

Propo^sitiôn !• 

266. S'il y a autant de quantités homogènes qu'on voudra A ^B^C ^,dont 
EA, EB, EC foient les équimultiples refpeEtifs; je dis en ce cas ^ que la 

fomme EA-+EB-f-EC fera le même multiple de lafomme Ah-BH-C^ 
EAeJl de Ay ou EBde B, &c. 

Car les multiples EJ^ EB & EC peuvent être confidérés comme au- 
tant de parcelles diftinftes , dont un certain nombre de Js forment la gran- 
deur EJy le même nombre de Bs la grandeur £5, &le même nombre de Cs 
la grandeur EC: du même nombre de Cs: or comme le nombre des Js 
dans EJ efl:je même que le nombre des Bs dans EB , ou des Qdans £C, 
il s'enfuit, quauflî^fouvent que J peut être pris dans EJ^ouBdansEB, 

ou C dans £C, précifément autant de fois la fomme totale ^-+5-+C 
peut être prife dans la fomme totale EA'+ EB-i-EC; donc la fomme 
EA-^EB-VEL eft le même multiple de la fomme A-HrB-i-C que EA 
eltde A, ou EB de B, &c. C. ^ F. D. 

Proposition 2. 

267. SiEA (^ EB font équimultiples de deux quantités quelconques A & 
B, ^ queEAiS Y B foient pareillement les équimultiples des mêmes quanti- 
tés ; je dis que la fomme EA-M'A fera le même multiple de A que lafom^ 

me EB-+-riJ eft de B. 

Car puisque le nombre des As dans EA efl: le même que celui des Bs dans 
£ J5 ; & qu'outre cela le nombre des As dans FA eft le même que ce- 
lui de» B s dans FB , ajoutez chofes égales à chofes égales , & le nom- 
bre des As dans EA-^FAimi le même que celui des jBj dans EB-tFBy 

Tome IL * M c'ef^- 
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c^êft-à-dire la fommie EJ-i^fAijèri le même multiple de J quelafom- 
«e HS'+FB^ik^tB. C.Q.F.D. 

PltO!»OSITION3. 

2(58. Si EA & EB Jbra les iqumuUtpks -de deux quantités quelcùnffues 
A^E,(fJi^EA (^ ^HË/ont des^quimulttples deEA & deEB;jedis 
T^eitA& s^^JfrmauffiéquimubipIesdeAï^deh. . 

C'eft ce qui fuit manifeflement de la dernière propofitîon ; car puis- 
que EJ & EB font des éguimultiples de-rf&deJî;&que£^&£J5 
font encore d'autres équimultiples de >rf & de £ , il fiiit de cette propo- 
iîrion , que la fomme 2E A eft le même multiple de A que la fomme 
^EB eft de B\ de-plbs, puisque ^EA ^^EB font des équimultiples 
de ^ & de 5 , & que EA &EB font d'autres équimultiples des mê- 
fùe« quantités ^ la fomme $E ii eft le même multiple de A que la fom- 
me ^EB ^ de 5, & ainfi à l'infini. C. £. F. D. 

PROPOSITÎOK4. 

26g. Si quatre quantités A, B,C ^ D font proportionellesy A à Bcm^ 
m C à Dj S^ que E A (^ EC /oient des équimultiples quelconques de la pre- 
miére^ de la troiftéme^ £5" FB, fef FD d'autres équimultiples de la féconde 
& de la quatrième; je dis que ces multiples feront aujji proportionels ^ pourm 
quilsfoient^ pris^dans le même ordre que les quantités proport ionelles dont ils font 
lesfmltfples; ceft^à-dire, que E A fera à FB comme EC à FD. 

Que 2^EA &, sECfoient les équimultiples quelconques àt EA&àt 
25) C, & 2F B & ^FZ) ^*autres équimultiples quelctfoques de FB &de 
sFD; puisque jE/^ & jJE C font équimultiples de E A & de J£'C,ft que 
EA & EC font équimultiples de A & de C, il fuit de la dernière pro- 
pofition que 3£-^, & ^EC font équimultiples de A & Cj & par la 
même raifbn 2F B & 2FD font atuflî équimultiples deBiSc D. Puis donc 
^tiepar rkypothéfe, AeHkB comme CàAj & puisque iEA&sEC 
font équimultiples <le A&de C,& que 2FB & 2FD font d autres équi- 
multiples de jB-à de D,il s'enfuit par-la -cinquième définition ,qae3JT-^ 
. ne lauroient être ^lus grands que, égaux à. Du plus petits que 2F B y 
que 3 £ C ne foient auîîî plus grands que , égaux à , ou plus petits que 2FD. 
t)e-plus , puisque nous avons quatre quantités EAyFB^ EC^FD , dont 
^EASc ^EC repréf^tent des équimultiples quelconques de la première 
& de la trdîfiéme, & 'à FB&^F2) d'autres équimultiples 'qudcî^riquel 
de la féconde '& xle \à quaâfiéBie j & -jmisïpie ^EA ite fauroéent être plus 

.grands 
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grands que, égaux h y ou plu« petits que 2F B^ que 5 JE C ne foîent pa- 
reillement plus grands quej^ égaux à, ou plus pe^it^ que 2F D^ il fuit de 
la cinquième définition, que ces quatre quantités EjS^FB^ EC^ FD 
font propoitioneUes; c'eft-à-dire, que £^ çft à FBc^mme JE £? à PD. 

a iè F. D. : 

s c H O L I E. 

C'eft à cet endroit qu'on rapporte ordinairement Finverfion de raifon 

( fans que je puîfle dire pourquoi c'eft plutôt à cet endroit qu'à aucun 

autre;) c*eft-à-dire, que fi quatre quantités font proportionnelles, corn* 

me 7! A iftà B^comm$ C^ àD^ en ce cas Bfera à A comme D d C;csff 

que EJ& JEC foient les équijnultipl^ qudeonques de ^ & de C; 8c 

que FB & FD foient d'autres équimultiples quelconques de jB & de D ; 

& premièrement fuppofons FB plus grand que EJ; en ce cas EA fera 

plus petit que FB: ^.puifque ^ eft à ^ cgmmç C i D^ jg C fera ^f}3x 

plus petit que FD par la cinquième définition j & par cçnféquent FD 

fera plus grand que jEC: il paroît donc par-là queé FB eft plus grand 

que EA^FD fera auflî plus grand que EC. On prouvera de-même, que 

fi FB eft égal à, ou plus petit que EA^FD Cera pareillement égal à» qh 

plus' petit que E C. Fuis donc que nous avons quatre (quantités B^ A^ A C^ 

dont Ja première & la troifiéme ont pour équimultiples FB & FD , & 

dont la féconde & la quatrième ont d'autres équimultiples EA& EC; 

& que la quantité FB nt fauroit être plus grande que , égale à, ou plus 

petite que EA^fsins que la quantité FD foit plu« grande que, égale à^ 

ou plu5 petite que £C, il fuit de la cinquième définition , que c^ qujltrç 

grandeurs ByA^D^C doivent être proportionnelles j c'eft-à-dire , que B 

doit être à A comme D k C. C. Q. F. D. 

Proposition 5. 

270. Si A^B font deux quantités homagénes quelconques , dont Aejila 
pjj^ grande t & do nt lù A (^ KB foient les équimultiples reJpcStifsijp dis ^ que 
la différence EA^EB/era le m^me multiple de la différence A-- B que E A 
ejl de Ay ouEB de B. 

Si on le nie, que G foit le même multiple de A--B que JÉ^ eft de A, 

ou £ -B de S j cela étant nous aurons deux quantités J/— \fi & B dont 

' Ja fomme eft ^, & dont G & £ ^ font l$s équuuijltiple^ f efpeftîfsi donc 

^ar la première propofition la fomme Gh-jE-B fera le m^me multiple dp 

la fomme ^ que JEJÎ eft de 5: mais £^eft auffi le même multiple de ^ 

que EB eft de Bi par conXequent G^+ËB eft le même multiple de A 

M 2 que 


92 E L E M E N s D'A L G E B R E. 

que EAeddQj; donc G-+EB doit être égal à E y; retranchez EB 
des deu x côtés , & G fera égal à EA-EB ; ihais G étoit le même mul- 
tiple de A—B que E A l'étoit de A^ bu £5 de £ ; donc EA—EB 
fera le même multiple de A-~B(fx&EA l'eft de 4 ou £5 de 5. C.Q.F.D. 

Proposition 6. 

071. Si de E A Ê? E B, équimultiples de deux quantités quelconques A 0* B^ 
on retranche F A ^FB, autres équimultiples quelconques des mêmes quanti^ 
tés; les reftes £ A-F A & Kb-t'B feront égaux aux quantités A ^ B 
refpeStivetnent y ou ils en feront les équimultiples. 

Cas I. 

Premièrement, que le refle EA—FJCoit égal i J; je dis qu'en ce . 

cas l'autre refle EB-^-FB fera auflî égal a 5 ; car puisque FJ eft le mê- 
me multiple dfe A que FB eft de 5, il fuît de la nature des multiples, 

que FjF+J eft le même multiple de^,que FB-^B eft de i?:mais A 
eft égal à EA-^FA^ & fi Ton ajoute FA des 'deux côtés, nous aurons 
FA'^A'=lÊA\ donc au-lieu de dire comme auparavant, que FA-^A 
eft le même multiple de A que FB^B eft de 5 , nous pouvons 

dire à-préfent que £-^ eft le même multiple de A que F B -^"B e&deB: 
mais EA eft le même multiple de A que EB eft de 5 j donc EB eft le mê- 
me inultipledeJ que FB^BcH de J5; donc £5 eft égal à FB^^^ , 


retranchez FB des deux côtés , & vous aurez 'EB-^FB^ B. C. Q. F. D. 

C A s 2. 

Suppolbns préfentement que le refte EA^-FA foît quelque muld|llb 
de A; car fi A mefure tant EA que FAy il faut qu'il mefure EA^FA; 
& par conféquent EA--FA doit être quelque multiple de ^; & par Ig 
même raifon , l'autre rêfle EB—FB doit être le même multiple de B que 
que EA—FA eft de A. Si on le nie, que G foit le même multiple de B 

que EA-FA eft de A\ cela étant , puifque EA-FA & G font équimul- 

tiplesde^ & B, & puis FA & FB font d'autres équimultiples des 

mêmes grandeurs, il fuit de la féconde propofition , que la fbmme 

EJ 
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^A-FA-^Tjj fera le même multiple de -^^ que G-hFB eft de 5 : mais 

, £^—/'-^H"i*'u^=£^;donc£/^eftlemême multiple dey^queG^UfTp^ 

eft de JS : mais £2^ eft le même multiple de A que £ 5 efl de 5 ; donc 

£-ff eft le même multiple de B que G-+FB eft de B; par conféquent 
E B eft égal à G-+FB; doncEB-FBeîl égal à G : mais G étoit le mê- 
me multiple de B que E/J^-FA eft de J par l'hypothére ; donc £-8 — FB 
eft le même multiple de B que EA—FA eft de -^. C. Q. F. D. 

S C H O L I £• 

Commetlans la féconde définition nous avons eu foin de marquer qu'au- 
cune quantité fimple ne pouvoit être confidérée comme multiple d'elle- 
même y ainfi il paroît par cette propofîtion que deux quantités fimples 
ne fauroient être envifagées comme équimultiples d'elles-mêmes ; ce qui^ 
à dire le vrai, n'eft qu'une conféquence de cette définition^ & la rai« 
fon qui fait que la propofîtion renferme deux cas différens. 

Pour que le Leéleur comprenne mieux & retienne plus facilement la 
conflru6Hon des fîx propofitions précédentes, il fera bien d'obferver, 
que les deux dernières propofitions ne font autre chofe que les deux pre- 
mières avec des fignes contraires. Dans la première propofîtion il a été 

démontré que la fomme EA-^EB eft le même multiple de la fomme 
A-^B que £ if eft de if , oxxEB àtB: dans la cinquième propofîtion 
il a été démontré que la différence £/f—£JS eft le même multiple de la 
différence A-B que £ if eft de ^, ou £5 de 5. Outre cela dans la 
féconde propofîtion il a été démontré , que la fomme E/i'+F/î eft le 
même multiple de A que la fomme £ -Ô -h FB eft de J5 j & dans la fîxié- 
me il a été démontré que le refte EA-^FA eft le même multiple de A 
que EB-FB eft de B. 

Proposition 7. 

272. Si fon compare deux quantités égales A fif B a^ec une tmfiéme C, 
je dis , que A (^ B auront la tnême rai/on à C ; & réciproquement que C au* 
ra la même rai/on aux deux quantités égales A (^ B. 

Car prenant des équimultiples quelconques de A & dt Bj fuppofons 
3if & 38, & quelque autre multiple de C, fuppofons 5C, il eft mani- 
fcfle que 3^f doivent être égaux k^By A étant égal k B: mais fî s A 

M 3 foiit 
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(ont égaux à 38, il fera impolfible qa^$A foient plus grands que, égaux 
à, ou plus petits que sC^ fans que ^B foient plus grands que, égaux à, 
ou plus petits que les mêmes sCi donc nous avons quatre quantités J^ 
C^B & C, dont la première & la troifiéme orit pour équimultiples ^A 
& 3 fi , & dont la féconde <& la quatrième ont d*autres équimultiples 5 C 
^ SCi& puifque le premier multiple 3^ ne fauroit être phis grand que, 
égal à, ou plus petit que le fécond sC^ fans que le troifiéme multiple 
3B foit plus grand que, égal à, ôU plus petit que le quatrième 5C, il 
fuit de la cinquième définition, que ces quatre quantités AyC^B & C, 
font proportionnelles ^ Az Ç comme B à Ç. C. Q. F. D. 

De-plus, puisque 3-rf eft égal à 3B, il eft impoffible que jCfoit plus 
grand que , égal à , ou plus petit que 3 A^ fans que le même 5.Cfoit aufS plus 
grand que, égal à , ou plus petit que 38 ; donc nous avons quatre quaiï* 
tités C, y^, C& 5, dont 5C & 5C repréfentent quelques équimultiples du 
J)remier & du troifiéme, &%A Se ^B d'autres équimultiples du fécond 
& du quatrième; & puifque le premier multiple $0 ne fauroit être plus 
^rand que , égal à, ou plus petit que le fécond 3^ fans que le troifiéme 
multiple s^ foi^ ^^^^ pl^s grand que, égal à, ou plus petit que le qua- 
trième 35, il fuit de la cinquième définition que ces quatre quantités C, 
AyC ÔlB doivent êtft proportionnelles, C à yf comme Cà 5. C Q. F. D. 

Proposition 8. 

273. Si dtux quantités htigtiks A fi? B , imt Aifft la plus grmde . font 
comparées avec mnt troifiéme comme C , je iiï cela étante que A aura une 
,plus grande rai/on Â C, que B na à C^ mais que ^un autre côîé^ C aura 
une phs grofftk rai/on à B qu'il n'a à A. 

Car puifque par Thypothéfe , A eil plus grand que B^ A^B fera l'ex- 
cès de A pàr-defl\is fi; & parla cinqméme propofidon,»fi £8 efl: un 

multiple de 5, Ea—EB fera le même multiple de A^B : multipliez 
donc ces deux quantités £ &/{— i^ par le même mukipKcateur , juGqu'à 
ce que le plus petit des équimultiples qui en naîtront foit plus grand 
que C; en ce cas l'autre fera plus grand encore; que ces équimultiples 

-ibiient 3B & 3iî*-3S,cha6un d'euit état pfc» grand que C: enfin mul- 
tipliez C jufqu'à ce que vous en ayess an inukiple qui Toit au-deflus deC, 
& le plus petit de tous ceux de fbn ordre auqud cette pnopr^té ccoi- 
vienne: que ce multiple foit 5€; cela étant il eft clair que 3 fi ne fau- 
■ rôient être plus petits que ^C; car C cela étoît^ 4^, & pas ^C feroient 
it multiple de C imm éclatement au-defiUs de ^B^ contre la fuppofitjon. 

Puis 
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Puis doûc que 3B ne fautpicnt être piu« petits qoe 4C, il «'enfuit , que 
Û Ton ajoute à sfi une plus grîinde<iuantité,& à 4C une plus petite quan- 
tité, la première fomroe fera plus grande que h dernière: mais 3^-35 
font plus grands que C par la conftruèlion ; ajoutez donc 3^.-35 
à 3fî & C à 4C. &' vous aorefe 3^ plus grands que sC: mais 3^ font 
plus petits que ^C par la conllruftion ; donc nous avons quatre quanti- 
tés JjCyB&C^ dont Ja première & la troifiéme ont pour équimulti- 
pies Sitf & 3B, & dont la féconde & la quatrième ontd'autrçs èquimul- 
tiples sC & s^î & puisque le premier multiple $A ell plus grand que 
le fécond sC^ & qu'en même tem? le troifiçme mukipie 3B n'eft pasplus 
grand que le quatrième 5(?, wais plus petit , il fuit de la feptième défi- 
nition, que des quatre quânti<és ^, C, jB & C, ^ a une plus grande 
railbn à C que £ à C. C. 2: P* ^• 

De-plus, puisque nous avons quatre quantités C^ By C Se Â^ dont 
SC& sC font éctuimukiples de la première & de la troifiéme , & 3^? <& 
3^ font les autres iquimUltiples de la ièconde & de Ja quatrième y ^ puis- 
que le premier multiple 5C efl plus grand que le iècond 3/^, & gu'eo^« 
me tems le troifiéme multiple 5C n'iefl: pas plus grand que le quatrième 
3^, mais plus petit, il âiit de la {èptième définition , que des quatre 
quantités C, B, C &. A^ C a une plus grande raifon à B que C n'^ 
kA. C.Q.F.D. 

Propos i.tix)N 9. 

Si deux quantités A& B ctnt Ja même raifon à une troifiéme comme C , ou 
fi Cala même raifon aux quantités A 6? fi j dan/ Fun £? F autre de ces cas , 
A S^ B doivent être égaux entrq eux. 

Car fi l'un d'eux étoit plus grand que l'autre, par exemple, fi A étoit 
plus grand que 5, en ce cas par' la dernière propofition, yî/doit avoir 
une plus grande raifon à C^que B n'a à C, contre la première fuppofition; 
& C doit avoir une plus grande raifon à B qu'il n'a à A^ contre la fécon- 
de fuppofition ; donc AôcB doivent être égaux entre eux. C. Q^ F. D. 

P R o p o s I T I o N 10. 

275. Si de trais qucmtftàs A, B &. C , A s me phis grande rmfon àÇque 
■B n*M àC^ou fiCa une plus grande rmfonM B qtiiln'a à A, dans f un fif 
Foutre de ces cas A doit 4tre plu/ grand que B, 

Car ti A étoit égal à B ou plus petit , il faudroît que A eût la jnême 
raifon. à C que B a à C p^ la feptîémç propofition , ou une plus petite 
raifon, par la huitième, ce qui' répugne également à la première fup- 
pofitionj & de-plus,, fi.'i?èloit égal à -B , ou plus petit , il faudxoit que 


\ 
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C eût la même raifon à A qu'il a à -B , par la feptiéme propofîtîon , ou 
une plus grande raifon , par la huitième, ce qui. répugne également à la 
féconde fuppofition j donc J doit être plus grand que B. C. ^ F. D. 

Proposition ii. 

2y6. Si deux ratfms font les mêmes qu'une troijiéme^ il faut qu'elles foienù 
les niêtnes entre elles; comme fi la raifon de h à z^ la raifon de C à c fon$ 
les mêmes que la raifon de B àh^ en ce cas la raifon de A à 3, fera la même 
que celle de C à c:ou bien ainfi ; Si A ejl àd, comme Bib^&'BÂb comme^ 
C à c; je dis que A fera à a comme C A c. 

Car prenant des équimultiples quelconques des antécédens, fuppofbns 
3^> 3B> 3C; & d'autres équimultiples des. conféquens , fuppofons 2^1 , 
2b j 2C^ que 3/^ foient plus grands que 2^; cela étant, puisque parla 
fuppofition Atïika comme £ à ^ , & que 3 A font plus grands que 2a , 
3B doivent être plus grands que 2b par la cinquième définition; de-plus, 
puisque 5 eft à i comme C à ^, & que 38 font plus grands que 2*, 3C 
doivent êpre plus grands que 2c : cet argument prouve donc que fi 3 /^ 
font plus grands que 2^, 3C doivent néceflairement être plus grands 
que 2c; & Ton peut démontrer de -même que fi 3/f font égaux à 2a ^ 
ou plus petits, 3C feront égaux à 2^, ou plus petits. Puis donc que 
nous avons quatre quantités A^a^ C &ccj dont la première & la troi- 
fiéme ont pour équimultiples %A & 3 C,& dont la féconde & la quatrié- 
me ont d'autres équimuhiples 2j & 5^7; & puisque 3^ ne fauroient être 
plus grands que, égaux à, ou plus petits que 2j, fans que 3 C foient 
plus grands que, égaux à, ou plus petits que 2f , il fuît de la cinquiè- 
me définition que ces quatre quantités -rf, a , C Si c font proportionel- 
ks, Aka comme C kc C 0. F. D. 

Proposition 12. 

277. Si autant de quantités qu'on voudra A,B,C dans une férié font fro- 
fortionelles à autant d'autres quantités z^h^c dans une autre, c' efl-à- dire ^ 
A i a comm BAI? comme C à c:, je dis, que comme un des antécédens efTà 
fm conféqmnty ainfi la fmmc de tms les antécédens fera à lafomme de tous 
hs conféquens, c'ejl-à^dir e, comme A ejl à a ainfi lafomme A-i*BH-C 

fera à lafomme a-i-b-hc; ou, fi nous fuppofons A-+-JJ-hC=S, ^a-+b 
H-c=s , je dis que A ejl à ^ comme S A s. 

Car prenant des équimultiples quelconques des antécédens, fuppofons 
3^5 3^> 3^5 & d'autres équimultiples quelconques des conféquens, fup- 
pofons 2a, 2b, 2c, que 3^foientplus grands que '2^1; cela étant, puis- 

que 
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que A^za comme Biby& que gitf foiMplus grands que 2a^ ^B doi- 
vent être plus grands que 2b par la cinquième défiqition : de-phis , puis- 
que B eH k b comme C k Cy & que 3S font plus grands que 2b ^ 3C 
doivent être plus grands que 2Ci donc ii 3^ font plus grands que 2a j 
non feulement 3JS feront plus grands que 2b ^ mais aufli 3C feront 

plus grands que 2c ; & par conféquent la fomme totale i^-^sti-i-^C 
fera plus grande que là fomme totale 2a'^2b—^2c: mais en ver- 
tu de la première propofition , là fomme s^J-TJF^^^ eft le mê- 
me multiple de la fonune ^-t-i^-t-t ou S que la grandeur ^A eft de J; 
donc sA-i-^B-^zCzz^S; & par le môme argument î>a-4-2i-+2f = 2x; 
ainfi l'on peut dire, que4î ^A font plus grands que 2a, 35 feront plus 
grands que 2S ; & l'on démontrera de- même , que fi ^A font égaux à, 
ou plus petits que 2j, 3S feront égaux à, ou plus petits que 2s. Puis 
donc que nous avons quatre quantités Ay a^S Sls^ dont la première & 
ïa troifiéme ont pour équimultiples 3^^ & 35, & dont la féconde & la 
quatrième ont d'autres équimultiples quelconques 2a &2Sj & puisque 
3^ ne fauroient être plus grands que, égaux à, ou plus petits que 2a, 
fans que 3<S foient pareillement plus grands que , égaux à , ou plus petits 
que 2s y il fuit de la cinquième définition que ces quatre quantités JyUy 
5 & J font proportionelles 9 Ak^ comme S ks* C. j^- ^* û- 

Proposition 13. 

278' Si A a la même rai/on à z que B àhy mats que B ait une plus gran' 
de raifon à b que C à c; je dis que A a une plus grandi rai/m à z que Càc. 

Car puisque par l'hypothéfe la raifon de ^ à b eft plus grande que cel- 
le de C à c, il fuit de la feptiéme définition, qu'il y a des équimultiples 
de £ & de Cy& d'autres équimultiples de & & de c de telle nature , que 
le multiple Bs fera plus grand que celui de by fans que le multiple Cs 
foit plus grand que celui de c : cela étant ^ que 3^ foient plus grands que 
2^, & que 3C ne foient pas plus grands que 2e ; puis donc que ^ eftà 
ë comme B kby & que 35 font plus grands que 2b y ^Â doivent nécel^ 
fairement être plus grands que 2a par la cinquième définition ; ainfi nous 
avons quatre quantités ÂyayC& c^ dont la première & la troifiéme ont 
pour équimultiples 3/^ & 3C, & dont la féconde & la quatrième ont d'au- 
tres équimultiples 2a& 2ci & puisque 3 j font plus grands que 2a dans 
le tems que ^c ne font pas plus grands que 2r , il fuit de la feptiéme dé- 
finition que de ces quatre quantités //, ayC&Cy Az une plus gran- 
de raifon à a que C k €» C. Q. F. D. 

Terne IL N Pxo» 


PS ELEMENS D'ALGEBRE. 

Proposition 14. 

27Q. Si quatre quantités homogènes font proportionnelles , la première à lafe* 
conde comme la troifiéme à la quatrième; je dis que la fecmde fera plus gran^ 
de que , égale à , ou plus petite que la quatrième , fuhant que la première ejl 
pks grande que^ égale à, ou plus petite que la troifiéme; comme fi A ejl à B 
comme C ejl à D ;je dis quen ce cas la quantité B fera plus grande que y éga- 
le à ^ ou plus petite que Dy fuivdM que la quantiPé A fera plus grande que^ 
égale à^ ou plus petite que C. 

Cas I. 

Que Â foît plus grand que C; je dis cela étant que B fera plus grand 
queD. Car puisque^ efl: plus grand que C,^ aura une plus grande rai- 
fon à B que C n'a à Z? par la huitième propofîtion : de-plus , jpuisque C 
eft à D comme Jh Bj & que J a une plus grande raifon à B que C n'a 
à\8, il fuit de la dernière propoGtion que Ca à jD une plus grande raifon 
que C n'a k B; donc par la dixième propoûtion B efl plus grand que D. 
C. Q. F. D. 

Cas 2. 

Que J foit plus petit que C; je dis cela étant que B fera plus petit 
que D. Car fi ^ efî plus petit que C, C fera plus grand que J: puis 
donc que C ^H k D comme ^ à £ par Thypothèfe , & que C eft plus 
grand que A y il fuit du dernier -cas que*Z) fera plus grand que Bi& par 
conféquent B fera plus petit que D. C. Q. F. D, 

Cas 3. 

Enfin , que A foit égal à Ç: je dis que 3 fera égal à D. Car puisque 
A efl égal k C^A fera à B comme C kB par la feptiéme propofîtion ; mais 
C efl à Z) comme -4 à 5 par Thypothéfe; donc C efl à D comme C efl 
à B par la onzième propofîtion ; donc les quantités B Se D font égales 
par la neuvième* C. Q. F. D. 

Proposition 15. 

!28o. Les parties font en mime raifon que leurs équimultiples refpeStifs. Si 
A ^ a font deux quantités homogènes quelconques , dont 3 A Ç^^af oient les équu 
multiples refpeSifs j je dis cela étant , que A fera à a comme 3 A à 3a. 

Car faifant les grandeurs B &C toutes deux égales k Ay& de-même 
les grandeurs b &c toutes deux égales ka; par la feptiéme propofîtion 
nous aurons A i a comme Bk b comme C kc; donc par la douzième 


propofîtion nou s auron s J z a conmie //— Hi<— t-C a a-i-b-^c: mais 

en ce cas ^— HiJ-+C'— 3^, & a-t-/&-+^=3a; par conféquent jfe& 
4 a comme 3^ à 3a. C. j^. F. D. 

Pro- 


j 
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Proposition i6. 

ftSi. Si quâtn quantités bomogénes font proportmelles ^ la première à la 
foconJe cmrnne la troijiém à la quatrième} je dis qu'elles feront auji propor* 
tumelles m raifon <theme ^c^ejl-à-dire ^que la première fera à la trotfiéme çom* 
me la féconde à la quatrième :par exemple yfi A eji àB comme C d D, je Us 
que A fera à C comme Bà D. 

Car prenant des équimulciples de A & de B y fuppcfbns 3^ & 3J}, & 
d'autres équimultiples de C & de Z), fuçpofons 2CÔC 2D; puisque ^A 
font à 3B comme if à 5 par la propofition précédente, & que ^ eft à 
h comme C à D par Thypothéfe, & que C eft à Z) comme 2C à 2Z) par 
la propofition que nous venons de citer, il fuit de la onzième propofition, 
que 2 A font à 3^ comme 2C à 2D; donc par la quatorzième propofition, 
3/4 ne fauroient être plus grands que, égaux à, ou plus petits que 2C, 
fans que 3^ foient plus grands que, égaux à, ou plus petits que 2D«. 
Puis donc que nous avons quatre quantités AyCyB & Dy dont la pre- 
mière & la troifiéme ont pour équimultiples sA& ^By& dont la fécon- 
de & la quatrième ont d'autres èquimuldples 2C & iD; & puisque ^A 
ne fauroient être plus grands, égaux à, ou plus petits que 2C, fans que 
3B foient plus grands que, égaux à, ou plus petits que 2D, il fuit de 
la cinquième définition que Ces quatre quantités AfCyBôc D font pro- 
portionelles y AkC comme B iD. C. Ô. F. D. 

N. B. La raifon alterne ne peut avoir lieu , à moins que toutes les 
quantités ne foient de même nature : car fi ^4 & £ étoient d'un genre, & 
C & D d'un autre, comment feroit-il pofijble que les quantités A & C 
KM B & D enfilent quelque raifon l'une à fautre, & bien moins encore 
là même raifon ? 

Proposition i7f 

282. Si quatre quantités AyB^C&D ydota A eJi plus grande que By& 
C plus grande que D, font proportionelles y AàB comme C àDi je dis que 

A^B fera à B comme C— D i D, ce ^ s'appelle divtfion de raifon. 
Car prenant 3^, 3B , 3C & 3Û pour équimultiples de A^ByC&J); 

SÏf— 3^& 3C— 3!) feront des équimultiples pareils de A--B& deC— Z). 
De-plus, que 2B & 2D foient d'autres èquitnultiples de ^ & de £>, âç 
que S^'^S^ foient plus grands que 2jB; cela étant, fi l'on ajoute 32? 
des deux côtés, nous aurons ^A plus grands que sB ; & puisque A eft 
i B comme Ci. Dy nous aurons par la cinquième définition, 3C plus 

grands que ji); retranchez 3D des deux côtés, & vous aurez 30—32) 

plus grands que 2jD j donc fi 3^:/— 3^ font i^us grands que 25, 3C— 3D 

N 2 doi- 
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doivent être plus grande que 2D:on démontrera par la même fkçon d'ar- 
gumenter , que fi 3/^—38 font égaux à, ou plus petits que àfl, 3C— 3D 
feront égaux à , ou plus petits que 2D. Puis donc que nous avons qua- 

tre quantités, A-^B, .5, C-D, & D , dont la première & la troifié- 
me ont pour équimultiples z^ — ^B &, 3C— 3Û", & dont la féconde & la 

quatrième ont d'autres équimultiples 2B & 2D; & puilque 3-^^30 ne 
feur oient être plus grands que, égaux à, ou plus petits que 2B, fans 
que 3C— jZ) foîent plus grands que, égaux à, ou plus petits que 2D, 
il fuit de la cinquième définition que ces quatre quantités fontproporcio» 
nelles, c'eft-à-dirç, J^à B comme C - D à D. C. Q. F. D. 

Proposition iS. 

283. Si quatre quantités A, B, C €? D font proportionelles A 4 B, comme 

C à Dije dis que A'+B/era à B comme C-^D àD^ ce qui s^appelle corn- 
pofition de rai/on. 

. Si Ton nie que -^H-S foit à 5 comme C-+ Z) efl: à Z), on ne fauroît 
difconvenîr cependant que A-i-B ne foit à B comme C-i^ D k quelque 
quantité plus grande ou plus petite que D : fuppofons la plus grande , & 
Bommo» la E. Puis donc que par l'hypothéfe la quantité £ efl: plus gran- 
de que Z), fi Ton ajoute C— £ des deux côtés, nous aurons la quantité 

C plus grande que ^-t-Z) — £. Ceci étant pofé , & reprenant le fil de 
notre raifonnement , fuppofons que J-hB efl: à S comme C-+D à E; 
cela étant nous aurons (dividendo) c'eft-à-dire , par la propofition précé- 
dente , A-^M-B à B comme C-H-D-£ à £ ; mais /IHrB- B efl: 
égal à ^; donc JdikB comme c-tD^E efl: à £} mais i^ efl: à 5 


COTime C à D par la fuppofîtion j donc CdkkD comme C-+D—E eft 

à£; mais de ces quatre proportionelles CyD, C—i-D^E & £, il a 
été prouvé que la première eft plus grande que la troifîéme, c'efl>à-dife, 

que la quantité C efl: plus grande que C-4-Z)— £; donc par la quatorzié- 
tne, la féconde doit êtrç plus grande que la quatrième, c'efl:-à-dire, la 
quantité D doit être plus grande que £ ; donc la quantité £ efl: plus pe« 
tite que D ; donc fi ji-+ BedkB comme CHrD eft à quelque quan- 
tité plus grande que Z)-, cette quantité fera en même tems plus petite 
que D y ce qui eft impoflîbleî par conféquent il eft impoffible que A-+B 
foit i jB comme C-+D eft à quelque quantité plus grande que Z): & par* 
-, un 
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on argument tout fexnblable on démcmtrera , qu'il efl impoflible que 
^H-iîfoit à5corame C-fjD à quelque quantité plus petite queZ); 
donc ^-f B eft.à B comme C^D à jD. C. Q. F. D. 

Proposition ig. 

284.. Si de deux quantités A & B, qui ont entre elles certaine rai/an ^ m 
retranche deux autres quantités C £^ D^qui ayent entre elles la même rai/on; 
je dis y que les rejles A— C & B-l-D continueront à être en même raifon^ 
c'ejl'ihdirey A-^^C fera à B — D comme AàB ou comme C i D. 

Car puifque par rh3rpothéfe Je&àB coQime CkDy nous aurons {aU 
temando ) AkC comme BkDy & (dividendo ) -4— CiC comme 5 — D 
k Di&dérechef Çabemando) J^CkB^Dcomme Cà Z);mais^eflà 
B comme C à jD; donc i4-Ceft à B-D comme J kB. C. Q. F. D. 

S c H O L I £. 

• 

Dans la Copie manufcrîte du Dr. Gregory fe trouve un corollaire deflî- 
né à démontrer ce qu'on appelle la converfîon de raifon ; mais comme il 
eft difficile de faifir le fens de ce corollaire ^ j'aime mieux inférer ici la 
démonftration que ce Do6teur donne de la propofition même, & que voici. 

Si quatre quantités A , B , C &' D font proportionelles ^ A à B comme C à 
D; je dis que A ejl à A^B comme C 4 C— D, ce qui s* appelle converjion 
de raifon. Car puifque par la fuppofîtion A e^kB comme C à D^ nous 
aurons (dividendo) A-^B à B comme C— D àZ>; & (invertendoYB à A-^B 
^ comme DiC-D;& (componendo) B-{^A^B à A^B comme D-+C-D 
aC-Z), c*eft-à-dire, A k A-^B comme C à C- D. C.Q.F.D. 

J'obferverai de-plus concernant la dix-neuviéme propofition , que com* 
me on a démontré dans cette propofition à l'aide de la divifion de rai- 
fon^ que'fî de deux quantités A ôcBy qui font l'uni à l'autre en raifon 
quelconque , on retranche deux autres quantités qui ayent entre elles la 
même raifop , les relies -4— C & B^D feront l'un à l'autre conmie A à 
B , de-même on peut démontrer par compofition de raifon , que fi à 
deux quantités A âiB^ qui^bnt Tune à l'autre en raifon quelconque, 
on ajoute deux autres quantités C & D qvti ayent entre elles la même 
raifon , les fommes A-i- C& B^D feront l'une à l'autre conmie AkB; 
mais ceci, comme n*étant qu'un 'cas particulier de la douzième propofi- 
tion , a déjà été démontré. 

Proposition 20. 

a 

285. S*i/ y a trois quantités A,B £5^ C dans une férié ^ fif trois autres 
D, E £3* F dans une autre ^ ^ que les raifons dans une férié foient les mêmes 

N 3 que 
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fie celks dans Vautre ^ par exemple que Afiit à B comme D i E, (^queB 
foit à C comme E àF; je dis qu'en ce cas /i ne /aurait être plus grand que^ 
égal à j ou plus petit que C^ queD ne foit aujji plus grand que y égal à y ou 
plus petit que F dans t autre. 

Car fuppofons A plus grand que C, en ce cas par lahuîtiéme propofition 
A doit avoir une plus grande raifon à B que Cn'a à ^ ; mais i^ eft à £ com- 
me Z> à £ par la fuppoficion, & C eft à £ comme F à £, à caufe que par la 
fuppofîtion i? efl à C comme £ eft à i^; donc D a une plus grande propor- 
tion à E que FïEj donc D e(t plus grand que F par la dixième propo* 
lîtion ; donc (i ^ eft plus grand que Cy D xloit aufli être plus grand que Fi 
& Ton peut démoQtrer de-même que fi ^ eft égal à , ou moindre que 
C,Z) par conféquent doit être égd à^ ou moindre que F y donc A ne 
peut être ni plus grand que, ni égal à, ni moindi'e que C, que jD ne 
foit plus grand que , égal à , ou moindre que F. C. Q. F D. 
• 

P K P O s I T N 21. 

28(5. S'il y a trois quantités A,B fif C dans une férié y ($ trois autres 
D , E S' F dans une autre , & fi les proportions dans Fune des fériés font 
égales aux proportions dans Fautre , mais dans un ordre différent , c'efl-à-ëre , 
fiAefià^ comme EeflàFy ^fi B eji à C comme D efi à E;je dis que 
A ne peut pas être plus grand que y égal à , ou moindre que C, fans que D foit 
être plus grand que » égal à y ou moindre que F. 

Car fuppofons A plus grand que C; en ce cas par la huitième propo- 
fition A doit avoir une plus grande raifon à B que C n'a à £ ; mais A efl: 
à B comme £ à F par Thypothéfe, & C eft à iB comme £ à Z), à caufe 
que par la fuppofîtion B Q&k C comme jD à £ ; donc £ a une plus 
grande raifon à £ qu'il n'a à Z); donc D eft plus grand que F par la 
dixième propofition; donc fi -4 eft plus grand que C, D doit auffi être 
plus grand que F : & par la même façon d'argumenter , fi ^ eft égal à y 
ou plus petit que C , D fera pareillement égal, ou plus petit que £;donc 
A ne fauroit être plus grand que, égal à, ou plus petit que C, fans que 
JD foit plus grand que y égal à , ou plus petit que F. C. Q. F. D. 

Proposition 22. 

287. S'il y a trois quantités A, B £f C dans une férié y & trois autres 
D , E 0^ F dans une autre , ^ que les raifons dans une férié f oient Jes mêmes 
que celles dans Foutre , pourvu qu'on les prenne dans le même ordre ; je dis y 
qu'en ce cas les quantités extrêmes dans une férié feront en même raifon que les 

extrê' 
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estfimes Jms Fautre: par exemplây JiAe/làB cimme D i £, & BàC 
comme Eà F; je dis que KJera à C comme D à F. 

N. B. On défigne cette proportion par les mots de proportion iégali* 
té ordonnée. Voyez la définition dix-huitiéme & la dix-neuviéme. 

Prenez des équimultiples quelconques de ^ & de D , par exemple i^A 
ôc^Dj & d'autres équimultiples de â & de £,par exemple 3S & 3£, 
& enfin d'autres équimultiples de C & de F^ comme sC & 2F; cela 
étant , puifque par la fiippoCtion jidik B comme Z) à £ ^ il fuit de 
là quatrième propofition , que 4.A feront à 3^ comme 4Z) à 3^ : de^plus 
puifque par la fuppofition ^ eftà C comme E iF,il fuit de la quatrième 
propofition que 3^ feront à 2C comme 3£ à 2F: de-forte que nous 
avons trois quantités ^ favoir 4,A,zBj%C dans une férié 9& trois autres, 
ikvoir , 4i> , 3£ & 2£ dans une autre ; & il a été prouvé que les raifons 
dans une férié font les mêmes que celles dans Tautre ^ pourvu qu'on let 
prenne dans le même ordre, c'efl:-à-dire,4i^ à ^B comme dDk ^E^ôc 
3B à 2C comme 3£ à 2£; donc par la vingtième propofition , 4.A ne 
fauroient être plus grands que, égaux à, ou plus petits que 2C, fans que 
4Z> foient plus grands que, égaux à, ou plus petia que 2£. Puis donc 
que nous avons quatre quantités A^CyD&F^ dont la première & la 
troifiéme ont pour équimultiples 4^^ & 4!) , & dont la féconde & la qua« 
triéme ont d'autres équimultiples 2Ç & 2Fy & puifque ^A ne fauroient 
être plus grands que » égaux à, ou plus petits que 2 C, fans que 4D foi^t 
plus grands que, égaux à 9 ou plus petits que 2F ^ il fuit de la cinquiè- 
me définition que ces quatre quantités A, CyD (k F font proportionel* 
les, -rf à C comme D à F. C Q. F. D. 

COXOLLAIRE. 

Pareillement s^il y a autant de quantités qu*on voudra ^ A, B, C, C,&c. 
dans une férié y (^ k même nombre DyE ^ F ^Hy&c. dans une autre ^ ^ que 
A/oit à B comme D i E, & BàC comme E i F, 6f C i G comme F 
à H &c. la cmféifience relativement aux extrêmes fera toujours la même , 
c'efi-à-àirey A fera à G comme D i H} car il a déjà été prouvé que A 
eft à C comme DkF^y & par la fuppofition C dl k G comme Fk Hi 
donc par égalité de raifons A fera à G comme DkH. 

Prposition 23. 

^88. S'il y a trots quantités A , B S* C dans une férié , & trois autres D , 
E 8* F dans une autre , & que les raifons dans une férié foient les mêmes que 
celles dans Foutre ^mais point rangées dans le même ordre; je dis que lesquan* 

tiîis 
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thés extrêmes dans une férié feront toujours en même raîfon que les quantités 
extrêmes dans Vautre: par exemple. Si A ejl àB comme E i F, ^ B i C 
comme D àE; je dis que A yie laijjèra pas d'être à C com^^ D à F. 

N. B. On nomme cette proportion une proportion d'égalité trouhléê. 

Prenez des équimultiples quelconques de ^, J? & Z)^ par exemple, 
3 /^, 3B & 3 jD , & d'autres équimultiples de C, £ & jF, par exemple , 2C, 
2E & 2F, puis dites: 3^ font à 3B comme ^f eft à 5 par la quinzième, 
& ^ eft à fi comme E k'Fpnî la fuppofition, & jE eft à F comme 2£ 
font à 2Fpâr la quinzième; donc 3/f font à 35 comme 2£ à 2F par 
la onzième: de-plus, fi eft à C comme Z) à £ par Thypothéfe ; donc 3B 
feront à 2C comme 3Z) à 2£ par la quatrième: puis donc que nous a- 
vons trois quantités , favoir 3^, 3fi & 2C dans une férié, & trois autres, 
quantités, favoir 3D,2£ & 2F dans une autre férié, & puiique les: 
raifons font les mêmes dans les deux fériés , mais point rangées dans le; 
même ordre, c*eft-à-dire, puifque 3^ font à 3B comme 2jE à 2F, & 
que 3fi font à 2C comme 3/) à 2F, il fuit de la vingt & unième pro- 
pofition , que 3^7 ne fauroîent être plus grands que , égaux à , ou plus 
petits que 2C, fans que 3Z) foient plus grands que, égaux à, ou plus, 
petits que 2F: de-plus, puifque nous avons quatre quantit es ^, C, Z) &F, 
dont la première & la troifiéme ont pour équimultiples 3/^, & 3Z), & 
dont la féconde & la quatrième ont d'autres équimultiples 2C & 2F, & 
puifque 2^ ne fauroient être plus grands que, égaux à, ou plus petits 
que 2C, que 3Z) ne foient pareillement plus grands que, égaux a, ou 
plus petits que 2F, il fuit de la cinquième définition que ces quatre quan* 
lités MyCyD&F font proportionelles , ^ à C comme D à F. C. Q. F. D. 

Proposition 24. 

289. S'il yajîx quantités* A? B , C , D , E, F,(fonf A >> i B comme C 
àT>y& E à Bcomme F à D;jê dis que A-+EJeraàBcommeC-+FàD. 

Car puifque par l'hypothèfe £ eft à B comme F à D , nous aurons 
(invert endo ) BkE comme DkF. Puis donc que -rf eft à fi conmie C 
à D par l'hypothèfe , & que B eft à £ comme D à F, il fuit par égalî* 
té de raifons, que if eft à £ conwne CkF; dono(componendo) A-^E 
fera à £ comme C^FtîikF: de-plus , puifque ^ -f £ eft à £ comme 
C-¥F eft à F, & que £ eft à B comme F à û, par l'hypothèfe, il 
fuit derechef par égalité de raifons , que 4-+E^ à B comme C^F 
à D. C. Q. F. D. 


L£]t 
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290. Si quatre quantités A , B , C 6^ D fmt proportiùnelks , A 4 B cùtn- 
neC àTi'y je dis qu'en ce cas A ne /aurait être plus grand que , égal à , ou 
fks petit queB, fans que Cfoit pareillement plus grand que, égal à^ ou 
plus petit' que D. 

Ferfonne ne niera qae ce lemme ne foit mahifeftement vrai , confi- 
déré fuivaac la notion conunune de la propbrtionalité , ou même dans 
Ton rapport avec la cinquième définition , pourvu qu'on puifTe envifager 
des quantités fimples comme équimultiples d'elles-mêmes ; mais c'élt ce 
que les termes de multiple & d'équimultiple ne permettent abfolumenc 
point ^ comme j'ai déjà eu foin de le marquer dans mes obfervatiohs fur 
la féconde définition , & à la fin de la fixiéme propofition : ainfi la doc- 
trine de la proportion telle que nous la dçnnons ici , exige que ce lem- 
me foit tiémontré ; ÔcEuclide^ en le fuppofànt vrai dans la démonflra- 
tion de la propofition fuivante , où il auroit pu s'en pafler y doit fûre- 
ment l'avoir déjà démontré dans quelque autre endroit du cinquième 
hivte , qui ne fubfifle plus. Commandin , au moyen de la quatorzième 
propofition de ce Livre , a démontré un cas particulier de cette propo- 
fition, c'efi:-à-dire, le cas où les quantités J^B^C & D font toutes de 
même efpéçe ; mais cette propofition n*eil: pas moins vraie quand les 
quantités J & B font d'une efpéce y& C &, D d'une autre. C'efl: ce que 
Claoius a très-bien obfervé , & ce qui l'a engagé à tâcher de démontrer 
cette propofition, dans le fens plus étendu que nous venori^ d'exprimer: 
( Voyez le Ipholie qu'il a annexé à la quatçrziéme propofition du cin* 
quiéme Livre ; ) mais je m'en rapporte à tout Lefteur Géomètre , s'il 
fait autre chofe que prouver idem per idem. Voici comment la vérité 
dont il s'agit peut fe démontrer. 

Je dois prouver que fi ^^ efi; à B comme CkD^ J ne fauroit être 
plus grand que, égal à, ou plus petit que B^ fans que C foit pareille* 
ment plus grand que , égal à ^ oïl plus petit que Z>. 

C A s I. 

Que A foit plus grand que B ; je dis cela étant que C fera néceflaire- 
ment plus grand que Z>. Car puifque J efi: plus- grand que By multipliez 
la difi^érence^^-^ B par un multiple plus grand que £^&que ce multiple 

foit 3^—35; cela étant pyifque 3/^—35 font plus grands qtie By fi 

l'on ajoute 3j8 des deux côtés, nous aurons 3^ plus grands que 4^?: de* 

plus^ puifque /iQiikB comme Ck Dy Ôi, q^e ^d font plus grands c^e 

Tome IL O 4iJ, 
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4B, nous aurons par la cinquième définition 3C plus grands que 4D; 
donc 3C font plus grands que 3D, & Cplus grand que D. C. Q, F. D. 

• Cas s^: 

Que /l foit plus petit que B ; je dis cela étant que C fera plus petit 
que D. Car puilque Jeîtk B comme C k Dj {invertendà) 5 efl: à ^ 
comme Dk Ç; mais B eft plus grand que ^ par la fuppofition; don: D 
doit être plus grand que C par le cas précédent ; ou , ce qui revient au 
même, C doit être plus petit que D. C. Q. F. D. 

C A s 3. 

Enfin que A foit égal à B ; je dis cela étant que C fera égal à D. Car 
|)uifque Ceitk D comme AkBy dC étoit plus grand ou plus petit que 
D , A feroit plus grand ou plus petit que B, par les deux cas précédens ; 
mais A n'eft ni plus grand ni plus petit que B par la fuppofition ; donc 
C n'efl ni plus grand ni plus petit que D ; donc C elt égal k D. C. Q. F. D» 

Proposition 25. 

2JM. 5î quatre quantités A, B, C £? D^&wf proportioneîîes y Aà R corn- 
me C à D'y je dis cela étant que la fomme au plus grand terme & du plus 
petit ajoutés cnfemble , fera plus grande que la. fomme des deux autres termes. 

Que le terme A foit le plus grand de tous : puisque A Q&k B comme 
C à 2>, & que B eft plus petit que A^ D fera plus petit que C par le 
leiQme: de-plus, puisque -^ eft à jB comme CkDy & que C efl plus 
petit que A^ D fera plus petit que B par là quatorzième ; donc, fi ^ efl 
le plus grand cie tous , D, qui efl: plus petit que AjB oa C, fera le plus 
petit de tous, & ainfî la fomme du plus grand terme & du plus petit 
terme ajoutés enfemble fera A-i- D ; donc la fomme des deux autres ter? 
mes fera 5 -f- C. Il me refl:e donc à prouver que la fomme -^-f D efl: 
plus grande que la fomme jB -4- C, ce que je fais ainfi : on a démontré 
dans la dix-neuviéme propofition, que fi de deux quantités A Ôc B^qui 
ont entre elles Une raiîbn quelconque , ^on retranche deux autres quanti- 
tés C & û qui ayent Tune à Tautre la même raifon , le refte ^— C fera 
au refle B^-D comme AkBy mais 4 efl: plus grand que B par la fup* 
pofitîon ; donc A-^C doit être plus grand que £ — Z) par le lemme ; 
ajoutez C-4. D des deux côtés , & vous, aurez A^ D plus grand que 
-B-hC. C Q, F. D. 

C O R O L L A -I R E. 

Si trois quantités A,B(^Cfùnten proportion continue A i B Comme B 
à Cy J€ dis que lafqmme des extrêmes fera plus grande que k terme moyen 
prit deux fns y c'eft^à^dir^^ qfieA^C fera plus grand que B-i-Bou 2B- 

• DE 
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DE LA COMPOSITION ET DE LA RESOLUTION 

DES RAISONS. 

N. B. Comine les. nombres font des quantités dont ncmsavonsdes idées 
plus diilinâes que d'aucune autre , & que toutes les raifons doivent êtrç 
réduites à celles que les nombres ont entre eux ^ avant qu'on puifle faire 
quelque ûiage co&fidàïbJe de leur réfblutiôh en calculant le tems, Teipa- 
ce, la vitefle, le mouvement^ la force &c. je m'attacherai principale* 
ment à cette forte de rayons dans les Articles fbivans. 

• D K. F I N 1 T i O -K I. 

292. En comparant entre elles des rai/ons^ une raiJbneJlJtte plus grande que ^ 
égale à y ou pks petite qu'une autre y quand/on antécédent 41 un rapport plus grand ^ 
égal y eu plus petit à fm cmféque^, que F autre antécédent n'a aufien. 

Ainfi la raifon de 6 à 3 eft; dite, plus grande , & la xaifon de 4 à. 3 plus 
petite que la raifon dfe 5 à 3 : * ainfi encore , la raifon de 6 à 3 eft dite 
plus grande , & la raifon de 6 à 5 plus pétke que là railba de 6 à 4 , &e. 
Par conféquent toutes les. fois qu'il s'agit de comparer des raifons y dont les an- 
técédens (^ Us confèquens font tous différens , il fera bon de les réduire du même an^ 
técédent ou au même conféquent avant que d'entreprendre lacomparéâfon. Comme, 
par acempiejfuppofons qu'on veuille favoir quelle de ces raifons eft la plus 

^ande ,favoir la raifon de 7 à 5, ou la raifon de 4 à 3 : pour cet effet, il fuffit de 
laiilër-là un des confèquens , par exemple 5 (ezpreffion par laquelle je n'en>> 
tens autre chbfe , fi ce n'eft de trouver un nombre auquel 7 ait la même raifon 

que4à3)&dedire,comme4eftà3ainfi7èflà— ou 5:J: la raifon de4à3 eft 

donc la même que celle de 7 à 5^ ; de-forte que la queflîon'revient propre- 
ment à ceci , quelle de ces deux raifons eft la plus grande , celle de 7 à 5 , ou 
celle de 7 à 5^ ? & la réponfe eft aifée à trouver , favoir , que la raifon de 7 à 5 
eft la plus grande des deux, par la huitième propofition du cinquième 
Livre des Elémens; donc la raifon de 7 à 5 efï plus grande que celle 
de 4 à 3. De -plus', fuppofons que je veuille comparer la raifon de 
3 à 4 avec celle de 5 à 7 ; pour cet eflfet j*ôterai 7 ,. & je dirai , com* 

me 3 eft à 4 ainfi 5 eft à ^ ou 7 -•-; cequi fait voir que la raifon de 

3 à 4 eft la même ique celle de 5 à 7-I; mais la raifon de 5 à 7-^ eft 
plus grande que celle de 5 à 7 , non feulement par la huitième propofî^ 
tion du cinquième Livre d'Euclide , mais auffi par la nature même des 
raifons, le nombre 5 ayant plus de grandeur relativement à 7— ^ queré^- 
lativement à 7 : donc la raifon de 3 à 4 eft plus grande que celle de 5 à* 7.^ 
U y a une autre méthode de comparer les raifons, qui eft de changer 

O z leurs 


celle de C à D , fuivant quelafi:a£tioa -g eft plus grande que» égale à» ou 
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leurs termes en fraélions , dont les antécédéhs foient les numérateurs » & 
les conféquens les dénominateurs. Ainfi la raîfon de ^ à £ eft plus gran* 
de que , égale à , ou plus petite que la raifon de C à D , fuivant que- la 

£ra£tion -^ eft plus grande que , égale à j ou plus petite que la fraâîon 

£ : car la raifon de ^ à i eft^ plus grande que , égalé à , ou plus petite 

que la raifon de ^ à i , fuivant que la fra£bion -^ eft plus grande que, éga* 

le à 9 ou plus petite que la &a6tion ^ ;c'eft ce qui paroît manifeftement 

parcequiaétéditci-defTasinuisIaraifonde^ à z, eft la même que 

celle de ^ à £, & la raifon de ~ à i eft la même que celle ^C^D'y 
donc la raifon de ^ à £ eft plus grande que, égale à^^ou plut petite que 

B 

plus petite que la fraÇUon^. Mais cette méthode derepréfenter les raî- 

fons par des fraâions , quoique propre à faire connoître quelle de deux 

fra6tions qu*on compare eft la plus grande ou la plus petite, nç doit néan« 

moins pas être admife généralement , à caufe que ces fignes repréfenta- 

tifs ne font point entre eux comme, les raifons qu'ils veulent repréfen ter: 

ainG la fraÂion | eft double de la fraflion \ ; mais il n*en faut pas inférer 

que la raifon de (5 à 2 foit double de celle de 3 à « ;car nous verrons dans la fui* 

te que la raifon de 9 à 4 eft double de la raifon de 3 à 2. Quant à moi , je n'ai 

jamais aimé à défigner les raifbns par des fra£lions , comme J^arroo) & d'au* 

très ont fait ; non feulement à caufe de ce qui vient d'être dit , mais aufiî 

parce que cette minière de repréfenter eft capable de donneu aux com- 

mençans de faufles idées de )a compofition & de la réfolutîon des raifons. 

t 
Définition 2. 

293. Dans une fine de quantités de quelque efpéceque cefcitcrojffante oa 
iicfoijjante depuis la première jufqiCà la dernière , la raifon des extrêmes ejl 
dite compofie de toutes les raifons intermédiaires. Si ji^ByC,D repréfentent 
des grandeurs rangées en férié , ]a raifon de J à D eft dite 
compoféc de, ou pouvoir fe réfoudre en ces raifons, fa- A^ B^ C\ D. 
voir la raifon de ^ à Jî, la raifon de fi à C, .& la raifon 48 ,40, 30, 15. 
de C à D ; ou bien ainii : SiAS^D font deux quantités 
quelconques 9 & que B,C &c. repréfentent un nombre quelconque de quantités 

in- 


E L E M E N s D* A L G E B R Ë. 109 

tntermèiîaires , prifes à difcrétïm & rangées etare A S* D , la rai/on de A 
àD eji dite par cette ifUerpoJitim pouvoir fe réfoudre en raifons de A à By de 
BàC,(^deCàD. 

• Ce n*eft point- là une propofitîon qui doive être prouvée, mais une 
définition de ce que les Mathématiciens entendent* communément par 
compofition & réfolution de raifons : termes dont le fens efl le même que 
celui qu'ils attachent à ceux de cobpofkion & de réfolution de toute au« 
tre grandeur continue quelconque. Par exemple: fuppofons que les let- 
tres JyB^CyDyZU' lieu de repréfenter des quantités , déCgnent autai* 
de points diftinfb placés en ligne droite Tun après Tàutre à des difbm- 
ces égalés ou inégales; qui fe ferait en ce cas le moindre fcrupule de di« 
re, que tout Tintervalle JD eft compofé des intervalles JB^ B C, CZ), 
comme de fes parties? Ou fi les points J &D font les extrémités d'une 
ligne, fur laquelle on marque à difcrétion les points £, C, Sec. ; qui 
ne dira point que la ligne JD k trouve par ces points réfolue ou diftin- 
guée en parties A ^ BC^ CD y &c. ? C'efl- là le cas de la compofition 
& de la réfolution des lignes ; & il en eft précifément de - même en fait 
de compofition & de réfolution de raifons^ excepté que dans la première 
fuppofition le tout & toutes fes parties font des lignes , & que dans la 
féconde le tout & toutes iès parties font des raifons. 

SiJy B, C, D, &c. défignent des quantités, la raifon de ^à5 
commence à ^ & fe termine en B; la raifon de £ à C commence k B Se 
fe termine en C; & la raifon de C à Z) commence à C & fe termine en 
D: pourquoi donc ces raifons continues ne pourroient-elleç pas être en- 
vifagéès comme des parties conftituant la raifon entière de A,k D^ Nous 
avons déjà vu que les raifons peuvent être comparées relativement à ce 
que l'une eft plus grande ou plus petite que l'autre, & qu'une raifon peut 
être plus grande que, égale à, ou plus. petite qu'une autre raifon; & 
cela étant , pourquoi les raifons ne feroient-elles pas reconnues pour des 
grandeurs auffi bien que toutes les autres chofes qui font fufceptibles d'u- 
ne pareille comparaifon ? Mais C les raifons font des grandeurs , il faut 
qu'elles ayant des. parties. Se ces parties doivent être de même nature 
que le tout, à caufe que les raifons ne peuvent être comparées à. aucu- 
ne autre chofe qu*à des raifons : il me paroît donc -que l'idée que je viens 
de donner de la compofition & de la réfolution des raifons eft auffi jufte 
& auffi intelligible, que s'il étoit queflion de Ja compofition &delaréfo* 
lution d'une autre quotité quelconque. 

Ceci pofé, que Ay ByC^D foient des points rangés en ligne droite 
comme ci-defliis ; que la ligne AB foit égale à une ligne Rr^ qneBC 

' O 3 foit 
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f(Ht égaHe à une Irgbe Ss^ &ÇDï ti^e ligne Ti; en ce ca^, ànfeti 
en droit de dire non feulement que la ligne JD eftégale aux trois lignes 
JBy BC^ CD y mais auffi que la même ligne AD tk égale aux troîi 
lignes \Rf,^x& Tt ajpûtéet Ënremblè,& h même œnfidération efl: tou- 
jours app.licable aux raifons; car fuppoiànt derechef que A, B^t^ Di 
défignenc deis quantités , dë-méme que R^ SyT^ r^Sjt ; qne A foit à B 
comme R k r^ que B foit à Ç comme S^s^ 6c que C foit à D comme 
T kti cela étant il eft d'ufage parmi les Mathématiciens non feulement 
de conûdérer la raifon de ^ à D comme compofée des raifons de ^ à £ t 
de B k Cj &de C kD^ mais auffi comme compofée des raifons de R à 
r^ de <S* à j, & de T à r. Tout ceci fera facile à comprendre pour pea 
qu'on faffe attention à la férié décrite ci-de(Kis ; car la raifon de 48 à 15 
y étoit compofée de la raifon de 48 à 40, de celle de 40 à 30, & de ceUe 
de 30 à 15 ; mais 48 eft à 40 comme 6 k s» & 40 ^^30 comme 4 à 3 » 
& 30 à 15 comme; 2 à i: donc il eft aulli juite de confidérer la rai« 
ion de 48 à 15 comme compofée des raifons de (5 a 5 , de 4 à 3 , & de 
? à I , que de la confidérer comme compofée des raifons de 48 à 40 , 
de 40 à 30 , & de 30 à 15. 

Définition 3. 

294. t)e-mêm€ que tar la dvoifion tune ligne en Un nombre quelconque de 
parties égales , toute la ligne ejl dite un multiple d'une de fes parties,, tel qu'il 
efi exprimé par 'le nombre des parties dans lesquelles toute la ligne efi fuppojee 
dhiféei pareillement dans une férié de quantités en proportion continue j où les 
raifons intermédiaires font toutes égales Tune à Vautre , ^ par conféquent à 
qfulqiLe raifon commune qui les repréfente toutes indifféremment y la raifon des 
iXtrêpies efi dite un multiple de céHe raifon commune , tel que F exprime le nom- 
bre dts raifons à cempter depuis un extrême jusqu'à foutre. Ainfi 9, 6 & 4 
font en proportion continué , & ont pour raifon commune celle de 3 à 2 ; 
car 9 efi à 6 comme 3à2, &6eflà4 comme 3 à 2 ; donc en ce cas y 
la raifon de 9 à 4 efi appellée double de 3 à 2 ; & d'un autre côté la rai- 
fon de 3 à 2 eft appellée la moitié de la raifoÊ de 9 à 4 ; mais Texpres- 
lion ordinaire efi, que 9 efi à 4 en raifon doublée de3à2, & sk 2 
en raifon fous-doubléc de 9 à 4. Pareillement 27, 18, 12 & 8 font en 
proportion continue, & ont pour raifon commune celle de 3 à 2 ; donc 
27 efi à 8 en raifon' triplée de 3 à 2, 4 3 efi à 2 en raifon lous-trîplée 
de 27 à 8. Enfin Si 9 54^ 9 36, 24.^ & 16 font en proportion continue » 
4& ont pour raifon commune celle de 3 à 2 ; donc 81 efi à 16 en raifon 
quadruplée de3à2,i&3à2en raifon fous-quadruplée de 81 k 16. 

On 


ELEMENS D'ALGEBRE. iii 

On voit iterces exemjSes , qu'une raîfon peut nbn feulement être plus gran- 
de qu'une autre , mais auffi un multiple ou une partie aliquote d'une au- 
tre: ainfî 1^ raifon de 8i à 16 fe trouve être à celle de 27 à $, comme 
. '4 à 3 , à caufe que la première ràifon contient la raifon de 3 à 2 qua- 
tre fois , & que la dernière ne contient cette même* raifon que trois 
fois: par exemple encore, la raifdh de 27 à 8 eft à la raift)n de 9 à 4 
conune 3 à 2 ^ à caufe que ia première contient la raifon de 3 à 2 trois 
fois» & que là dernière comienc deux fois cette même raifon; d'où 
il fuit que la raifon a liieu enue les raifons mêmes., aiifli bien qu'entre 
toutes les autres quantités continue^. Mais quoique toutes les raifons 
foient en certaine raiibn Tune â l'autre > cette raifon néanmoins n'elt pas 
toujours exprimable; je vaipf, di(e, quand les. quantités des raifons font 
incommenfurables l'une à l'autre; car les raifons peuvent être incom- 
menfurables , auffi bien que toute autre quantité continue de quelque e(^ 
péce que ce foit : c'efl ainfi que la raifon de 4 à 3 eft incommenfurable 
à celle de 3 à 2 ; ce qui eft le cas de la plupart des raifons. Si toiites les 
i^aifbns étoient a^nmenflirablei l'iusei l'autre, leurs logarithmes auroient 
la même propriété ^ & par une conféquence néceflaire les logaritlime^ 
de tous les nombres naturels pourroienc être affignés exaflement , ce qui 
eft impoflible, comme nou8*le verrons, quand nous ferons parvenus à la 
matière des Logarithmes. 

N. B. Je ne conp^is pas de meilleure méthode de reprèfen ter les quan-^ 
tités des' raifons qu'en traçant une ligne , fur laquelle tous les nombreai 
naturels qu'on pourra y marquer doivent être difpofés , non à d'égales 
dillances l'uacle l'autre , mais à des diilances proportioqelles aux raifons, 
où ces nombres font entre eux. Py exemple , la diftance entre i & 2 eft 
égale à. la diftance entre 2 & 4, parce que la raifon de i à 2 eft ègalq 
à la raifon de 2 à 4: de • même la diftance ehtre4 & 9 eft double de 
la diftance entre £ & 3 ^ à ca^ que la raifon de 4 à 9 eft double de la rai- ^ 
fon de 2 à 3 , & ainfî^du refte. 

De VAdditîùn des RaifotA. 

295. De ce que toutes les raifons font des quantités , comme il a été 
prouvé dans les trois derniers Articles , il fuit que , ni plus ni moins que 
toutes les autres quantités , elles font fu(ceptibles d'addition , de fouftrac- 
tion , de multiplication & de divifion : pour traiter ces opérations p^ 
ordre, je commencerai par l'addition. 

Si les raifàns qui doivent être ajoutées font des jatfons continues ^c^eft-à-dire^ 

fi elles forment une férié dans laquelle ï antécédent de chaque raifon fubféquente 

efl le même que le cohféquent de la raifon qui précède immédiatement ^ leur ad- 
dition 
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àitimfefait en rejettam tous les termes itaermédiaires. Par exemple, les rai- 
fons de J iiB^ dcBhCy de C à Z) étant ajoutées enfemble, forment 
la raifon de ^ à Z), comme îl a été prouvé dans TArt. 293. 

Ceft pourquoi fi les raifons qui doivent être ajoutées ne font^^point conti- 
nues , il convient de les rendre telles au moyen de quelque antécédent donné , 
par exemple Tunité^pour pouvoir faire l'addition: que la raifon de -^ à 5, la 
raifon de Cà JD , <& la raifon de £ à i^^foient propofées à ajouter en une fom- 

me : or la raifon àcjihBeù, toujours la même que celle de i à ^ , à caufe que 
J cH h B comme ik BJy la raifon fuivante, favoir de C à D, eft la 
même que celle de 4^'"^î* ^^ dernière raifon, qui eft c lie de JE à -F, 

eft la même que celle de —— - à ~^ } donc les raifons de AkB^ de 
C h D & dQ E k F étant ajoutées enfemble, forment la raifon de i à 
5^, qui eft la même que celle de ^C£ à 5Z)Fjce qui nous donne la 

•formule fuivante: 

Multipliez premier ement Tunpar Vautre les antécidens de toutes les raifon f 
propofées , (^ multipliez de - même enfuite les conféquens , ^ la raifon lies pro* 
duits qui naîtront de cette multiplication ^ fera lafomme des raifons propofées. 
•i Pour fe mieux aflurer encore, que les raifons de ^i/ à 5, de C à Z), & 
de £ à £ , ajoutées enfemble, conftituent la raifon de ^C£ à BDFy if 
fera bon d'examiner quel intervalle chacune de ces raifons remplit : la rai* 
fon de Jfi B remplit l'intervalle qui fépare JCE de BCEi la raifon de 
C ï D remplit f intervalle qui fépare BCE de BDEi& enfin, la raifon 
de Eh F remplit l'intervalle qui fépare 5 £>£ de BDFy par conféquent 
toutes ces raifons ajoutées enfemblecogftituent la raifon de ^C£ k BDF. 
Un exemple en nombres achèvera de mettre ce fujet dans tout (on jour: 
fupjJofons qu'il faille ajouter enfemble ces quatre raîfôns, favoir, la rai- 
fon de 2 à 3 , la raifon de 4 à 5 , la raifon ée 6 à 7 , & iaraifon de 8 k 9.. 
Ici le produit des antécédens eft.2X4x6x8 = 3845& le produit des con- 
féquens eft 3x5x7x9= 945 j par conféquent la fomme de toutes les raifons 
propofées , eft la raifon de 384 à945 ; & la preuve en eft aifée : car la raifon 
de 2 à 3 s'étend depuis 384 jusqu'à 576 y la raifon de 4 à 5 s'étend depuis s'jô 
jusqu'à 720; la raifon de 637 s'étend depuis 720 jusqu'à 840 j& la rai-, 
fdn de 8 à 9 s'étend depuis 840 jusqu'à 945 ; donc les raifons de 2 à 3 , 
de4à5, de(5à7, &de8à9 s'étendent depuis 384 jusqu'à 945. 

De ce qui vient d'être dît concernant l'addition des raifons , on peut 
inférer le fens qu'il faut attacher à une exprelïïon fort en ufage parmi 
les Mathématiciens : on uouve en plus d'un endroit de leurs écrits que 

4 
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Aefïk Ben raifon comporée de laraifon de C à D, & de la raîfon de 
£ à F; ce qui ne veut dire autre chofe,finon que la raifon de-^ à 5 eft 
égale à ia ibmme des raifbns de £* à /) & de £ à i^, ou bien que J eft 
k B comme CE k DR 

Suivant les Géomètres , chaque ndfon efl ^oa xxne raifon d'inégalité ma- 
jeure^ ou une raifon (Tinégalité mineure y ou une raifon S égalité; ce qui 
comprend toutes les fortes de raifons : car par une raifon d'inégalité ma- 
jeure ils entendent la raifon qu'une quantité plus grande a à une plus pe«- 
tite ; par une raifon d'inégalité mineure ils entendent le contraire , c'ell-â* 
dire la raifon qu'a une plus petite quantité à une plus grande ; & confé* 
quemmeotpar une raifon d* égalité ils entendent la raifon (û Ton peut dire 
ainfi) qu'une quantité a à ion égale. Si nous diftinguons les raifons ful- 
vant les effets qu'elles produifent dans la compofition des raifpns , cha- 
que raifon d'inégalité majeure devra être confidérée comme affirmative ^ 
parce que de pareilles raifons augjmentent toujours la fomme de celles 
auxquelles elles font ajoutées ; d'un autre côté , les raifons tinégaUté mi-^ 
fleure doivent être confidérées comme négatives, parce qu'elles diminuent 
toujours la fomme des raifbns auxquelles on les ajoute ; donc la raifon 
d'égalité doit être confidérée comme n'ayant aucune grandeur du tout, 
paifé que de pareilles raifons ne produifent aucun effet dans la compo* 
lîtion des raifons. Par exemple» fi à la raifon de 5 à 3 on ajoute la rai- 
fon de 3 à 2 , la fomme fera la raifon de 5 à 2 comme ci-deffus ; mais 
la raifon de 5 à 2 ed plus grande que celle de 5 à 3 ; donc la raifon de 
3 à 2 doit être en vifagée comme affirmative , parce qu'eOe augmente Ib 
raifon à laquelle elle efl ajoutée: d'un autre côté, fi à laraifon de 5 à 3 
on ajoute la raifon de 3 à 4 , la fomme fera la raifon de 5 à 4^ qui efl: 
plus petite que la raifon de 5 à 3 , & par cela même la raifon de 3 & 4 
efl négative: enfin, fi à la raifon de 5 à 3 on ajoute la raifon de 3 à 3, 
la fomme reftera toujours la raifon de 5 à 3; donc la raifon.de 3 à 3 
n'efl rien du tout. 

Toutes les fois qu'une raifon doit être décompofée en deux autres par 
l'interpofîtion d'un terme intermédiaire quelconque, on pourroit s'ima- 
giner peut-être que ce terme doit être quelque grandeur intermédiaire 
entre les termes de la raifon qu'il s'agit de décompofèr; & nous avons 
paru adopter cette fuppofîtion dans l'Article aps^me : mais nous n'en 
avons agi ainfl qu'afin de prévenir des objeâions hors de faifon , qui au- 
roient pu naître à cette occafion ; car il n'y a pas la moindre néceffité 
que le terme intermédiaire foit une grandeur intermédiaire fi l'on admet 
des raifons négatives ; car la raifon de 5 à 4 (par exemple ) peut être 
Tome IL .. P dé- 
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déroimporëe en deux raifons, favoît, celle de 5 à 3 & ceHe de 3 à 4, 
quoique le terme intermédiaire 3 ne fe trouve pas entre j & 4. Cela 
éft bien clair ; car quoique la raifon de 5 à 3 , qui efl une des parties ^ 
foit plus grande que la raifon de 5 à 4 , cependant la raîfon de 334^ 
qui eft l'autre partie, eft négative, & qualifie. Tautre dans la compofi- 
tîon,. de façon à en faire. la raifon de 5 à 4: c*efl; ainfi qu'on peut con- 
fidérerp comme étant vttit partie dô 7, pourvu que Fautire partie foit— i* 

Corollaire. 

S'il y a une férié de quantités AyE^CyD^dont A ejl à B comme Viàvy 

i$ dont B ejlà C comme S à s, ^ dont C eji à D cohme T à t, je dif 

qu'en ce cas A fera à D comme KST produit de tous les antécédensy à rst 

produit de tous les conféquens. Car par l'article 293 la raifon de -^ à D 

eft compofée des raifons de ii à r, de 5 à j, & de T à ^: or ces raî^ 

Ions, ajoutées enfemble en une fomme, conftituent la raifon de il 5 T 
à rsiy donc ^ eft à D comme RST k rst. 

Delà Soujira^on des Raifons. 

295. // ejl facile defoujlraire une raifon d'une autre raîfon ^ quand elles ont 
PMes deux le même antécédent , ou toutes deux le même conféquent. Par exem- 
ple f la raifon de A àB foufiraiie de la raifon de AàC^ latjje pour re^ la 
raifon de Bà Cy(^ la raifon de. B à Cfouflraite de la raifon de AàC^ laijje 
pour refle la raifon de AàB: ]t dis que cette opération eft facile; & le 
principe, fur lequel elle eft fondée, eft très-fîmple âufîîzùar (fuivant J'art» 
293.) la raifon de ^ à C contient les raifons de -^à 5 & de 5 à C; d'où 
il fiiit que fi l'on retranche une de ces parties , l'autre doit refter. 

Mais fi les deux raifons, dont l'une doit être fouftraite de l'autre ^ 
n'ont ni le même antécédent , ni le même conféquent, il faut les rédui- 
re au mem<e antécédent , en lailFafit - là la raifon qui doit être fouftrai- 
te de l'antécédent de Tauire , de la manière fuivante : on demande de 
fouftraire la raifqn de Cà D de la raifon de -^ à JS ; la raifon de Cà D 
eft la même que celle de -rf à i^ î donc fouflxaire la raifon de C à Z> 
de la raîfon de ^ à £ eft la même chofe^ que fbuftr^e la raifon àtAï 
^ de la raifon de ^ à 5 ; mais k raifon de ^ à ^ étant fouftraite 
de là raifon de ^ à -B , laquelle a le même antécédent que Tautre , laîfFc 
pour refte la raifon de -— à £ , ou de AD kBC \ par conféquent la 

niibn de C à Z) retranchée de la raîfon de-^ à 5 , laiiTe pour refte la rai- 
foki de AD à £ C. Voici la formule- 
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Toutes k/fois ç^^tpie rc^àn doit être retranchée $me autre ^ changez le 
fifffie de la rai/on qu'il ' s'agit de foujlraire en renverfant F ordre des termes ; 
cela étant y la fomme que formera cette nouvelle ràifon ajoutée à Vautre^ fera 
la même quantité (pie le refte de la fouJlraStxon profofée. • Ainfi fouftr^re Ii 
niîfon de C à jD de h raifon de -rf ài 5 , eft précifétnent la mêm^ chofe 
qu'ajouter la raîfixx de 2) à C à la raifon de -^ à Jî î mais la raifon dç 
D^C ajoutée à la raifon de :^ à\B donne la raifon àt ADkBÇ pjr Iç 
dernier article ; donc la raifon de C à D retranchée de la raifon de ^ à -B, 
kiffe paw refte la raifon à^ AD k BC. Pour s'en convaincre mieux 
encore, on n\ qu'à fe rappeller, qu'en tQUte fouflraftion , le refte & 
Ja quantité fwftraice forment la gr^ideur d'où I3 fouftraftion devoit fç 
.faire, m»i8 dans le cjis propflifé le refte éioitl» raifon de ^D à B C, & 
fe quwtité fouftraite étoit h raif<Mj de (? j> /) , Sa cçsdeùx raifpns ajou- 
tées- enfemble fonnaîçnt la raifon à^4CD à B CD^ pu de ^ à 5 , qtd 
dk la raifon d'pù 1* Ibuftraaion devoit fe faire; donc Je xefte en ce.çaj 
.a'étébienaffigné. . . ; 

Pour donner un exemple en nombres , foit la raifon de 4 à 5 à fouftrai- 
re de la raifon de 2 à 3. La raifon de 5 à 4 ajoutée à la raifon de 2 à 3 
donne la raifon de 10 à 12 i ou de 5 à 6, pv le dernier ajtide; donc la 
raifon de 4 à 5 retranchée de la railbn de 2 à 3 laiilè pçur refte la raifon 
de 5 à 6, ce qui eft bien clair: car la raifon fde 1% à 3 eft la mêm^ quel» 
raifon de 4. à<S, quicpntieat les raifon^ de 4 ^ S àdesà^idoncfi 1^ 
raifon de 4 à 5 eft ôtée^il reûwi l'autre partie , qu^ eft la raifcn de5 à ^ 

Avant de terminer cet ajticle > je dois avertir qu'il y a une axure iî»a- 
ntére de concevoir la fouilraélion des raifo^s , ddnt l'ufege eft trop gtand ^ 
tant en Ph)*û(p2e qu'en Méchanique , po^r la palier fous filence. Cettfi 
manière d'envifager la chofe revient proprement à ceci; la nifondç cip 
ajoutée i la raifon de ^itJ, forme laraifon de^Cà 5JD; donc par ijsi 
raifon des contraires , la raifon de C àZ) retranchée de la raifon deJhB 

doit laiffer pour refte la raifon de r^ à 5 ^ à caufe quela rnukipiication & 

la divifion font auflî oppofées Tune à l'autre que le font l'addition & la 

fouftraôipn j.rB»i« ce.tte;rjii&a.de ^ à |, réduite à des nombres entiers, 

. eft la même que la raifon àèJDi^BC trouvée auparavant. : . 

N. B. Quand on dit que la raifon de AàBeJi compofée delà raifon direSte 
ieCàDj(^ de la.raifon inverfe ou récipr^e dé R à F, lefens de cmii w- 
-prejjion efi que laraijhn de Aàiejl ^gdk h Textes de la raifon dtC àD par- 

âejpis la raifon dé E àF , ou bien ç[ué AeJiàB comme g- àjtOUcommeCPà 

DE. • ■ ■'■ ■■ ■■ ' 

P a De 
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De ta Multiplicatùm & de la Dhifion des Raifmr. 

2p7. Si la raifon A& AlBeA ajoutée i eUe-même, c'eft-à-dire, à fe 


eft doublée , & la raifon de A^ à B' triplée de la ralfçn de ^^ à 5. Et 

oniverfeUemenc, /a raifm de h^ à fia efl un multiple dt la raifm de A àh^ 

tel que Texprime le ntmbre n. Atafi la raifon de i^^ à ^'^ efl: quatre fois la 
„i*.^ j. ^ 1. 7> : ,-.^ ^i^n . 1 .i.-_ , . . ^ h'ëtend 

Pour donner un exemple en nombres , je dis que cinq fois la r^dibn de 
£ à 3 efl; la raifon de la cinquième puiffance de 2 à la cinquième puiflaii- 



En voilà aflez fur la multiplication. 

Lm divijwn ejl U contraire de h multiplicatim ; £f par cmjequent commt 
chaque raifon efi dbublée^ ou triplée^ ou quadrupliez en élevant les ternies de cette 
raifm à la féconde ^ ou à la troifiéme , ou à la quatrième pu^ance , de-même 
chaque raifon efl partagée en deux^ ou en trois ^ ou en quatre^Ji ton tire h' 
racine quarrie de fes termes^ ou la racine cubique iSc. Ainfî la moitié de la 
raifon de 2 à 3^ eft la raifon de la racine quarrée de 2 à la racine quarrée 
de 3 y c*efl:-i-dire (fuivant le preiraer fcfaolie de Fart. 179) à peu près la 
raifon de 40 à 49 ; ce qui fe prouve encore de cette manière: la raifim 
de 40 à 4s^ efl: la moitié de la raifon de 1600 à 2401 , par ce qui a été 
dit dans le commencement de cet article ; mais 1600 eft à 2400 comme 
2à3;donc la raifon dei6ooà240ieftlamêmequecellede2è 3 à peu près. 

Mais pour la divifion d'une raifon il n^eft pas nèceffaire d'employer une 
double extraâion de racine ^ pourvu que la raifon propûfée foit réduite 
à une autre raifon égale dont l'antécédent foit Tunité. Ainfi 2 eft à $ 
comme i à |, & par conféquent la moitié de la raifon de 2 à 3 eft la 
rsdfon de i & v\y ovt la raifon de x à t/r .5* 

Il parott par ce que nous venons de dire y qu^une raifin peut être commenfu- 
foNe à une autre , (i que cependant les termes de Funefont incommenfurables 
m» termes de Foutre: par exemple , la raifon de 2 à 3^ eft certainement 
commenfurable à la raifon de la racine quarrée de 2 à la racine quarrée 
^ 3> ^ la première étant doublé de la dernière^ & cependant 2 & 3^ter- 

mea 


V» 
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mes de la première raifon , fcmc incommenfurables à 1^2 & à t/3 , termes 
de la dernière. 

.N. B. Quand on dît que A ejl à Ben raîfm fous-daublée deC àDy lefens 
de cette exprejjim efiy que la raifm de AàB ejl égale à {de la raifon de 
CiD: donc en ce cas, le double de la raifon étAkB fera égal au triple 
de la raifon de C à D; mîûs le double de la raifon de ^ à £ elt la raifon 
àtA* à iJS&le triple de la raifon de CkD eft la raifon deC'àZ)' îdonc 
fi la raifon de ^ à JB contient une fois & demie la raifon de C à D , ^* 
fera à fi* comme C àD^ Ceft a'mfi que dans les révolutions des planè- 
tes du premier ordre autour du Soleil ^& des fatellites autour de Jupiter 
& de Saturne, leurs tems périodiques font dits être en raifon fesquialcère 
de leurs diflances moyennes, c'efl-à-dire, les quarrés de leurs tems pé^ 
riodiques font conmie les cubes de leurs diflances moyennes. 

Autre méthode de multiplier €f de divi/er de petites raifons , c* ejl- à-dire^ 
dont les termes font grands en comparaifon de leur différence. 

^98* Pobferverai fur ce fujet par voye de remarque préliminaire, que 
fi deux quantités indéterminées onf confUmment la même différence , plus les 
quantités font grandes , plus leur raifon approche de la raifm légalité : c'eft ainfî 
que la dàFèience eatie 2 & i eft la même que la différence entre 100 & 
99 ; maïs la raifon de 2 à i ou de 100 à 50 eft plus grande que la raifon 
de lôo à 99. Au moyen de cette obfervation , & du théorème fuivant, 
je tâcherai de £sâre voir que de petites raifons peuvent quelquefois être 
doublées, ou triidées y ou partagées endeujc ou trois parties égales à Taide 
d'une méthode beaucoup plus facile que celle que nous avons indiquée 
da» le dernier article ; & toutes les fois qu'il fera queltion d'opérer Air 
de pareilles raifons,, il faudra y avoir recours*. 

Théorème. 

S'il y a deux quantités dont la atfférence foit petite en cmnparaifon des quan^ 
fîtes mêmes ^^ fi Von ajoute à Tune & qu'on retranche de Vautre autant qu'il 
faudra pour rendre leur différence double ou triple ^ ou bien la moitié ou le' tiers 
de ce qu'elle étoit auparavant ^ je dis que les quantités après cette altération fe- 
ront en raifm doublée , eu triplée , ou fous-deublée , (Uf^feus-triplée de celle qui 
fubfijloit entre elles avant ce changement à peu près^ 

1^^ Qu'il y ait deux nombres 10 & 11 dont là différence^ eft i ; cela 
étant, fi on ajoute ^ à 11 & qu'on retranche ^ de i>o, on aura les nom- 
bres I II & 9| , dont la différence eft 2 ; je dis que 1 1| eft à 9I en raifon^ 
doublée de 11 à xo ipeu près. Car la raifon de ii^ à 91 peut f^ réfoU'- 

V % dre: 
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dre en ces deux raifons, favoîr , la raifbn de ii] à io{, & la rsufon de 
10^ à pi: or ]a première de ces deux raifons, favoir , celle de ii^ à loj^ 
efl tant foit peu plus petite que celle de ii à lo, comme on peut s'en 
convaincre par robfervation qui elt à la tête de cet article ; & la derniè- 
re^ favoir, celle de io| à pl, efl tant fbit peu plus grande que la raifon 
de II à lo, & Texcès dans ce cas efl: à peu près égal au défaut dans 
fautrej donc la fomme de ces deux raifons ajoutées enfemble, c*eft-à- 
dire , ta raifon de 1 1| à 9^ fera à peu près égale à deux fois la raifon de 
II à 10. 

2*. Comme la différence entre 10 & 11 efl i, ajoutez i à 11 & re- 
tranchez I de 10 ,& vous aurez les nombres 12 & p,dont la différence 
eft 3 : je dis préfentement que 1 2 fera à 9 , ou 4 à 3 , en raifon triplée 
de la raifon de 11 à 10 à peu près. Car la raifon de 12 à 9 peut fc dé^ 
compofer en ces trois raifbns, favoir, la raifon'de 12 à 11 , la raifon de 
II à 10, & la raifon de 10 à 9; & de ces trois raifons , la première, 
favoir, celle de 12 à 11 , efl tant foit plus petite que la raifon moyenne 
de II à ic, & la dernière, favoir> ceUe de 10 à 9, efl environ plus 
grande de ia même quantité ; c'efl: pourquoi la premiéns raiibn & ia der. 
niëre ajoutées enfemble formeront prelî^ae deux £3is la raifon moyenne 
de II à 10; donc les trois raifons ajoutées ei^emble, égales à la &uJe 
raifbn de 12 à 9, donneront ixois fois la raifbn de 11 i 10 à peu près. 

3"". Si en augmentant la différence on augmente proportipndlemçnt la 
raifon, il s'enfuit qu'en diminuant la xlifférence on diminue au0i la raifbn 
proportionellement, c'efl-à-dire , que fl la différence ef( réduite a la 
moitié , ou au tiers de ce qu'elle étoit d'abord , la raifbn doit précifément 
écre réduite de-onêibe: or comme la différence entre 10 & 11 efl i , 
ajoutez 7 à 10, & retranchez ^ de 1 1 ,' & vous aurez les nombres 10^ & 
io|,dont la differenceefl |,& lo^ fera à io| errraifonfous-doubléede 10 
à II à peu près; mais fl j efl ajouté à 10 & retranché de 11 , vous aurez 
le$ nombres ioj& lof dont la différence efl j, & loj fera à lof en rai- 
fon fous-triplée de la raifbn de 10 i 11 à peu près. 

Voyons à préfent combien les raifgns trouvées ici Ibnt peu éloignées 
du vrai. Par le dernier article la raifon doublée de 10 à 11 efl la raifon 
de 100 à 121 , ou ^i h i .2100; &ftiivant le (héorême précédent c'efl 
la raifon de 9^ à 11^ ^ ou de 19 à 23 , ou de i à i .2105. 

Par le dernier article la raifon triplée de 10 à 11 efl la raifon de 1000 
à 1331 , ou de I & I .331 } & fuivant le chépsême précédent c'efl la rai- 
fon de 9 à 12, ou de 3 a 4, ou de i.à I .333. 

Par le dernier article h raifon fbus-douèlée de 10 à u efl la raifon de 

là 
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I à la raeîne quarrée de ;i, ou de i à i .o^^ii } & faivant îê théorème 
précédent c'eft la raifon de lo^ à lo^, ou de 41 à 43 , ou de i à i .04878. 

Par le dernier article la raifon fous-trîplée de 10 à n eft la raifon de 
1 à la racine cubique de ;^, c'eft-à^dire, de i à i .03228; & fuivarit le 
théorème précédent c'cft la raifon de loj à id^ , ou de 31 à 32, ou de 
I à I .03226. 

Nous voyons par-là combien le$ raifons trouvées s'éloignent peu de 
Texaâe vérité , même quand la différence n'eft pas plus petite qu'une 
dlxiémt ou une onzième partie du tout : mais fi nous fuppofons que la 
différence n'eft qu'une centième ou une millième partie du- tout, la pré« 
clûon fera beaucoup plus grande ; deforte que pour multipiter ou divifer 
k raifon f il fuffira d'augmenter ou de diminuer feulement un des nom- 
bres. Ainû 100 efl: à 102 en raifon doublée , & à 103 en railbn triplée 
de looà loi ; & 100 eft i 100 -f- 4 en raifon fous-doublée , & i 100 -+4 
en raifon fous-triplée de la raifon de 100 à 10 1 à peu près: & univer- 
fellement, JiA^z&A-^ y font deux quantités quelconques , qui appro* 
thent infiniment près de la quantité A , la raifon d&A-j-zàA fera^ à la raifon 
de A -+ y ^ A 3 comme la différence infiniment petite z efl à la différence infi^ 
niment petite y. 

* Je n'indiquerai qu'un feul exemple pour faire fentir l'ufage de la pro- 
pofition précédente. Suppofons que j'aye une horloge qui avance d'une 
minute chaque jour , de combien doifi-je allonger le pendule pour que 
rhorloge aille bien? Que / foit la longueur préfente du pendule, & que 
% défigne ce qu'il faut ajouter à cette longueur pour corriger le mouve- 
ment du pendule, & que n foit le nombre des minutes qu'il y a dans un 
jour ; cela étant , il eft clair que le pendule / achève le même nombre 
de vibrations dans le tems n— i ,que le pendule l^s doit achever dans 
le tems n. Or Huygens a démontré que tes tems dans lesquels diffèrens 
pendules achèvent le même nombre de vibrations font en raifon fous* 
doublée des longueurs de ces pendules; ainfi n^^i doit être à n en rai-, 
fon fous-doublée de / à l—^Xj ou (ce qui revient au même) / doit être à 
/-f X en raifon doublée de n-« i an: mais par la * propofîtion précéden- 
te^ la raifon doublée den-^-i an eft la raifon de »—^ àffH-?i ou de 
2n— 3 à 2»H-ii donç/çft à /—HAr-comme fi« — 3 à2«-+i,c'eft-à-dire, 
le pendule doit être allongé en raifon de 2» — 3^ à 2n -f i : mais n nom- 
bre des minutes en un jour eft 144Q; donc 291^*3 font à 2f)-fi comme 
2877 à 2881, ou comme 719 à 720 prefque; ainfi le pendule doit être 
allongé en railbn de 719 à 720. C. Q. F. T. 
Si la raifon doublée de 0^1 an avoit été déterminée fimplement en 

chan* 
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changeant n*-i en n-^2, fans toacher à Taucre nombre», la conclufion 
auroit toujours été la même; car en ce cas / auroit été à /-{-^ comme fi~2 
à.«, comme 1438 à 1440, comme 719 à 720. 

Comme je me fuis étendu fuffifamment fur la do£)xlne de la compofî- 
tlon & la réfolutîon des raifons ^ il ne me refte plus qu*à faire fencir la 
grande utilité de cette dofbrine. 

Définition 4. 

299. Si deux quantités variàbks Q & Kf(M de ulle nature j que K ne 
four oit être augmentée ou diminuée w quelque raîfon y tpe Ç^n$ f(Mt nécejjau 
rement augmentée ou diminuée en cette même rai/on ; comme JiKne pouvoir 
devenir quelqu Autre valeur r , fans que Q devint quelque autre, vakur q , telk 
çfie Q fût toujours àqen même raijon qiAe^ài^ en ce cas Ç^efi dit être 
comme R direSt^menty ou Jimplemera comme K. Cefl ainG qu'on dit que la 
circonférence du cercle eft comme le diamètre ; parce que le diamètre 
ne fauroit êcre augmenté ou diminué en quelque raifbn^ fans que la cir- 
conférence /bit néceflàirement augmentée ou diminuée en cette même 
laifon. C'eft ainfî encore qu'on dit que le poids d'un corps eft conune 
la quantité de matière qu'il contient , ou proportionel à la quantité de 
matière ; parce que la quantité de matière ne fauroit être augmentée oa^ 
diminuée eh certaine raifon y fans que le poids du torps foit augmenté 
on diminué en cette même raifon. 

Co&OILAIREI. 

Si (^ejl comme R direStement , il fauf néceffairement que Rfoit direSte^ 
ment comme Q. Car que Q^ (bit changé en quelque autre valeur q , & qu'en 
même tems R foit changé en r ; cela étante puifque j^eft comme R , Q^ 
fera à q comme R àr ;mais fi j^eft à q comme ii à r, il faut que i^ foie 
à r comme jO à q: puis donc que jO ne fauroit devenir q fans que R de- 
vienne r 9 & cela toujours dans la même proportion » il s'enfuit de cette 
définition que R eft comme Q^ dîreâement. 

CoKotLAiR£ 2. 

Si Qejl dtreêlemens comme R^i^queR foit direStement comme S , Q^Jira 
direStetnent comme S. Car que S foit changé en x , & que R devienne en 
même tems r, & que j^ foit pareillement changé en f ; cela étant, puis- 
que par la fuppofition R eft comme S^ R doit être à r comme <S à 5; &. 
puifque j^eff conmie R^ j^^fera à q comme jR à r: puis donc que j^eft 
à q comme jR à r , & que jR eft à r conmie f à i , il s'enfuit que j^fera 

à q comme 5 â j , & par confequent que Q^ktdL comme S. 

Co- 
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CoKOLtAIAX 3. 

Si Qeji comme R^&que Rfoit cmmiS^ije iisqueQfira€mmeK':±S^ 
& aujji comme la racine quarrie du produit R S. Car changeant Q^RfSea 
5,r,x, puisque Jl eft comme 5, nous aurons R àr comme S à x; d*oil 
nous inférons par les propofîtions 12 & 19 du Livre V. des Elémensque 
-R fera à r comme Rz±S eft à r :±x} mais j^^eft à q comme il à r par 
rhypochéfej donc Q^^& à q ccHnme R-^t^ * ^zh^î «^^ par la défini- 
tion que nous venons de donner ^ j^^^^ra comme R^S. De-plus » puis* 
que R eft conmie 5, il*fera comme RSj &R comme VRSy mais jg 
çft comme R; donc par le dernier corollaire j^fera comme y'RS. 

C o X o L L A I Ji )£ 4.^ 

* Si quelfie quantité variable comme C^ eji muhipHéepar un nombre donné com^ 
me s ijc dis ^ cela étant y que s(^ feront comme Q. Car il n'eftpaspoflibleque 
j^foit augmenté ou diminué en quelque raifon, fans que 5j^foient aug- 
mentés ou diminués en cette même raiibn: fi j^dans un cas eft double 
de j^ dans un autre, il faut néceftairement que les 5 j^, dans le premier 
cas foîent doubles des Sj^dans l'autre, & ainû de fuite; par conféquent 
5 j^ font comme Q. 

Corollaire 5» 

Si Q eft comme R y Q* fera comme R* , Q^ comme R' , f^Q comm^ VK , 
&c. Car fuppofons R* changé en raifon de Z) à £; en ce ca» Ji fera 
changé en raifon de VD à yJE;mais Q^tû, comme il; donc Q^kr^ auffi 
changé en raifon de VD à V£; donc j^* fera changé en raifon de X) à ^: 
puis donc que R* ne fauroit être changé en quelque raifon, fuppofons 
de D à £ , fans que Q^ foit changé en même raifon , il fuit de notre dé- 
finition que j^* eft comme R^: & le même argument eft applicable à 
tous les autres cas. 

Corollaire 6. 

Si Q , R S* S font trois quantités variables , ^ que Q^Joit comme leproàiit 
$u reStangle RS ; je dis^ en ce cas , que ^fera toujours comme S , £5^ ^ coînme 

Kj(^ que '^fi^^ ^'^ quantité donnée y ou (pour exprimer la cbofephs clai* 

rement,) que la quantité ■^/^''^ toujours la même ^quelles que f oient lesvo: 

leurs de (^^ R & S. Car puisque j^^eft comme RSy Q^ne fauroit être 

augmenté ou diminué en quelque riiifon ,fans que il 5 foit augmenté on 

Tome IL Q diini- 


diminué en cette mêc&e itiftrf; Alcfaé ^ fie^^t être augmenté ou dimi- 
nué en quelque. Tàifon , que ^ ott S ne. ibrt augmenté ou diminué en 

* ' • . * • . , " ' ' .-. 

<îettg même raifon; donc ^ eft oommç .§,.& ^ çoînme 5: & par.lajnê* 

me façon d'argumenter ',iifçraconMrie?§j&-f coioime^rmaisfi § eft 
comme R j divifant lea deux grandeurs par J^ , nous aurons ^^ comme 

ILS 

X ; or I eft unç quantité qui n'augmente ni ne diminue» mais eft toujours 
la m^ç^ j; 4p»iç fe . quantité .-^i leftera toujôuj» la .m6n\e i & par uhd 

raifon toute pareille , JiQ^ cmrm quelque grandiùir R , iafraêlion ^ /^ 
f^to^mrs la même^ me les quamîtés O ^ Kfomt ct'qt^'elks wuirmt. 
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- S'il j tf ^wbfn? qtumtitirvanables A ,B;i'C'yjyj' exprimables en nombres^ 
iom A fort comme B , ^ C comme D ; j> t//j , 'cela étante que le produit A Cfera 
comme le produit BD. Car puisque yî eft comme B^AC fera comme B C; 
& puisque C eft comme Dj BC fera comme 5 jD ; donc par le fécond 
corollaire ÀC fera comme BV; t'èft-à-dire, AC fera dans un cas à -^C 
da^s^ui^autro cas^ comme £D dansJeprenûercas^eftàfDciansIedérmer* 

Définition, 5- 

• •300. Si deux quantités variables Q Êf R font de telle nature , que R ne 
fuyfe être augmenté ^ en une taifon quelconque , que Q ne f oit nécejjairement di- 
ntimé en une raifon contraire , ou que R ne puijje être diminué en une raifon 
quelconque , que Q ne feit nécefpûrement augmenté en une raifon contraire ; 
en un nwt^ que R ne puiffe être changé en raifon deD àE^ queÇ^ ne f oit 
néceffairement changé en raifon deEàT); en ce cas on dit que Q ejl récipro- 
^iCment' comme, R. Par exemple «û un corps fphérique eft vu à unedif. 
fancê conCdérable, on dit que le diaipétre apparent eft en raifon réci* 
pirôque de'la diftance, à caufe que phis la diftance eft grande, plus le 
diamètre parpît petit, & riciproquemem^ De^même, fi Ton fiippofe qu'un 
globe tourne uniformément autour de fon a»e , on dit que le tems pé- 
ifëdique de cèLmouv«mènt^cft réciproqulîniefH: Comme la vîteflê avec la* 
^çlte le globe fe meut : çjff^plus xrette vHelfe eft grande,, plus le temspé- 
jripdiquç eiL petjt^ ^ réçiptoqufimentpi De-jnêiae encore^ fi le numéra*» 
*' ' ^ ' leur 
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tomme fondénoinîhëtèurV àcaufé qu'à mefike que-fe^nbminatetoraug^ 
mente, la valeur de la j^a6liov| \jap,dijninq^t^ réciproquement. 


\ :,v , 
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:. 5J Q f/8^ft^râj<àff«^ B^/^rfl,:réç§lti;û^mf^,^om^ Car 

que 2^fpit?ch?ngé en rairop de D à JE, & qu'ç^ti même tems il Ibit chan- 
ge en ràifon dé :4 à 5t cela étant , puisque j^ feft riécipro^uetiient com* 
me R^^Qi^oii 6crè difaigé3mbD^Q)ad6\BLkjd^dàs']^^ 
raifon de Z) à £; donc £ doit être à J comme D^h Ei donc (invertendo) 
J c&z B comme £ à'Cr'^i^ Jt â? é{é%harfèé"^n raifon de -4 à 5 par 
rhypofhéfe;. ^Pnc Ji a été cjiangé en xaifpn de^£ àZ). Puis donc que g, 
ne faUroitiêtre changé en aucune. raf (on, ruppofohs de7> a £,' fins que 
Jl /bit changé sn r^oft^i^t^e Je .£-i-:-P^^^^ 

que ^,.eft réciproquement comme" O? ^ '^ « 

C0R0LLilRE2. '* * ' 

. . . , . , ^ . • • • » » * «x • ' . ♦ 

SiC^eJi dtreSiemnt comme R , 8^ R réciproquement comme S , Q y^ra r^- 
tiproqueéeni comme S. Car que j^ fôit changé, en raifon de D à £.; cela 
étant , puisque R eft réciproquement comme S , il doit être changé en 
raifon de £ à i) ; maii'j^:e(L'dir6£len3i£nt véxitAe R par la fuppoûtion; 
donc Q^ doit auffi être changé en raifon de £ à D. Puis donc que 5 ne 
fauroit être changé en raifon de D à £ , iàins que néceffiiirement j^^Toit 
changé en raifon de£ à*Z),îl fuit de cette définition que ^-éft récîpro* 
quémcnt commet.. ^'.' * ' •: '* ^ ^•.- \ \ ' ' 

* • C Ô R^ b L L Â I-R Ei 'â.< ^ ''' ' ^' ' - '* 

Par un ffi^nmeiaf içiihpareil >\^« Q ç/î réciproquement' compte R , G' ?«f 
.Ry«r réciproqttement cotmî S, -Q/^ra diieêlment coinme S. . 

G O R O + L A li R E' ^4. , ' . . :^ .' 

' Si deux quantités varïiàfh <>&'Arfont âètellé nature que leur préHuW^ 

Je 

fera comme la fraftion i par le fi^iéme, corollaire de la quatrième 4éfinr- 

tion. Fuis donc que (^ èft-dirëétemeAt 1i«àaxàè lë kite&QA ^^, & ^que -Ja 
.. ;' Q 2 frac- 
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fira£tion4 elt réciproquement conune fon dénominateur R par cette 
définition » il fiut du fécond corollaire que Qdt réciproquement comme IL 

Corollaire $• 

Chaque fraStîm ejl récîproquement^cotnfne la mêmefraSîminverfe. AînfiJa^ 
fraftion-j eft réciproquement, comme lafrafilion ^. Ceci eft évident par 

le dernier cc^roUaire ; car fi on multiplie les fi:a6Uons § & ?» leur proi 
doit fera toujours Tonité, que R& S fiûeot ce ^e Ton voudra. 

Corollaire <5. 

Si C^efi ricîproquement cotnme R , m réciproquement comme ^ , Q fera 
SreSemera cemme '^. Car puisque j^elk réd^Hroquemeat comme £ , ^ 
que^ efl; réciproquement comme ^ par le dernier corollaire^ il fuit du 
troifîéme corollaire que j^ fera direâemenc comme L. Far la même rai* 
fdn, ùQ^eft rédproquement comme j^, il fera àtreSmeat commt R. 

Defikxtiom d 

3or. Si quelque quantité comme Q dépend de phifieurs autres quantitis com^ 
l«^ R , S , T , V , X , toutes indépendantes F une de TauJtre , dejorte qu'une éTeh 
les peut être changée feule fans affeSter aucunement les autres; & fi aucune 
des quantités R, S, T, ne peut être changée en particulier ^ fans que la quan* 
tité Q^foit changée en même raifon j ni aucune des quantités V, X , fans que 
h quantité Q foit changée en raifon contraire y en ee cas m (Bt que Ç^ ejl en 
raifon direSte comme R S* S S^ T, (^ en raifon récipoque ouinverfe cemme 

V&X. Ceft ainfi que U fraaion ^ eft conrnie il & 5 & T direc 

tement, & en raifon inverfe de /^& de X, à caufe qu'aucun des multi- 
plicateurs appartenant au numérateur ne peut être changé ^ fans que la 
valeur de la fra£lion foit changée en même raifon > & qu'aucun des mul- 
tiplicateurs appartenant au dénominateur ne peut être changé ^ fans que 
la valeur de la fraélion foit changée en raifon contraire. 

N. B* Si Q ejl comme R , É?' S 5? T £reStement , fans aucun raifon ré^ 
cipFoque^ Q eji comme R & S ^ T ^ conjointement. 

I T n E o» 
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Théorème. 

302. Sî Q^ejl cmme R 6? S S* T dtreSlment^ B comme Y (fX ricU 
froqument , (^ que les quantités R, S, T, V, X ^f oient changées r» r, s, t ,v ,x, 
&<^enqije es ^ cela étante que laraîfon deC^àqfera égale à Texcès de toutes 
Us raifons direStes prifes enfemble par-dejfus toutes les raifons réciproques prifes 
enfemble pareillement ; ^ fi les raifons deRàr ,de S à Sy(^ de Tàt(queje 
nommerai les raifons direStes) étant ajoutées enfemble forment la raifon deAàB; 
& que les raifons doVàv&deXàx (que f appellerai les raifons réciproques') 
étant ajoutées enfemble forment la raifon de C àD^je dk^ cela étante que la 
raifon de(^à qfera égale à F excès de la raifon de Aà B par-dejjus la raifon 
deCàD. 

Car fuppofant que toutes Ie$ quantités à Texception de R refteqt les 
mêmes 9 que R foit changé en recela étant j^fera à fa nouvelle valeur 
comme il à r par Thypothéfe: qu*à-préfent r^T^F^X relient les mê- 
mes Se que S foit changé en s ; cela étant Q^ fera à fa nouvdle valeur 
comme S k si pareillement fi Tefl changé en f, j^^Tera à fa nouvelle 
valeur comme T à ^ ; par conféquent fi -R , 5 , Tfont changés en r , j , r , j^, 
changera fucceilivemettt de valeur en raifon compofée de toutes les va* 
leurs direftes de il à r, de 5 à x, & de T à 1^; c'eft-à-dîre Q^^tx2i chan- 
gé en raifon de AkB. Imaginons à-préfent V changé en v ; cela étant 
Q^ fera à fa nouvelle valeur comme vkF\ & fi après cela nous fuppo- 
fons X changé en «, Q^îtrz. à fa nouvelle valeur comme* à X, & fe 
trouvera parvenu à fa dernière valeur q : donc fi à la raifon de -r^ à 5 on 
ajoute les raifons de v à ^ & de ar à X, on aura la raifon de Qjl q : mais 
ajouter la raifon de v à ^ eft la même chofe que fouilraire li raifon de 
Kà t; par fart. 296; & femblablement , ajouter la raifon de »k Xeft 
la même chofe que fouftraire la raifon de X à a: ; donc fi de la raifon de jf 
z Bon fouftrait les raifons de Vhvôc de Xkx/il reftera la raifon de j^ 
i q\ mais les raifons de^àv&deXàx, ajoutées enfemble, forment la 
raifon de C à D par Thypothéfe; donc fi de la raifon de ^à£ on foufiirait 
la raifon de CkDjU reftera la raifon de j^à ^jdenc la raiibn de j^à f eil 
Texcès de la raifon deJkB par-deifus la raifon de C à Z) ; ou ( ce qui 
revient au même) Q^ed i q en raifon compofée de la raifon de /l k B 
dire£lement, & de la raifon inverfe de C à Z). Vo^ez art. 2g6. 

Ce que nous venons de dire eft fondé fur la fuppofîtion que les quan- 
tités R^SyTyV^X ont été changées en r , x , r , u , « Tune après l'autre 
relativement au tems ; mais comme la raifon de j^ à f ne dépend point 
des intervalles du tems relativement aux différens changemens, mais 
refte toujours la noeme que ces intervalles foient plus grands i)u plus pe- 

Q 3 ^^s» 
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tîts , il s'enfuit que la raifon deQ^kq fera la même que fi tous ceschan- 
gemens avoient été faits à la fois. C. Q. F. D. 

Corollaire I. 

Si les quantités iî , 5 , Ti ^, X, & par conféquent ^ , B , C , Û font ex- 
primées par des nombres , comme elles doivent Têtre avant qu'on puifle 
en faire ufage dans quelque calcul, je dis que la raifon deufk 3 fera la 
raifon de RSTkrsty & que la raifon de C à Z) fera la raifon de FX à 
vx; & que l'excès de la raifon de Jk B par-defTas la raifon de Cà D 

fera la raifon de ^S- à — J ^ Voyez la féconde manière de fouftraire 

rX vx 

les raifons dans fart. iç6 i ) donc en ce cas , O^fera à q camme la fraâion 
4f àlafraaion ^'. Puhdonc que lafraakn ^ ncfaurcnt être changée 

en — , que (^ ne foit en même tenu changé enq^ & changé de façm qu4 

C^fera à q comme — — à-Iîi, il fuît de la quatrième définition que (^fera 

RST * 

comme la fraliion -^^ ; Çf conjiquemment que Q dans un cas fera à Q dans 

un autre ^ comme lafraStion "^^dans le premier cas eflàla fraStîon 351, 

dans le dernier. 

Corollaire 2. 

SU n'y a aucune raifon réciproque ,(^ fera comme leproduirde tous lester* 
mes direSsj c^efl-à-dire^ comme le produit RS s^iln'y a que deux termes^ ou 
comme le produit RST s'il y en a trois , ^c. 

Se H O L I £. 

Nous avons fuppofé dans la démonftration de la propofition précéden- 
te, auflî-bien que dans la fixiéme définition ,-que les quantités Ry 5, T, F, X 
dont j^^dépendoit, étofent elles-mêmes entièrement indépendantes Tune 
de l'autre , deforte que quelqu'une d'elles pouvôit être changée fans affefter 
les autres en- aucune façon ; & en pareil cas , fî j^ eft comme R & S 
diredlement, on peut en inférer qu'il efl comme R S. Mais cette çon- 
féquence ne doit pas être portée plus loin que la démonftration ne va : 
car fi dans quelque cas les quantités R& S n'étoient pas indépendantes, 
'& qu'aucune d'elles ne pût être changée tandis que. l'autre refte la mê- 
me , en ce cas quoique R Se S ne puiflent elîuyer aucun changement 
que ^n'efluyê un changement proportionêl i on ne fauroit dire cepen- 

'' ' dant 
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(îant ici^ue j^^foû- comme le produit RS. Par exemple, que j^ foît: 
Farc d'un cercle fous-tendant à la diftance R un angle dont la grandeur 
eft repréfentée par 5 ; cela étant , il eft clair que ni R m S né fauroit 
changer à part j Tans que j^, change proportionellement ; il eft clair auffi 
que ou jR ou 5 peuvent changer à part pendant que l'autre quantité res- 
te la même; & par conféquent en ce cas il eft permis de conclure que 
Q^eH comme le produit 115. Mais fuppofons à préfent que j^ foit la 
circonférence d'un cercle, qui ait pour rayon R^ &que S foit le côté 
d'un polygone régulier -quelconque infcrit dans ce cercle: comme, par 
exemple , que 5 (bit le côté d'un quatre infcrit : ici donc ij eft clair que» 
ni iî ni firiefaurbîent cHauger que j^ ne change proportionellement;. 
& cependant fi nous voulions inférer de- là que Q^ eft conmie A 5, cette 
conféquence feroit faufle, parce ^ue les quantités R& S dépendent ao^ 
, tant Tune de Fautre que j^ dépend de toutes deux ; car perfonne n'igno- ^ 

re , que le rayon d'un cercle ne petit? être augmenté ou diminué en quel« 
que taifon , fans que le côté d'an- qoarré infcrit daiis ce cercle foit aug- 
menté ou diminué en cette même-raifon: en ce cas on peut conclure 
que O^eft comme R-i-S^ ou comme iî — 5, ou comme la racine quar- 
rée de RS psœ le troifiéme corollaire de l'arL 299, mais il n^ieft nulle- 
ment vrai que Q^ foit comme -R 5 ; car fi ^ étoit comme R tS, puisqu'en 
ce cas S eft comme Ry&pzr conféquent R S comme R* , Q^ feroit com* 
me R* par le fécond corollaire de Fart. 299 , ce qui eft contraire à la 
fuppofîtion que j^^^ft comme R. 

m 

Le Théorème précédent éclairci par des exemples , ou il ri entre que des RaU 

fons direStes. 

303. Exemple i- Sî un corps employé quelque tems à parcourir un efpace 
avec une vitejje uniforme, cet efpace fera comme le tems ^ la viteffe conjoint 
tement. Car fi nous fuppofons que la vitefle eft la même dans tous les cas ^ 
mais que le tems diffère; en ce cas Fefpace décrit fera plus grand ou plus 
petit en même raifon que le tems fera tel , & par conféquent comme le 
tems : d'un autre côté , fi nous fuppofons que le tems eft le même dans 
tQUS les cas , mais que la viteffe varie , en ce cas Fefpace décrit ew»tenM 
égaux fera plus grand ou plus petit fuivant que la viteffe fera telle, & par x ^ 

conféquent comme la viteffe ; enfin fuppofons que le tems & la viteflfe 
varient , en ce cas Fefpace variera en raifon compofée de la raifon du 
tems & de la raifon de la viteffe. Cette propofîtioh eft univerfellement 
vraie ; mais fi l'on exprîmoit le tems & la viteffe par des nombres , il fau- 
droit dire que Fefpace décrit eft comme le produit du nombre repréfen- 

tant 
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tant le tems multiplié par le nombre repréfentant lavitefTe^par le fécond 
corollaire de l'article précédent ; ou que Tefpace décrit dans un Cas e(t à 
Tfirpace décrit dans Tautre , comme le produit du tems & de la vitefle 
dans le premier cas cil à un produit pareil dans le fécond. 
• Exemple 2. La quantité de matière dans un corps jpiekonque dépend de 
deux chofes , favoir , fon volume ^ fa denfité. Car fi Ton compare enfem- 
ble deux corps , ayant des denfîtés égales,, mais des volumes inégaux, 
les quantités de matière qu'ils contiendront feront comme leurs volumes : 
d'un autre côté , fi deux corps ont le même volume , mais différant en 
denfité , les quantités de matière qu'ils contiendrait feront comme leurs 
denfités ^ à caufe qu'à mefure que les parties d'un corps font plus com- 
pa£i:es, il fe trouve' plus de matière réunie dans le même efpace; donc Ci 
les corps différent tant en grandeur qu'en denfité , la quantité de matié« 
re dans un corps fera à la quantité de matière dans l'autre , en raifon 
composée de la raifon du volume d'un corps au volume de l'autre , & de 
la raifon de la denfité du premier corps ^ la denfité du dernier; & con< 
iëquemment fi ces quantités font repréfentées par des nombres y la quan- 
tité de matière dans chaque corps fera comme le produit de la denfité & 
du volume multipliés l'un par l'autre. Far exemple , fi Z) & ^ font les dia. ' 
mètres de deux globes dont les denfités font £ & ^ , la quantité de ma- 
tière dans le premier globe fera à la quantité de matière dans le fécond^ 
comme D^ x £ efi: à (/' x ^; car les parties folides de diffèrens globes font 
comme les cubes de leurs diamètres. 

EXEMPLE 3. La force avec laquelle un corpfe meut Êf vient frapper quel- 
que jûbflacle quife trouve en fon chemin , eji comme la viteffe du mouvement ^ 
la quantité de matière dans le corps multipliées Vune par Foutre. Car la même 
quMtité de matière i^ mouvant avec différentes viteffes frappera l'oblta- 
cle avec des forces proportionelles aux viteffes : & d'un autre côté , dif- 
férentes quantités de matière fe mouvant avec la même viteffe frappe- 
ront avec des forces proportionelles à leur matière, un corps double frap- 
pera avec une force double, ^c. donc dans le cas où la viteffe efl: ht mê- 
me, la force d'un corps eft comme la quantité de matière qu'il contient; 
& dans le cas où la quantité de matière efi; la même , la force efi: comme 
la viteffe; donc fi ni la viteffe ni la quantité de matière ne font les mê- 
mes , la force fera comme la viteffe & la quantité de matière multipliées 
l'une par l'autre ; & en nombres , comme le produit du nombre qui ex. 
prime la matière multiplié par le nombre qui exprime la viteffe. 

Exemple 4. Si un corps pefant efl fuf pendu perpendiculairement à un levier, 
Jfi force qu'a ce corps pour faire tourner c§ levier fur]fon centre ^ efl comme k 

poids 
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poids du corps & comm la difiance qu'il y a enta le point de fufpenfim 
(^ le centre du levier. Car fi nous fuppofons que la difiance refte la mê- 
me , la force du corps pour faire tourner le levier doit être plus grande 
ou plus petite proportionellement au poids, qui produit cette force : d'un 
autre côté , fi nous fuppofons que le poids eft toujours le même y mais 
tantôt plus loin & tantôt plus près du centre, la force du corps pour fai- 
re tourner le levier fera plus grande ou plus petite, à proportion de la 
diftance où le point de fufpenfion eft du centre du levier, comme cela 
cft démontré en Méchanique ; donc univerfell^pient , la force dont il s'a- 
git fera en raifon compofée de cette diftance & du poids du corps , & en 
nombres comme le produit du poids multiplié par la diftance. 

Par maniéré d'éclairciflement , je propoferai la queftion fuivante. Qu'un 
corps pefant cinq livres foit fufpendu à la diftance de fix pouces du cen- 
tre du levier , & qu'un autre corps pefant fept livres foit fufpendu du 
même côté du centre à la diftance de huit pouces ; cela étant , qu'un troî- 
fiéme corps pefant neuf livres Ibit fufpendu de l'autre côté du centre à la 
diftance de dix pouces : on demande fi ces corps fe foutiendront en équi- 
libre, ou non; & en cas que non y de quel côté le levier penchera, & 
avec quelle force? 

Pour réfoudre cette queftion , puifque nous pouvons repréfenter cha- 
cun de ces poids par les nombres qu'il nous plaît , pourvu que le refte 
foit repréfenté proportionellement , repréfentons le poids d'un corps pe- 
fant neuf livres par le produit de fa pefanteur & de fa diftance multi- 
pliées enfemble,.c'eft-à-dire, par 9 x 10 ou 90; enfuite les autres poids 
doivent être repréfentés par de pareils produits , ou ils ne feroient pas 
repréfentés par des nombres proportionels : donc le poids d'un corps pe* 
fant cinq livres fera 5 x 6 ou 30 , & celui d'un corps pefant fept livres 
7 X 8 ou 56 , & par conféquçnt la fomme des poids de ce côté du centre , 
qui fe meuvent dans le même lèns , fera 8 6 : d'où il paroît clairement que le 
levier baiffcta du côté du corps pefant neuf livres, à caufe que 90, le 
poids de ce côté, eft plus grand que 86, la fomme du poids de l'autre 
côté- Et puisque l'excès de 90 ftir 86 eft 4, il s'enfuit que 4 fera la 
diflférence des poids de l'un & de l'autre côté; deforte que fi quel- 
qu'un foutenoît ce levier immobile, il foutiendroit la même force 
que fi tous les poids aftuellement fulpendus au levier étoient ôtés , & que 
le poids d'une feule livre fût fufpendu à la difiance de quatre pouces , & 
du même côté du centre : donc dans le tems que tous les poids étpîent 
encore fufpendus au levier , fi un feul poids de quatre livres avoit été M- 
pendu à la diftance de quatre pouces y & du même côté du centre que 
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les deux autres corps, dont les poids étoientcin^ & fept livres^ toât ie 
fyftême feroit refté en équilibre. 

C'eft fur ce théorème, que la force dlan corps for un lerîer eft comme 
le poids & la diftance multipliés Tun par fautre , qu'eit fondée la métho» 
de de trouver les centres de gravité des corps , ou le centre de gravité 
d^un fyftême quelconque de corps , que leurs pofidons foiem telles qu'on 
voudra: mais en voilà aifez fur ce fujet. 

Exemple 5? Si un globe fi meta uniformemem dam un fluide un^orme^la 
rififlance quHl éprouvera d^ un tems donné en heurtant contre les particules 
dui fluide fera comme la denjité du fluide , ^ comme le quarré du diamètre du^ 
globe y ^ comme le quarri de la vitejje avec laquelle ce globe fi meut^ c'efi^ 
ihetire , en raifin compofie de toutes ces raifins^ 

Four bien réibudre cette queftion ,^il faut avoir recoun à k mémemé*^ 
thode que nous avons fiiivie jusqu'à-préfent, & que nous fuivrons con« 
ftamment dans de pareils cas, c*eft-à-dire, il £iut examiner chaque ar» 
tîcle à part , & puis ajouter enfemble le réfultat total. Premièrement donc 
fiippofons que le même globe & meuve avec la même viteilê^mais tantôt 
dans un fluSde plus denfe , & tantôt dans un fluide plus rare ; cela étant 
il eft clair que plus un fluïde eft denfe ,. plus le corps doit rencontrer de 
particules dans un t^ns donné , & plus par conféquent il doit éprouver 
de réfiftance de leur part ; donc de ce chef la réflftance du corps fera corn* 
me la deniité du fluide. Suppofons en fécond lieu que difieiens globe» 
fe meuvent dans fe même âuûe , de avec la même viteiSb y cela étant , 
puisque la réûftance que ces globes éprouvent vient uniquement de leurs 
forfaces, ou plutôt de la moitié de leurs furfaces, & puisque les furface»^ 
de tous les globes font comme les quarrés de leurs diamètres , il s'esfuit 
que la réfîfhnce que ces globes rencontrent fera comme les q^uarrés de 
leurs diamètres. Enfinfuppofons que le même globe fe meuve dans le même 
fiuSde avec différentes vitefles ; cela étant, il eft manifefte qu'un globe 
qui fe meut avec une double viteflè heurtera contre le double des parti- 
cules dans un tems donné, que s'il s'étoit mu avec unevitefle fmiplejmais 
fi le corps heurte contre le double des particules,, il éprouvera une double 
réfiftance : ce n'eft pas tout ; car il ne heurtera pas follement contre deux 
&k autant de particules y mais il les frappera auffi avec le double de lar 
fi)rce qui auroit eu lieu fi la viteflè avoit été ample; & par conféquent^ 
puisque l'aétion & la réaâion font toujours égales y&quec'eft laréa6):ioa« 
dis milieu qui produit la réfiftance , il s'enfiiit q^'nn corps qui fe meut 
avec une double viteflè éprouve quatre fois plus de réfiflance que s'il fe 

mouvoit avec une viteilè iimplew Be-méme on corps q^ai fè meut avec 

une- 
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une triple vicefle agira trois fois phis fortement fur trois fois autant de 
narticules , & par conféquent éprouvera neuf fois la réfîftance qu'il, au- 
roic éprouvée fi la vitefie avoit été fimple ; donc le même globe fe mou- 
vant dans le même milieu avec différentes viteffes , éprouvera une réfî- 
fiance proportionelle au quarré de la viteffe avec laquelle il fe meut, Réu- 
niflbns préfentement toutes ces confidérations , & la réfîflance d'un glo* 
be fie mouvant uniformément dans un fluïde uniforme (je veux dire la 
téfiftance que le globe éprouve en heurtant contre les parties du milieu) 
fera comme la denfité du milieu , comme le quarré du diamètre du glo- 
be , & comme le quarré de la viteffe avec laquelle il fe meut , c'eft-à- 
<lire, en raifon compofée de toutes ces raifons. Par exemple fi deux glo- 
bes, dont les diamètres font D &d{é meuvent avec des viteffes qui fbient 
i'une à Tautre comme Fkv dans deux fluides dont les denC tés foient£& 
4( , la réfiftance que le premier éprouve fera à la réfiflance qu'éprouve le 
fécond comme F^xD^xE eft à tj* xi* x^. 

Jutra exemples dans lequel les raifons direStts ^ réciproques foiu 

mêlées enfembk. 

304, Exemple 6. Si un corps efi mis en mouvement par quelque force 
tippliquée direStemm^ fait que cette force naijje d'un feul coup ^ ou de Hf- 
férens coups frappés fuccejjivement ^ je dis que la viteffe que le ccrps au^ 
ta acquife par-là , fera comme la force motrice direEtement , ^ comme la 
quantité de matière tranfportée réciproquement. Car fi différentes forces 
font appliquées à la même quantité de matière, plus la force. fera gran- 
de, plus auffi la viteffe le fera, & réciproquement; donc en ce cas la 
viteflfe fera comme la force motrice : mais fi nous fuppofons que la mê- 
mç force doive être appliquée à différentes quantités de matière , plus la 
quantité de matière fera grande, moins la viteffe le fera , & réciproquement ; 
ce que je démontre ainfi. Suppofons que la force motrice M, appliquée à une 
certaine quantité de matière comme Qj, produife la viteffe F; je dis, cela 
étant , que la même force Af , appliquée à une quantité de matière égale à 
2Q , n'engendrera qu'une viteffe égale à|^: car M agiffant fur 2(2^produira 
la même viteffe que ^M agiffant fur iQj mais ^Magiffant fur£produira 
une viteffe égale à \Fj à caufe que par la fuppoCtion M agiffant fur g 
doit produire la viteffe F; donc M agiffant fur 2 j^ engendrera une vi- 
teffe égale à ^r;& par la même raifon, Af agiffant fur 3 j^, produira une 
viteffe égale à ^F; &c. ; donc fi la force motrice efl: la même , la vitefle 
du mouvement produit fera réciproquement comme laquantitè de matiè- 
re : donc univerfellement , la viteffe fera en raifon direfte de la force mo- 

R 2 trice, 
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trice, & en raifon inverfe de la quandté de matière. G)mme û M étok 
changé en m, j^^çn ^, & Ten tj, la raifon de Ta v feroit égale à l'ex- 
cès de la raifon de M à m par deifus celle deQ^k q. En nombres ainG ; 

Ffèn à V conune -^ à - ; voyez le premier corollaire de Part. 302. Au- 

trement ainfijreffort avec lequel un corps fe ineut,n'efl: autre chofeque 
la force avec laquelle il vient frapper un obftacle qui fe trouve fur fa rou- 
te; donc puisque Tadlion & la réaftion font toujours égales, la force re- 
quife pour détruire un mouvement doit être égale à l'effort avec lequel 
un corps le meut : mais la force requife pour détruire un mouvement eft 
égale à la force qui l'a produit» que nous appelions la force motrice; par 
conféquent dans tout mouvement quelconque ^ la force motrice doit être 
égale à Te&rt , & doit être comme la quantité dé matière mife en mou^. 
vement multipliée par la viteife du mouvement , à caufe que l'effort fuit 
cette même raifon; vayez le s^me exemple du demier article: donc iif fera 

toujours comme Fx j^i& ^comme ^. 

Si M eft. comme g , il s'enfuivra que ^ eft une quantité conftante, 

& en ce cas 1§l viteffe ^fera toujours la même* Par exemple fî les poids 
des corps font proportionels aux quantités de matière qu'ils contiennent^ 
ils feront également accélérés en tems égaux ; & réciproquement , fi tous les 
corps , quelque différence qu'il puiffe y avoir entr'eux relativement à leurs 
quantités de matière, font également accélérés en tems égaux, (comme 
les expériences du Pendule le prouvent, en faifant abftraélion de la réfî- 
ftance de l'air) il s'enfuit que les poids des corps font proportionels à leurs 
quantités de matière feulement , fans que leurs figures , ou quelque au-, 
tre chofe, y entrent pour rien. 

Exemple 7. La vttejje d'une Planète qui parcmtt uniformément un cer- 
cle autour du Soleil ^ ejl comme fa dijiance du centre du Soleil direStement ^ ^ 
en raifon inverfe defon tems périodique. Car fi deux Planètes Ctuées à dif- 
férentes diftances du Soleil achèvent leurs révolutions dans le même tems^ 
la Planète , qui a la plus grande circonférence à décrire , doit & mouvoir 
avec le plus de viteffe > donc en ce cas où le tems périodique eft donne 
ou toujours le même , la viteffe de la Planète doit être comme la circon- 
férence du cercle à décrire ; mais la circonférence de chaque cercle eft 
comme fon diamètre ou demi-diamètre ; donc C le tems périodique eft 
donné» la viteflè d'une Planète fera comme fa diflance du Soleil direâe- 
ment. Suppofolis préfentement deux Planètes faifant leurs révolutions 
i h mênoe diftance du Soleil; mak en différens tems périodiques; cela 

étant 
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étant 51 eft clair que la Hânéte qui fe meut avec le plus de vkeSk achè- 
vera fa révolution en moins de tems , & réciproquement ; & par confé- 
quent, fi la diftance eft donnée, la viteflê fera réciproquement comme 
le tems périodique. RéunifFons ces deux cas » & la vitefle d'une Planè- 
te fe mouvant autour du Soleil fera comme fa' diftance du centre du Soleil 
direélement , & en raifon inverfe de fon tems périodique. Ceft ainC que 
la diftance de la^ Terre au Soleil eft à celle de Jupiter relativement au 
même aftre comme lo à 52 à peu près , & le tems périodique de la Ter- 
re eft à celui de Jupiter comme i an à 12 ans à peu près, ou comme 

I à 12; donc la vitefle de la Terre eft à la vitefle de Jupiter conune 

* , < * 

JL à -ii-, ou comme 120 à 52 ^ oucomme 30 à 13. 

• • 
Ce raifonnement eft applicable à tous les corps qui décrivent d'un mou- 
vement uniforme des cercles, que la loi de leur mouvement foit ce qu'el- 
le voudra. Mais fi (comme le fameux Kepkr l'a démontré) les mouve- 
mens des Planètes font réglés de façoo » que les quarrés de leurs tems pé* 
riodiques foient comme les cubes de leurs diflances, nous aurons une ma« 
niére plus fimple d'exprimer la vitefle d'une Planète : que F' foit la vitef- 
fe, & Z> la diflance de la Planète au Soleil, & que T foit le tems pério- 
dique ; cela étant , puisque , par ce qui a été dit , ^ eft comme ~ , nous 

aurons F^ comme y^ ; mais fuivant la règle de Kepler , T* eft comme 

D\ &^ comme ~ ou comme ^; donc F* eft comme -^9 & F 

comme -^i c*eft-à-dire, en ce cas, la viteflTe d'une Planète eft récî- 

proquement en raifon fous-doublée de fa diftance du Soleil. Ceft ainfi 
que la vitefle d'une Planète dont la diftance eft D , èft à la viteflTe d u- 
ne Planète dont la diflance eft rf, comme Vd eft à KZ), ou comm* 

E X E M p L B 8. Si une rque tourne uniformément autour de fon axe , le tefns 
qtielk employera à faire un tour fera direSlement cçmme le diamètre de la roue ^ 
'6? en raifon inverfe de la viîeffe abfolue de chaque point dans la circonférencr 
de la roue. Car fi la circonférence d'une grande roue fe meut avec la mê- 
me vitefle que celle d'une petite roue , le tems périodique de la premiè- 
re fera d'autant plus grand en comparaifon du tems périodique de la fe» 
conde, que la circonférence de la première roue eft plus grande que la cir- 
conférence de la dernière, ou plus grand en même raifon quele diamé» 
ue de ta première eft plus grand que le diamètre de la dernière ; donc fi 

R3 la 
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la vitdTe de la circonférence de la roue efl; donnée, le tems périodique (e« 
ra comme le diamètre de la roae direâement : fuppofons préfentement 
que la vitefle de la circonférence de la même roue foit augmenta, en ce 
. cas le tems périodique fera diminué en raifon contraire , & réciproque- 
ment; donc fî le diamètre d'une roue eft donné, le tems périodique fera 
réciproquement comme la vitefle de la circonférence ; par confëquent fi 
ni le diamètre ni la vitefle de la circonférence ne font donnés , le tems 
périodique fera comme le diamètre de la roue direftement , & en raifon 
.inverfe de la vitefle abfolue de chaque point dans la circonférence. En 

nombres le rems périodique fera comme -p. 

Exemple 9* Z^ gravité relative àe quelque e/péce de corps eji comme te 
poids abfoh de quelque corps de cette e/péce , 6? en raifon inverfe defon'vohme. 

Tous les corps de même efpéce font fuppofés pefer à proportion de 
leurs volumes ; & voilà pourquoi fi im corps de quelque efpéce efl: com- 
paré avec un corps de même volume d'une autre efpéce , la raifon en- 
tre leurs poids fora toujours la même, que leur volume commun foit ce 
qu'il voudra: par exemple ,fi un pouce cubique d'or efl: ig fois auffi pe» 
fant qu'un pouce cubique d'eau , un pied cubique d'or fera 19 fois aufli 
pefant qu'un pied cubique d'eau , &r. ; d'où nous inférons en général 
que J'or eft 19 fois plus pefant que l'eau, en fous-entendant l'égalité dçs 
volumes. Dans ce fèns on peut dire qu'une forte de corps efl plus pe- 
fante ou plus légère qu'une autre , à proportion qu'un coips de la pre- 
mière forte efl plus pefant ou plus léger qu'un corps de même volume 
de la dernière. Comparons préfentement des corps de même poids , mais 
de différens volumes , & nous verrons que la gravité fpécifique de ces 
corps , c'efl-à-dire , des différentes efpéces auxquelles ils appartiennent, 
feront réciproquement conraieJes volumes des corps comparés enlem- 
We : par exemple , fi un pouce cubique d'or efl auffi pefant que 19 pouces 
cubiques d'eau, la pefanteur fpécifique de l'or fera à la pefant eur fpéci* 
fique, non comme i à 19 , mais comme 19 à i ; car fi un pouce cubique 
d'or efl auffi pefant que 19 pouces cubiques d'eau, un pouce cubique d'or 
fera 19 fois auffi pefant que un pouce cubique d'eau ;& par conféquent, 
félon ce qui a été dît dans le premier cas , la gravité fpécifique de l'or 
fera à la gravité fpécifique de l'eau, comme 19 à !• En réunifiant ces dif- 
férentes confîdérations, il fe trouvera que la gravité relative d'une efpéce de 
corps fera comme le poids abfolu d'un corps de cette efpéce direftement , & 
«1 raifon inverfe de fon volume. Par exemple Çi? &p expriment en 
Bombres les poids de deux globes dont les diamètres Tout Z) & rf, les 

gra- 
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gravités fpécifîgaes des métaux dont ces deux globes font formés font 

comme -^ a -^. 

Exemple io. Si un corps A gravite vers k centre iune Planète B à 
h dijlance D ; je dis que le poids de A fera comme ïa quantité de matière con^ 
tenue dans A ÂreSemcnt , & comme la quantité de matière dans fi direStC" 
ment , ^ en raifm inverfe du quatre de la dijiance D. Car la gravitation 
de tout le corps ^vers £ naît , toutes chofes d'ailleurs égales y de la gra- 
vité de toutes (es parties ; & par cela même dans un tel cas fera comme 
la quantité de matière dans J. D'un autre côté , la gravitation du corps 
J vers B naît, toutes chofes d'ailleurs égales ^ du poids de A vers toutes 
les parties de £, & par ccmfëquent en ce cas fera comme la quantité de 
matière dans B. Enfin y fi les quantités de matière en ^ & £ relient les 
mêmes , mais que la dUbnce D change , la gravitation de A vers B, 
comme Newton Ta démontré y fera réciproquement comme le quarré de 
la diftance D. Donc fi ni les quantités de matière eaJ&B, ni la dis- 
tance D ne font les mêmes y la gravitation de ^ vers B fera comme la quan-^ 
tité de matière en A dire£lement^& comme k quantité de matière cnB ^ 
direftement, & en raifon inverfe du quarré de la diftance D. Aînfi les 
quantités de matière dans A& B étant défignées par les nombres A&B 
refpeâivement, la gravitation de A vers 5 à la diftance D fera comme 

— - , c'eft-à-dire , la gravitation de A vers 5 à la diftance D fera à la gravi- 
tation de a vers i à la diftance d comme la fraftion ^ à la fraftion ~, 

Il fuit de-làquela gravitation de A versB eft égale à celle de B vers if. 
Tune & l'autre étant repréfentées par la même quantité -^. 

Autre manière de traiter les exemptes dans les deux derniers Articles. 

305. S'il y a autant de quantités qiCon voudra y & que toutes ces quanti" 
tés /oient hétérogènes Tune à î autre ^ on peut les repréfenter par tels nombres 
qu on juge à propos y ou même toutes par Tunitè^ pourvu q^on ait foin de r^* 
préferaer tous les autres nombres de même efpéce par des nombres qui ayent 
la raifm requife à Funité. Ceft aînfi que je puis défigner une quantité 
de tenis quelconque, ou un degré de vîtefle, ou un efpace déterminé 
par I } mais en ce cas il faut que j'aye foin de défigner un tems double^ 
une viteflb double y ou un efpace double par le nombre de 9 , & ainfi; 
de fuite. Cette confidèration fournit une autre manière de traiter le$^. 
csjsipples dans les deux derniers articles^ tant foit peu différente de Ja 

pre- 
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première. Deux exemples fuffiront pour domier une idée de la métho- 
de en queftion. 

Dans le premier exemple nous avons prouvé que refpace décrit par 
un corps qui fe meut uniformément durant un certain tems & avec une 
certaine vitefle , eft en nombres comme la viteflb & le tems multipliés 
l'un par l'autre ; ce qu'il y auroit pareillement moyen de démontrer ainG : 
fuppofons qu'un corps fe mouvant uniformément durant un certain tems 
que j'appelle i j & cela avec une vitefFe que j'appelle auffi i , décrive 
refpace i ; cela étant il efl clair , que dans le tems T, avec la viteife i , 
fera décrit l'efpace T; mais fi dans le tems Ti & avec la vitefle i , efl; 
décrit refpace T, dans le tems T, & avec la vitejQTe F^ fera décrit l'el^ 
pace FTj & cek, quelles que foient \cs quantités ^& Tj par confé- 
quènt dans tous les cas ^l'efpace décrit fera comme Tx ^. 
. D'un autre côté, dans le ilxiéme exemple nous avons prouvé que fi 
quelque force mouvante comme M efl appliquée direflement à un corps 
dont la quantité de matière foit Q^ la vitefFe qui en réfultera fera comme 

^ : voici une autre démonflration de cette même vérité. Suppofons 

que quelque force connue que je nomme i , étant appliquée à une quan- 
tité de matière que je défigne aufli par le nombre i , engendrç la vitefle i ; 
cela étant la force 2 , appliquée à la même quantité de matière i , pro- 
duira la vitefTe 2; mais fi la force 2, étant appliquée à la quantité de 
matière i , produit la vîtefTe 2 , la même force 2 appliquée à une quan- 
tité de matière 3 « engendrera une vitefFe égale à un tiers de la premiè- 
re, favoir à |; & par la même raifbn la force Af , appliquée à ime quan- 
tité de matière comme J^ , produira la vitefFe ^ ; & par conféquent 

cette vitefFe fera toujours comme ^, 

Quelques-uns de mes Lecteurs ( qui ne feront fûrement pas les plus 
judicieux) s'imagineront peut-être que j'ai été trop prolixe fur ce fujet ; 
mais j'ofe dire que tous ceux qui font tant foit peu au fait de Futilité 
& de l'importance de cette do6bine, fur-tout relativement aux Mécha- 
niques & à la Philofophie Naturelle , ne fe feront aucune peine de mejus- 
tifier à cet égard ; & cela d'autant plus volontiers , qu'aucun des au- 
teurs que je connois n'a rédigé ces matières en fyftême , ni ne les a trai- 
tées aufli diflinflementque leur importance le mérite. 
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LIVRE V I I I. 

ENDEUXPA R T I E S. 

I. L'Application de l'Algèbre à la Géométrie Plane. 
II. DesPrifînes, Cylindres, Piramides, Cônes Se Sphères. 


PARTIEL 

Omditions requifes pour pmévoir appliquer T Algèbre à la Géométrie ; & en 
. quel fens des Nombres fervent à iéjigner des Grandeurs Géométriques. 

Art. 30(5. T Ufqu'icî je n*aî confidéré TAlgébre que dans fon feul rap- 

i port avec les Nombres : mais cet Arc peut auffi s'appli- 
quer à la Géométrie ; & c'eft fous ce point de vue que 
je vais Fenvifager à-préfent , en faifant voir qu'il n'eft pas moins utile 
dans la réfolution des problèmes de Géométrie , que dans celle des ques« 
tions Arithmétiques. Pour cet effet il efl abfolument néceflaire que le 
Lefteur, avant d'aller plus loin^foit paflTablemeût bien inftruit des théo* 
rêmes dont on fait le plus fréquemment ufage dans la réfolution des pro- 
blêmes Géométriques. Nous rapportons à la clafle de ces théorèmes la fa« 
meufe 47éme. propofîtion du premier Livre des Elémens , & en générai 
tous les théorèmes qui ont rapport à ladoârinedés triangles femblablesj 
telle qu'elle fe trouve dans le fîxiéme Livre ; la nature & les propriétés du 
cercle, qui forment le principal fujet du troifiéme Livre; la nature 'de- 
la proportion , & les d^érentes variations dont les quantités proportio* 
Belles font fiifceptibles , expliquées & démontrées dans le cinquième Li* 
vre. A-la- vérité j'ai cru que ^ relativement à la doârine de la propor- 
tion ^ les commençans pourroient être rebutés par certaines difficultés ^ 
& c*eft ce qui m'a déterminé à tâcher de les ôter de leur chemin ; ceux 
qui liront avec attention le Livre précédent , pourront juger jufqu'à quel 
point j'ai réuiH dans mon- deflein, & fi je n'ai* pas rendu le cinquième 
Livre des Elémens auffi clair qu'aucune autre partie de cet Ouvrage 
^EucUde. 
En repréfentant des lignes par des nombres, nous avon» dans touç 
Tome IL S pro- 
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problâpid la Hipercé de ^éngndr i^qt lignç qpUt f^âjQsr jfiai^ pzxr l^l|ité ^ 
podrvn que nous défignions lotîtes les autf es lignes par des nombtes qui 
ayenc entre eux ^ avec l'unité Ja prqiortioa requife; par exemple, ii 
un pouce eft repréfenté par Tunité^ un jpied devra être repréfenté par 
le nombre 12; jfi uji pied. eft repréfenté par. Tunié, une verge devra 
être repréfentée par le nombre 3^ & ainfi de fuite j au-refte il n'eft 
pas néceffaîre que cette ligne, quelle qu'elle foit, qu'on repréfenté par 
Tunité, foit toujours exprimée: ainfl quand les trpis côtés d'un tringle 
font dçfignés par les nombres 3 , 4 & 5 , ces côtés peuvent être 3 , 4 & 5 
pouces, 3 ,4 & 5 pieds, ou 3 ,4 & 5 verges ^^c^ , pourvu que toutes 
Jes autres lignes auxquelles ces côtés font comparés , ibioit repréièmée| 
proportionellement. 

Pour ce qui eff'des fiîrfacef, fi'ith noàit>r^ î^| que io repréfenté une . 
aire, cette aire doit être confidérée comme équivalente à 10 quarrés é- 
gaux, dont les côtés font des lignes repréfentées chacune par TuBité. 

Enfin , fi un nombre tel que 10 repréfenté 1q CMitenu de quçlquç fo- 
lide, ce contenu folide dQit être confidéré comme équivalent à 10 ci;- 
bes égaux , dont les côtés font des lignes repréfentées chacune par l'uni- 
té. Cela étant, fi le nombre. 1 repréfenté une ligne d'un pied^ le nom- 
bre 10, s'il repréfenté une ligne, défignera une ligne de .10 pieds} s'il 
iepréfente une aire, il défignera 10 pieds quarrés j & s'il repréfenté uit 
foÛcfe, il défignera 10 pieds cubiques. 

Problème i. 

• 307. On demande j les deux côtés a ÉJ* b d'un triangk-reBangle y dont a 
iji k plus grand, étant donnés ^ de trouver Tbypothénufe fans le fecours de la 
quaranti'feptiéme propojition du premier Livre. 

Solution. (Voyez Planche i. Fig. 2.) 
- Qqe des l^uit triangles, toi^ femblablfs^ & égaux au triaogle p^opof^ 
on fonne quatre parallélogrammes reâangles ^ &xiu'on les difpofe com^ 
sx)e dans la figure, favoir, AKy BLj CM& DN; cela étant, nous 
awTQns titûs.quarn^^ favoir , ABC G le p)lus grand , £ KG H le moyen, 
^ KLM Nie: plus petit^ De- plus,, il eiQ: roanifefbe que )e plus grand 
fjuaaré (ûrpaâe le moyee de quatre .dès. triiangles que nous venons d'itv» 
dkfOGtj âLt^Tiel^ quairérnoyen furpaife Jeiplos petit de la quahtiùé de^ 
quatre; autres triangierf & par- conféquent que le qàarré moyen eft une 
xxioyenne Arithitaétiqueentre iepius.grapd^&Je plus petit. Mais le cà^ 
té du plus grand quarré eft AB-AE-^-EB^a-^b; & le côté du plu* 
petit qimié:e&;KL^:Eli^£K:;^a'^biioQc l'aire du plus grand quar- 
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ré eft tf * H- 2 tf J H- *S & Jîaîredtt pfci&p«ti tqaai^ eft a* — 2tf i-^ 
moyçDBe Arithmétique entre ce« deux aifes eft «^H-i^^ ; donc faire dil quar- 
té moyen e&a^-^b*: maïs le (]uarrë mojen eft le quarré de Thypothénufê du 
triangle propofé ; donc^ a (f h/ont les cet es d'un iriangle-reSlangle , le quarré de 

îhypothimfefera a*-t- b% ^ Thjpotbénufe elle-même fera Vz^-+h\ C. Q. F. Di 
N. B. Par lé moyen de ce problème, on trouve le rapport entré l'hy- 
pothénufe & h% côtés d'un ttiangle-reftangle : autrement , les deux côtés 
étant donnés , il ne faut pour trouver Thypothénufe , que mener une ligne 
droite égale à un des côtés & perpendiculaire àrextrémité de rautre, 
comme ifi^ perpcJidiculalre à ^jB, i& mèiier H£. 

S cH o L ; E. (Èig. 30 ;: : 

Quoiqu on ne pùifTe pas exprima: des quantités fourdes par des nom* 
Wes rationels , il y a moyen cependant , à l'aide de ja propQfition pré^ 
cédente , de les exprimer auflî exaâement qu'aucun nombre ratiqnei gue 
ce foit. Que la ligne AB déjigne T unité ^ ^ que du point B on élève fur pet: 
te ligne la perpendiculaire B K , dont ' il faut^ retrancha BC = AB,3D=:4jSj 
BE=AD, BF=AE, BG^AY^&^Bhz^AzG: je £s cela étant ({uefi 
AB défigrie tunitéy ÎJC exprimera i ouVi, BDv^2, BE1/3, BFv^^i 
BGVSy TàHVô^ &c. Car premièrement, AB^^i^ BO=:iy donc 
JC*^2; mais BD=:ÂC par la conftruftion; donc BD^^^O^zl 
donc 5^=1^2. Secondement, -^J5* = i , 5Z)* = 2 , donc AD* ou 
JB^*=3; donc ££=1/3. En troifiéme lieu , ^5*=i, wB£s=3, dorio 
wfjE* ou 5/^=4; donc BF=sVé^; & ainfl de fuite. Pui&donCque 
ies lignes J5i),i»£,-Biv0^f. peuvent être auflî exaftement déterminées 
jjuè quelque ligne exprimant des nombres^ rationels que ce foit , il s'en* 
fuit que les rationels & irrationels font également exprimables en Géomé- 
triew S'il y avoit moyen d'execfuter parfaitémdit les pojlulata à'Eucliâe\ 
le» lignes 5Z), BE^&c. , ejcprimerGÎent avec là dernière précîfioiî leur* 
quantités fourdes relpeftives ; mais comme il n'eft pas poflîble qu'il ne 
manque toujours quelque chofe à l'exécution de ces pojlulatay il faut né- 
ceflairement auiE qu*il y ait quelque chofe de défeftucux" dans les lîgn^ 
qu'on trace; & par cela même il ne faut pas être flirpris, fi ces qa'afitî- 
tés fourdes font plus exaâement exprimées pvr des nombres que par dei 
lignes, quoiqu'il faille pourtant obferver à cet égard, que toutes les er- 
reurs où l'on court rîsqiie de tomber en tâchant de repréfenter des quan- 
tités fourdes pa^^des lignes", ont égalemenrlieu quand on veuft repréfeiii 
ter ces quantités par des nombres rationels. 

N. B. L'édielle que nous venons de décrire, ell la même dont îl eft 
fait mention dans le fcholie i. de l'art. 202. - ' 

S 2 P R o- 
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P K O > L B K E ' 3. 

_ I 

308* Trwver Faire ivn triangle dont ks côtés Jamx ionnis m fumbrer^ 

SOLOTXOK. 

!•• La fomme & la différence de deux nombres quelconques multipliés 
ïun par Fautre donneront la différence de leurs quarrés , & réciproque* 

ment ; par exemple a-+y x a^-y = a*— y* ,• & de-méme c*— J* =^-t'rfx^-.i. 
Voyez art. 9. exemple 4. 

2*. Que !e triangle propofé foit JBC (Fig. 4.) dont nous fuppofons 
'jlB ^aj BC^bjôc CA^c j & a-^r *-+ c (ou la fomme de tous les cô- 
tés) = 2j; cela étant, fi Ton retranche de part & d'autre 2a y on aura 
^a-^b-Vc^2S'^2a\ de-même , en retranchant de part & d'autre 2b ^ 
îl viendra ât— iH-c=2J— aij de-méme encore relativement à ^ , il vient 

3«. Menez la perpendiculaire JD^ & les deux triangles -reftangles 
ADB & ^DC fourniront les deux équations fuivantes, AD^-^DB* 
=AB^, &AD^-^DO=AC\ 

4* . Faites /lD=:x y BD=y , & par conféquent CD=zb-y , & les deux équa- 
tions que nous venons d'indiquer feront: «*-+y* • ♦=aj, 
& x^-+y*'^2by-+b*=:cc. 

Retranchez la dernière équation de la première , & vous aurez 

♦ ♦-+2*y— **=«* — c*; 
c'eft.à.dire, 2*y=a*H-*»-tf*- 

5*. Puisque 2*y2=a* -+•** — c* , nous avons par tranfpofition —2 by 

t= — a*— A*H-r*, & 2a3 — 2*y ou 2^x^î— y=:— a*-h2âfé — i*-+C*; 

faites^— i=rf,&vousaureza*'— 2tf3-+A*=i',&— a*-f2tfj— i*=— J% 


&— a«-f-2tfi— A*H-c'=^*— i*îdonc2ixa — y=(?»— rf*(parNM.) 


C'-dxC-+d^c^a-+b^cH'a—b^ (par N*, 2) 2j— 2tfx2j— 2^=4 
i(j— axx—A; donc par tous les N"*. depuis le premier jusqu'au dernier 
2ixa— y=4x J— ax^— fr, & — xa — y ou — x a— y=^^axj — i. 
6'. Puisque, par leN", 4, 2 ^y=a* H- i*--c*, nous avons lab-^iby^ 


ou '2ixa— ♦-y=o*H-2aft-+ A*— c* î faîtes ^ -fi =i, & vous aurez 


a^ -+ 2tfjH- i»=:rf*, &a* -+ 2ab'-^b*-c*zzd*--c*^d'-cxd-\' 


=:a-f*— txfl-l-A-t-f=^2j^2cx2j=4xi— cxj; d<Ac en conféquen- 
ce de tous les N**. jusqu'au dernier inclufivement , 2 * x ^^ -+}=4 x x — ir x j , 
Ar -xa-+-y=i'-cxx. ' 

7*. Mul. 
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7». Multipliez les équjitions trouvées «Jans les N» 5 & 5 r éunis en- 
femble, ftvoir, |.xâ^=J-axx- A,&|-xa-t-y= f-f'<f,&vouj 

aurez (parNM) ^xa^-y*=zs-ax s-^bx^-cxs. 

xs'^b^s^cxS. 

o*. Enfin tirez la racine quarrrée des deux membres de cette derniè- 
re équation, & vous aurez ^^ ^^ ^^^i^^9 ou l'aire cherchée égale 

à la racine quarrée du produit jr— jxx— ixi— cxx. Voici comment on 
peut exprimer cette formule : 

De la moitié de lafomme des côtés retranchez féparément les trois côtés y& 
marquez ks refies ; cela étant , fi par une multiplication continue vous muiti" 
pliez enfemble ces trois refies & cette demi-fomme ^ la racine quarrée de ce pro- 
duit fera Faire cherchée. 

N. B. Si la perpendiculaire tombe hors du triangle , (comine dans la 
fV^,5.)Ia folution du problême n'en fouffrira aucun changement ^ finon 
qu'il faudra donner à j^ un autre figne. 

£ X E M F L B I. 

Que les trois côtés du triangle dont on cherche Taire foient 13 , 14 & 
15, & la fomme de ces côtés fera 42 ; de la moitié de cette fomme,fa* 
voir 21 , retranchez féparément les trois côtés I3,i4&i5^&les refies 
feront 8,7 & (5 refpeâivementj multipliez préfemement ces quatre nom* 
très 21 , 8 ,7 & 6 enfemblç par une multiplication continue, & vous au* 
rez 21x8=168, 168x7 = 117(5, & 1 176x6 = 7056, dont là racine quar* 
rée eft 84 î donc 84 eft l'aire cherchée. 

On peut facilement trouver par- là la valeur d'une perpendiculaire menée de 
quelqu^un des angles fur làbafe. Car puisque la perpendiculaire multipliée par 
la moitié de la bafe donne F aire y fi Ton divife Paire par la moitié de la hafe^ 
m aura la perpendiculaire pour quotient. Ceft ainfi que dans l'exemple pré- 
cédent , fi le côté 14 eft pris pour bafe, on n'aura qu'à divifer l'aire 84 
par la demi-bafe 7, & le quotient 12 fera la perpendiculaire. 

£ X B M F L £ 2. 

Que les trois côtés foient 1 3 , 4 & 1 5 ; cela étant nous aurons J?"+'^"+^? 
r:i6, 16— I5=l> 16 — 13=3, & 16— 4=12, & 1x3x12x1(5=57(5, 

dont la racine quarrée 24 eft l'aire cherchée* 

S 3 £ X 1 H- 
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Que les trois côtés foieflt 7 , 8 & 15 ; aînfi nous aurons ÎIîtAlttils: j^ ^ 

15-15=0^^ 15-8=7 y * 15-^7 = 8, & 0x7x8x15=0, dont la ra* 
cine quarréè eft o; donc Taire de ce triangle eft o: ce qui vient de Tab- 
furdité de la fuppofition ; car nous avons fuppofé un triangle dont les deux 
côtés 7 & 8 étoient égaux au troifîéme côté 15, au-lieu- qm dans tout 
triangle deux côtés pris enfemble doivent toujours être plus grahds tjue 
le troiiiëme. Si nous avions fuppofé un triangle ayant deux côtés prit 
jenfemble plus petits que le troifîéme , la fuppofitioji auroit été bien plus 
abfurde encore, & en ce cas Taire auroit été la l'acinequarréed'unquar- 
Té négatif, ce qui eft impoiSble: ainfi le problême n'a pas befbin de ]i\ 
mitation j la formule fe limitant elle-même« 

Co&OLLAIREii 

Si I eft le èôté d'un triangle équilacéral , la deroi-lbmmé fera | , & 
chaque refte fera f; mais îx^>cix|==^; donc Taire du triangle fera 

^^ , & fa hauteur perpendiculaire ^ ; donc la bafe d'un triangk iquilch 

ter al ejlàfa hauteur perpehdicuiaîre comme 1 à ^, comme 2 i V3 , ou à 
peu près, comme 2000 à 1732 , m comme 15 à 13 i peu près. 

Problème q.ui servira db Lemme. 

309. Trouver en nombres rationels diûx triangles -reSt Angles y ayant tous 
deux un même côté. 

S o L U T I O I*. 

« 

Far Tari. 12 trouvez deux ttiangletf-reflangles exprimés en nombres 

rationels: cela étant û les trois côtés de Chaque triangle font multipliés 

pat \3Ïi des. côtés de Tautre, on aura deux triangles - reâangles fembla- 

bles aux premiers j. & qui auront) tous deux un mêrte côté. 

'^ Que les côtés des deux triangles -reéhingîes troqvés par j'art. 12 

ibient a, b^c.^ & d^ e^fy.dont c §k,f font les hypothénufes : fi les 

côtés ^, i & ^ du premier triangle font multipliés par i, un des côtés 

du dernier , & que les côtés d^e &f du dernier triangle foient multipliés . 

.pat a », un. des côtés du premi^, on aura deux autres triangles , lavoir, 

ady bd, cdj & adj acy af. Or il paroît clairement par l'art. 2^4, 

.que-^ce font des triaog^s'reâaBglcs & femblables.aux triangles âi^c & 

def. Le côté commun eft aà^ comme oni)eut.lc voir par l'opération» .. 

Si 
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Si les d«ex çdté3 qu'on employé comme makiplicateups , tels ^ daiw 
kcas pr^nt ^f & rf, ne fe trouvent pas réduits aux plus fimples ter- 
mes par lesquels on puiffe les exprimer , que a foit à d comme r à j, & 
que r & J foîent les termes les plus fimples qui expriment la raifon de 
akd: cela étant, fi au-lieu de multiplier le premier triangle par i, & 
îe fécond par a, on multiplie le premier par j, & le fécond par r,' on 
aura ces deux triangles beaucoup plus fimples que les premiers, fa voir' 
asybs^cs; dr\€rjr^ dans lesquels le côté as de l'un eft égal au côté 
dr de l'autre: car a étant à d comme r à j, le produit as efl; égal au 
produit e2r. 

Exemple. 

Que les triangles trouvés par Fart. 12 foîent ^,4 & 5^& 5, 12 & 13 ; 
çn qe cas, fi 4 & 12 font les multiplicateurs, puisque 4 efl à 12 corn* 
me I à 3 , multipliez le premier triapgle par 3 <St le fécond par i j & 
vous aurez les trianglesp, 12 âp 13$ & 5,^12 9c 13, ayant tou» 4euj( 
le même côté j 3. 

F R o B L B X £ 3, 

310. Trouver autant âe triangles autres que reStanghs qu'on voudm^ dont 
les côtés & les aires /oient exprimables en nombres rationels. 

Solution- (Ftg. 4 fi? 5.) 

Trouvez par le dernier article deux triangles-reftangles JDB & JDC 
ayant un côté JD commun} foit qu'on ajoûtele triangle -rfZ) 5 au triangle 
ADCy comme dans la Ftg. 4, ou qu'on Teh retranche , comme dans 
to Fig.. S > on aura dans les deux, cas un triangle tel que AB C, dow les 
côtés & l'aire feront exprimables en nombres rationelsr Cbx premiëx^ 
ment les côtés AB Si AC feront les hypothénufes des deux triangles 
reftangles trouvés ; & fecondemeht , la bafe BC fera ou la fommc ou la 
dîflFérence des bafes de ces triangles j & enfin l'aire, qui eft la moitié 
du produit de 5 C multiplié pax ADj doit être exprimée en nombres ra* 
tionels> puifqueles multiplicateur^ Z) C & AD font exprimés de cetcç 
manière. 

Exemple. 

Que les trîangles-reflangles trouvés par le dernier article foient 12,5 
& 13 , tSc 12 , 9 & 15 , dont les hypothénufes font 13 & 15: cela étant, 
par cela même que la Ibmrae des bafes 9 & j eft 14 , & leur dîfFéreni 
ce 4, noua aurons deux triangles oUiquanglts^ dont les aires & tes côi^ 

tés 
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tés feront tous exprimés en nombres rationels ; favoir, le triangle oiy- 
gone 13, 14 & 15, & le triangle ambligone 13,4 Se 15 ^ comme dans 
)es deux premiers exemples du pénultième article. 

Problème 4. 

311. Les trois côtés d'un triangle étant donnés en nomireSy trouver k 
demi-diamétre iun cercle infcrit. 

Solution. (^Ftg. 6.) 

Soit JBC le triangle dont les trois côtés ibnt donnés^ & que DE F 
foit le cercle infcrit touchant les trois côtés JB^ B C, C^aux trois points 
DjEjF refpeflivement. De G centre du cercle menez les lignes G Jy 
GB,GC,GDyGE,GFy& les trois dernières lignes GD^GE^GFreront 
perpendiculaires aux trois tangentes par la dix-huitième propofition du 
troifiéme Livre des Elémens* Le triangle ABC k trouvera alors divifé 
en trois petits triangles GAB^ GBCjG C^, ayant d'égales hauteurs per- 
pendiculaires GD^ GEy G F: l'aire du triangle GJB krz {ABxGD; 
Faire du triangle G5C fera i5CxG£ ou GD; & faire du triangle 
GCi^fera J C^xGi' ou GZ);& toutes ces aires ajoutées enfemble 
feront \AB-\-{BC-^\CAy. GD; ou fi nous dèfignons par s la fom- 
me de tous les trois côtés du grand triangle AB C,les aires des trois pe« 
tits triangles ajoutées en une fomme feront GD^ {s; mais ces aires 
ajoutées eiWemble conftituent l'aire du grand triangle ABC: Trouvez 
donc par Fart. 308. faire du triangle ABC, (f nommez laq^ ^ vous au- 
rez GD X |s=iq , & GDir ^ : par conféquent^ fi le double de Faire d'un 

triangle efi divifé par la fomme. des c$téSy le quotient fera le demi-diamitre 
im cercle infcrit. C Q. F. T, 

Corollaire i. 

Puîrque le double de l'aire d*un triangle peut fe trouver en multipliant 
la bafe par la hauteur perpendiculaire , il s^enfuit^ que comme la. fomme 
ie tous les trois cités efi à la bafe feule , ainfi la hauteur perpendiculaire efi au 
rayon d'un cercle infcrit. 

Corollaire 2. 

faiiauteur^S^''"^'''' «» 1'°° nomme le côté a , & par conféquent 
,a n cui perpendiculaire i a x ^3 par le corollaire de l'art. 308 , on aa, 

ra. 
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ra, dans un triangle ëquilatéral , GD^^a >c }^j&GD* =1 aa x -^ 

= — aai & GD f^— : donc fi le tfmfri au cité cTwi triangk équihté^ 

raî eft dmfépar li^ la racine quarrée du quotient fera le rayon ffun cerck 
infcrit. 

C O R L L A I R B 3. 

n paroît manifeftement par là démonftration de ce quatrième problê- 
me , que Taire d'un plygone quelconque circonfcrit à un cercle ejl égale au 
rayon mubiplié par la moitié du périmètre (k polygone , & far con/équent que < 
Vaire dun tel polygone eft égale à celle d'un triangle, dont la ba/n eft le pé^ 
rimétre du polygone , & dont la hauteur perpendicakûre eft le rayon d'uncer^ 
de infcrit. 

Corollaire 4. 

Puifque les propriétés décrites dans le dernier corollaire ne dépendent 
point du tout du nombre des côtés du polygone, il s'enfuit que ces pro- 
priétés doivent avoir lieu même quand le nombre des côtés efl infini:^ 
mais un polygone d'un nombre infini de côtés circonfcrit à un cercle ne 
diffère aucunement du cercle même : donc Tout cercle eft égal à un trian* 
gle dont la bafe eft égale i la circonférence , ^ dont la hauteur perpendiculai- 
re eft le rayon: & pour avoir Taire du cercle , on ri a qu'à multiplier. le rayon 
par la demi-circonférence. 

C O R O L L A I R £ 5. 

Si ton infcrh un polygone équilatéral à un cercle , ce polygone fera égal à ' 
un triangle ayant pour bafe la moitié du périmètre du polygone y ^pour bau-^ 
teur perpendiculaire une ligne menée du centre du cercle perpendiculairement à. 
quelqu'un des côtés du polygone : car tous les côtés font égaux , le polygone 
étant fuppofé équilatéral^ 

Problème 5. 

312. Les trois côtés d'un triangle étant donnés en nombres , troufoer k dia- 
mètre d'un cercle circonfcrit au triangle. 

Solution. (Ftg. 7.) 

Que le triangle infcrit foit jiB C , dont tous les côtés font donnés en 
nombres , & que J D foit le diamètre du cercle circonfcrit ; joignez 
£Dj & que la ligne /JE foit perpendiculaire i BC: cela étant y nous 

Tome IL T aurons 
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aurons deui triangles femblables 4KC &,ABDi car ^apgle ARC ç& 
droit par la conflrufUon , & l'angle ABD tOi aullî droit comme étant 
dans on demi-cercle ; les angles CâcD font aufli égaux, comme infiflant 
fur le même arc ^5 ; donc comme AEtAk -iC dans.uu triangle , aînfî 
AB eft à AD dans Tautreîpar conféquent AE x AD — AB xAC,& 

ADzz ^^-^ ; en multiplùun tant le numératpur que le dénomina- 

teor de cette dernière fra6lîôn par B C, il viendra AD^ ^^Al^g c^ • 

mais ABx AC^ BCdtle produit des trois côtés du triangle multipti- 
piiés enfemble par une multiplication continue, & AExBC élt le 
double de Taire du triangle : donc^ Si le produit des trois cêtés cTun triangle 
multipliés enfemble par une multiplication continue eft divifé par le double de 
Taire , le quotient fera le diamètre Sun cercle circonfcrit. C. Q. F. T. 

Corollaire. 

... . ■ 

Si a efl: le côté d*un triangle équilatéral, le produit d'une multiplica-- 
tioQ continué de tous les côtés fera a^ , & le double de Taire du trian- 

g^ fera a* x 1-L par le corollaire de Tart. 308 : donc le produit divifé par 
le double de cette ajre fera -4^ ; par xronféquent le diamètre d'un cercle 

cîrconfcrît fera -^ , & le rayon -^ , dont le quarré eft ^.: donc. Si 

k quarré du cûté iun triangle iquilatéral eft divifé p^T Zy ta racine quarrée 
de ce quotient fera le rayon d'un cercle circonfcrit au triangle. 

< Iljuitde-là que le rayon d'un cercle circonfcrit à un triangle iquilatéral fera 
dcndfle du rayon d'un cercle infcrit : car le quarré du rayon du premier cercle 

fera au quarré du rayon du fécond comme 4" ^^ ^ "HT P^^ '^ fécond corol- 
liire de Tart. 311 , c'eft-à-dire^ comme 4 i i ; donc les rayons eux-mêmes 
font conmie 2 à i. 

L £ H X £. 

313: Si dans un triangle on mène une ligne de quelque angle jujqu*à la ba- 
fe oppofie y elle partagera toutes les lignes paraUiks à la bafe en même raifon 
que la bafe a été partagée. (Fig. 8.) 

De Tangle A du triangle ABC menez la ligne AD coupant la bafe £ C 
en Z) , â; par le point F h ligne £ G parallèle à la bafe : cela' étant fait , 
jq dis que E F fera à F G comme BD k DC. Car les triangles étant 
femblables, £F fçra kBD comme A F à ADimm AFeik i/lD com- 
m^FG i DCi donc par la proportion ii^me. du cinquième Livre. d'£t^- 

clide^ 


Ode, EFe^ à BJ) cttmm FQ -k D C y ôc.(alHman(io) EF^kFÇ 
comme JA à Z)C. C. Q,F.P.. ... 

• P R Ô B L E M E tf. 

314. Trouver te centre de gravité d'un triangle donné ^ c^eft^à-dire^ 
trouver dans le. plan iun triangle ^pnnéjm points tel qu'étant foutenu^4gu^ 
te la figure foit en éqtnïïbre. 

Solution {Fig. p.) 

• • •' " . T. j 

Que, le triangle fcit ABC, & que d'un des angles âomme Afoif tfmée^U 
-ëgke AD, c$up9nt Ucâté cppofé en deux parties ^lesuuiipùiÀtD; je^dtsi^ 
que fia compter depuis le point A versD^m retranche la ligné AE égale aUx 
deux 4iers^ de la ligne AD^ le peint Efera le centre de gravité cherchée 

Car premièrement , comme la ligne JD coupe la bafe BC en, 4eux 
gardes égales, elle coupera ile- même toutes le& autres lignes parallèle 
à la bafe, par le lemme précédent: donc fî ron> conçoit tout le tidangle 
comme étant fonné d'un nombre infini de lignes, qui àyem chacune une 
largeur infiniment petite, & toutes parallèles à la bafe BC, quieft la 
plus grande , au - lieu que les autres vont toujours en diminuant jusqu'au 
point A qui eft leur dernier terme; fi , dis je , Ton conçoit le triangle ain- 
fi formé, la ligne J D coupera toutes ces lignes parallèles par le milieu, 
& par cela même toutes les lignes élémentaires feront en équilibre par 
rapport à la ligne JD ; ainfi le centre de gravité de la figure doit être 
quelque part dans la ligne jiD. De-même, fî de l'angle B on mène la 
ligne BFj coupant en deux le côté oppofé ^C en F, le centre de gra* 
vite devra être 'quelque part dans la figne BF; donc fi £ eflle point 
d^interfeâion des deux lignes ADêc BF^k tentre de gravité devra être 
dans le point £, fans quoi il feroit impoflible qu'il fût dans ces deux li- 
gnes. Joignez FD ,qui fera parallèle à -45, puisqu'elle coupe proportio- 
nellement les côtés JC&BC: ainfi les triangles FCD ôcjiCB feront 
femblables, de-même que les triangles EDF& EABi donc AE efl: i 
ED comme AB à FD, ou comme' jBC à CD, ou comme 2 à 1 j puis 
donc que AE eft à £D comme 2 à i , {componendo) AD eft à SD, com- 
me 3 à i ; ainfi. £i) efi; un tiers, & AE deux tiers de toute la ligne i^D. 

c. q. F. T. 

s C H O L I £. 

Au moyen de cette propofition.on^ peut trouver les centres degiavité 
de toutes les autres figures reélilignes ; & par un genre de raifonnement 

T 2 "" à 
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4 pea près pweU on poqnsoit trouver le centte de gravité d'une pyramide 
triangulaire quelconque , & conféquemment de toute autre pyramide 
ou ctoe quelconque , mais en voilà aflèz fur ce fujet. 

Problème 7. (/%, 4,5..). 

315. Etant donnée la ba/e BC <f«» triangk quelconque , conjointement atec 
Us angles adjacens B& C^on demande la hauteur perpendiculaire du triangle. 

N. B. Ce problême fc réfout iàns peine géométriquement, fi^e B & 
C extrémités de la balè donnée on mène les lignes BJ&.C J^. IWle 
donné, par la as^n». propofition du preriiier Livre des Eléinens; car en 
œ cas ^5 C fera le triangle propofé, &^i)feïaJa perpendiculaire cher- 
chée. M^ je donnerai d'abord la folution arithmétique de ce problême 
après avoir averti le Le6teur , qu'un angle comme ABDtik. cenfé don- 
né ,. quand (fi l'on détermine un point comme A fiir l'un des côtés & 
qu'on mène perpendiculairement à l'autre côté une ligne comme JD)\aL 
taifon de JB àBD, ou de AB à AD, pu de ADàDBdi donnée: 
car quelqu'une de ces raifons étant donnée, l'angle B fe trouvera en 
degrés & en minutes par le fecours des tables de Trigonométrie ; & ré- 
ciproquement , fi l'angle B efl: donné en degrés & en minutes, il fera fa- 
cile d'avoir quelqu'une des raifons précédentes au moyen des mêmes tables. 

Solution. 

Nommez la bafe donnée BC,b; que AD foit à DB comme rkp,& 
de-plus que AD foit kDC comme r à j;cela étant, fi la hauteur incon- 
nue <^D efl: défignée par*, le fument 5 Z) fera £f , & le fegment 

CD fera -^, & (Rg. 4-) '* fomiù& des fegmens fera f*-^l' . ^^^^ 

les' fegmens BD « CZ) pris enfemble forment la bafe entière BCzzh- 

donc ftl±âl=bi donc AD ottx= -4^. 

. Puisque AD eakBD comme r àp,il fait que fi la quantité relleon- 
'ftanœ, plus le point D approche du point 5, toutes chofes d'ailleurs égà- 
les , plus la quaririté p ira en. diminuant; fi D coïncide avec 5, ce qui 
arrive quand l'angle ABC di. droit, nous aurons p=oj donc quand D 
fe trouve de l'autre côté de B dans la ligne CB prolongée , (comme dans 
hfig' 5' ) c'eft-à-dire, quand Fangle ABCett. obtus , la quantité p fera 

alors négative, & nous aurons la perpendiculaire i/i)= -il. 

i—f' 
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P R O B L £ MB 8. (Fig. 10.) 

31(5. Que ACDB, AEFB & AGHB /aient tms parallélogrammes 
reStangles^ tous fituisfur la même bafe AB, £^ tinis du même côté, le rec* 
tangle AGHB étara lepbis grand de tous , & le reStangle A CDB /e plus 
petit: on demande de mener la ligne ELMN parallèle à AG ou BH, & 
coupant les lignes GHenK^ EF «1 L, CD fn M, ^ AB ^» N; de-for- 
te que lafomme des reStangles AK (^ B M fait égale au reSlangk moyen k¥. 

Solution. 

Nommée AB p , A G q, AE r, âcACs; nommez aafli la partie jn« 
comiue ANXj & par conféqaent BN p—x^ & le reftangle AK o\i 
AG>cAN {en qx, & le retlangle BM ou BD^BNou ACy^BNCen 
ps-sxj & enfin le reâangle AF ou ABxAE fera pr; & nous aurons 
réquationfuivante^favoir, qx-^ps^sx^pr; donc qx—sx^pr^ps, 

& X = ^^~^^ î ce qui nous donne l'analogie fuivante: comme q-^s di 

à r— j ,ainfl p eft à x: mais g— j cfl AG^-AC ou CG , & r—j eft AE-^A C 
ou C£, & p eft AB^ & a? eft i*2S^; donc comme CG dikCE ainfi 
AB dtk AN: par -là nous avons déterminé le point N, & conféquem- 
ment la pofition de la ligne KLMN. Mais pour donner une conftruc- 
tion plus élégante à ce problême; puisque CG eft à CE comme AB k 
AN, il s'enfuit (dividendo) que CG-CE ou £ G eft à CE comme 
AB-^AN ouBNdtk AN, & (invertendo) que C£ eft à EG comme 
i^N à NB ; donc la ligne AB cd divirée en N ou £F en L dans la 
même raifon que CG eft divifée en £j d*où il fuît, que fî Ton mène la 
ligne CHj elle coupera la ligne EF&j L; car les triangles femblables 
£ j:C&£L^ donneront ££ à i/ï' comme C£ kFH, c'eft-à-dire, 
tomme CEiEG. C. Q. F. T. 

Autrement ainfi: menez la ligne CHqni coupe ££en 0,&lestrian* 
gles CGHy CEO feront femblables, & CG fera à C£ comme GHk 
EO; mais CG eft à C£ comme -rffi àAN^ c'eft-à-dire, coiameGH 
à EL; donc £ L eft égale à £ O ; donc la ligne KN menée par le point 
L ou 0, parallèle à AGj détermine le point N dans la ligne AB; ôc 
AK&BM feront les reâangles cherchés. 

Une démonftration fynthétique de cette conftru£tion feroit facile à 
trouver. Car dans le reâangle CGHD les deux cpmplémens EK & 
D L font égaux par la 43^™, prc^fîtion du premier Livre des Elémens j 
que û à ces complémens égaux nous ajoutons les deux reélanglés AL ôc 

T 3 BM, 
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B M y nous aurona les trois reflangles JL^ EKâc 5 Af égaux aux trois 
jeébngles //L, BM & DL; mais les deux reftangles -rfL & EiT for- 
ment d'un côcé àK, & les deux reftangles BM& Z)JL forment d'un 
autre côté B L ; donc la fomme des deux reftangles A K 3c B M eu éga- 
le à la forame des deux redangles JL ôc BLy c'eft-à-dire, au rec- 
tangle ^P. C. Q. F. D. 

N. B. Il paroît clairement par la folutîon de ce problême , qu'on peut 
trouver analytiquement la conftruélion d'un problême, & puis décou- 
vrir par cette conftruaion même la route qu'il faut fuivre pour par- 
venir à la démonftration Synthétique, ce qui auroit été fouventtrès' 
difficile fans cela. 

F R O B L E M £ .9. 

317. Dam un triangle dont la bafe 6f la hauteur perpendiculaire font don- 
nées y infcrire un parallélogramme reHangle dont la bajefoit une partie de la 
*bafe du triangle y ou coïncide avec cette bafe y & dont les deux côtés contigus 
foient Pun à l autre en raifon donnée. 

Que dans le triangle ABC (Fig, 11.) dont la bafe S C, i& la perpen* 
diculaire AD font données, il faille trouver un point tel que / dans la 
.ligne AD y par lequel une ligne comme £ i^ étant menée parallèle à la 
bafe du triangle ,& terminée par fes côtés ,& le parallélogramme reflan- 
gle EFGH étant achevé, le côté £i^foit aii côté F G en raifon don- 
née. Mais il faut obferver ici, que comme chaque triangle a au- 
moins deux angles aigus , pour que le parallélogramme EFGH puif- 
fe tomber .entièrement en dedans du triangle, Itt angles B & C doi- 
vent être tous deux aigus , ou plutôt aucun d'eux ne doit être obtus. 

Solution. 

Nommons >^Dp , B C^ , & que la raifon donnée de EF à F G foît cet 
le de r à j : au - refte on fuppofe que p , j , r & x font des lignes données , 
commenfurables ou incommenfurables il n'importe ; nommons auffi Alxy 
& par conféquent /Dp -ar }& par le moyen des triangles femblables nous 
aurons les proportions fuivantes, ùyovCyAD à -^/comme if i)à£/,& 
auffi comme D CzIFy & conféquemment comme BC k EF: puis- doue 
que AD ou p eft à AI ou x comme B C ou qk EF ^ nous aurons EF 

=^ , ou une quatrième ligné proportionelle aux trois lignes p , x & 5; 
mais jEFdoit être a FG comme r à j j^onc nous avons l'analogie fuivan- 
te, favoir, ff eft à p -a; comme rks. Or ce que nou» avonsobfervé 
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d-deflbs relativement aux nombres, eft également vrai par rapport aux li- 
gnes, fâvoir,que fî quatre lignes font proportionelles , un parallélogram- 
me reélangle ^ dont les deux côtés contigus font les deux extrêmes , fera 
égal à un autre parallélogramme reélangle dont les deux côtés contigus 
font les deux termes moyens: c'eft ce qui eft démontré dans la idéme. 
propofîtion du fixiéme Livre des Elémens. Obfervons ici en paflant,que 
par le reétanglede deu:t lignes en Géométrie il faut toujours entendre un 
parallélogramme re6bmgle dont la bafe eft une des lignes , & la hauteur 
l'autre; & quand nous parlons de la ligne A multipliée par la ligne B, 
nous fignifions Amplement par-li faire d'un pareil reâangle dont les cô* 

tés contigus font A Ôi^B^ Puis donc que lï. eft à p — x conune rks^ nous 
aurons ^=:pr— rx, &qsxzzppr'^prx ^ &prx^qsx^ppr , &x 

s ^^ ". Si les quantités p^q^r^s avoient été données en nombres , la 

quantité x auroit pu êure déterminée fans aller plus loin, en calculant fîm- 
plement la valeur de la quantité -J^ — ; mais comme les quantités p,9,r,x 

font des lignes, & peut-être des lignes incommenfurables^ ce problème 
eft purement géométrique , & doit être réfolu comme tous les autres qui 
font tels 9 favoir, en traçant des lignes fans aucun calcul, qui ne fauroic 
avoir lieu en pure Géométrie. Dans le cas préfentpr-4- qs eît kpp com- 
me r à x, c'eft-à-dire, x eft une quatrième proportionelle à deux plans & 
à une ligne ; car les reâangles pr&qs font ce que nous appelions des 
plans ou des furfaces planes; d'où il fuit que leur fomme pr -+- jj eft un 
plan, ce qu'eft pareillement le quarré pp: ainfî pour réduire la raifon 
qu'ont entre eux ces deux plans , de façon que la grandeur x foit trou- 
vée enfin une quatrième proportionelle à trois lignes , un des reftangles 
pr OM qsy fuppofons qs^ doit être transformé de forte à avoir un côté 
commun avec l'autre reÛangle pr, ce qu'il y a moyen de faire ainfî: fai- 
tes r à j comme 3 à r, c'eft-à-dire , trouvez la ligne t qui foit quatrième 
proportionelle aux trois lignes données r , x & 5 , & pour cela il ne faut 
Amplement que tracer des lignes , fims calcul , par la 1 2éme. propofîtion du 
fixiéme Livre des Elémens ; & cela étant, puifque reft à s comme qit, nous 
aurons rt=qs: fubftituez préfentement r f à la place deqs dans l'fexpreffion 

de X , c'eft-à-dire , dans l'expreflion ^^ , & vous aurez x = ^^ , ou 

divifant le numérateur & le dénominateur par r, vous aurez a;=: ^ÎL, ; 

c'eft-à-dire , vous aurez p-^tkp comme p eft à x; donc x eft une troi- 
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fîéme proportionelle aux deux lignes p^t & p^ & peut fe trouver par 
la propofition 1 1^»«. du fixiéme Livre d'Euclide. Ce dernier pas nous 
fournit la conflruftion fuivante. 

Prolongez A D depuis D A K en-âejjous du triangle , fi bien que B Cfoit à 
DK en raifon donnée deràs: cela étante fi Ton fait AK à AD comme AD 
à Alj c'ejl'à'dire^fironfait de AK^ AD & Al trois lignes en proportion 
continue , on aura le point I par lequel le cêté EF du parallélogramme EF G H 
doit pajfer: 6f ce côté EF étant une fois déterminé , les autres côtés F G £? 
E H feront déterminés aifément en menant des perpendiculaires ABC. C.Q.F. T. 

Autrement fans Algèbre ainfî: ayant prolongé la ligne -^Djufqu'à iT, 
deforte que BCfbitkDK comme r à x , de -même que ci-deffus ; menez 
par K la ligne LAf parallèle à 5 C, & rencontrant les côtés JB &AC 
prolongés en L & M refpeaivement j que CN & £ foient perpendicu- 
laires à LM, & nous aurons un parallélogramme reélangle'iî CNO fem- 
Uable au parallélogramme cherché y puifque £ C efl à CN comme r à x: 
mais les triangles ALM ScABCy dans lesquels ces parallélogrammes 
fèmblables font infcrits , font aufli femblables ; donc les parallélogrammes 
EFGH & BCNO font des parties femblables de triangles femblables j 
par conféquent toutes les lignes homologués dans ces figures feront pro- 
portionelles ; donc AK hauteur du triangle ALMy fera iAD excès de 
cette hauteur par - deffus la hauteur du parallélogramme infcrit dans ce 
triangle, comme AD hauteur du triangle ABC^dik AI excès de cet- 
te hauteur par-delFus la hauteur du parallélogramme infcrit femblabJe- 
ment dans ce triangle j ainû -4 iT, AD^ AI font en proportion continue. 
C. Q. K T. 

Voici une démonflratîon (ynthédque de la conftruÊHon précédente. Il 
s'agit de prouver que fi les lignes AK^AD^AI font en proportion con- 
tinue, le parallélogramme EFGHiérd, tel, que £ -F aura la même raifon 
à F G que r à jj ce qui peut fe faire ainfî: 

Puisque par Thypothèfe AK eït i AD comme ADkAIy'û s'enfuit 
{convertendo) que AKe&k KD comme AD à, DI^ & (altemando) que 
AK eîikÂD comme KD à DI; mais AK efl à AD comme AD zAI 
par la fuppofition, ou comme BC k EF; donc BC dik EF comme KD 
à D /; & derechef (jiUemando) BCe&kKD comme EFklD; mais B C 
efl à KD comme r a j par la conflruélion j donc EFdià ID on F G 
comme rks. C. Q. F. D. 

N. B. Si l'on veut que le parallélogramme EFG H foit unquarré, on 
n'a qu'à faire la ligne EF égale k FGy& par conféquent r^s^àiBC 
^DK. 

SCHO- 
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Pour répandre plus de clarté fur le problême précédent , & fur plufieurs 
autres problêmes géométriques, nous obferverons, qiCon conjidére en Gé(h 
métrie trois fortes de grandeurs différentes , f avoir , des lignes , qui n'ont aucune 
autre dimenfion que la longueur; des furf aces ^ gui ont de la longueur & de la 
largeur feulement y & qui par cela même ont deux dimenfions; & desfolides^ 
qui- ont de la longueur y delà largeur (^ de la profondeur^ ^partant ont trois 
dimenfions. Ainfi les extrémités des lignes font des points y les bords des furfa- 
ces font désalignés y & les côtés' extérieurs des folides font des furf aces. 

Pour peu que nous vouluflîons prendre moins à la rigueur ces défini- 
tions, les diiFércntes fortes de grandeurs dont il a été parlé , quelque dis- 
tinftes qu'elles puiflent nous paroître d'ailleurs , feroient d'abord confon- 
dues Tune avec l'autre : pour peu que nous accordaflions de longueur à 
nos points, ou de largeur à nos lignes, ou d'épaifleur à nos furfaces, en 
quoi confiileroit la différence entre un point & une ligne tçès-courte, ou 
entre une ligne & une furface étroite, ou entre une furface & un folide 
fort mince? mais en les confidérant comme nous avons fait ci-deffus , el- 
les reftent non feulement diftinftes Tune de l'autre , elles font même ren- 
dues hétérogènes l'une à l'autre. Une ligne peut être comparée à une 
autr.e ligne, ou une furface à une furface^ ou un folide à un folide; mais, 
une ligne ne doit en aucune façon être comparée à une furface , ni une 
furface à un folide i à caùfe que le rapport ou la raifon entre deux quan^^ 
tités fuppofe que ces quantités font homogènes , coibnie cela paroît ma- 
nifeflement par les définitions 3. (& 4. du cinquième Livre d'Euclide : fi bien 
que demander quelle raifon il y a entre la longueur d'un pied & un pied 
quarré , ou entre un T?ied quarré & un pied cubique , feroit une queftion 
'auflî abfurde, que fi Ton demandoit quelle raifon il y a entre la longueqr 
d'un pied & une heure de tems^ ou entre une heure de tems & le poids 
d'une livre? Par çonféquent toptes les fois que quatre quantités font pro- 
portionelles , il faut qu'elles foient toutes homogènes , ou du-moins que 
les deux derniers termes , quoiqu'hétèrogénes aux deux premiers , foîefit 
pourtant homogènes l'un à l'autre : fi le troifîéme terme eft une ligne , le 
quatrième doit être une ligne auflî :fi le troifiéme terme eft une furface, 
le quatrième doit être pareillement une furface ; fi le troifiéme eft un fo- 
lide , le quatrième doit être un folide ; & ainfi du''refte. 

Il faut obferver de-plus, que fi les lettres -^, iB, C^DyEyFyG repréfen- 
tent autant de lignes diflinftes, deux d'entre elles, comme -^^ 5, jointes 
enfemble de façon à défigner le produit d'une multiplication en Arithmé- 
tique , font employées en Géométrie à défigner l'aire d'un parallélogram* 
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îne-re6langle , dont les côtés font A&B^ &, ainfî forment ce que non» 
appelions un plan: crois de ces lettres ^ comme ABC y repréfentent le 
contenu folide d'un parallélipépéde , dont les trois dimenfîons font A^B 
& C^ & conflituent ainfî ce qu'on nomme un folide. Mais fi quelqu'une 
de ces lettres commet, n'exprime pas une ligne, mais uft nombre, eii 
ce cas ^J3 C ne repréfenterâ plus une quantité de trois dimenfîons , mai& 
fimplement de deux iczr ABC fera alors Taire B C multipliée par le nom- 
bre //, ou prife autant de fois qu^il y a d'unités en A. Mais ces quantité* 
géométriques font quelquefois aulli repréfentées à la maniée des fnc^ 
dons; & quand cela arrive, la quantité repréfentée doit être cenféeune 
ligne, un plan ou un folide , fuivant que le numérateur contient uâe^ 

deux,ou trois dimenfîons plus que le dénominateur*. .Ainfî ^fîgnifieune 
ligne } car > à proprement parler,^ figûîfle en Géométrie une quatrième 
j^porcionelle aux trois lignes CjB&A: puisqu^en ce cas la ligne C eft 
à la ligne £ comme la iîgae Adkk^y âc poifque le troifiéme terme 

AeHnùt ligne, le quatrième -^ doit l'être, aufli , fans quoi le quatrième 
terme ne feroît pas homogène au troifième. Par exemple encore, taquon* 
^^^ "DS ^^S^^^ "°® ligne î car comme le plan- /)£ eft au plan B C,ainri 
la ligtie ^eft k la ligi^e :^. Enfin , é^ fignifie «fie ligne j car 
comme le folide jÇ /"G eft au folide BCD, ainfî la ligne ^ eft à la ligné 
" ^jju" ♦ Si le numératettr contient deux dimenfîons plus que le dénomi- 
nateur, la quantité repréfentée eft un plan: ainfî ~£ eft un pkn j car 
tomme k ligne Z) eft à la ligne C, ainfî le plan ^fl eft au plan ^^:par 
exemple encore, -|^^ fignifie un plan j car comme le plan £ F eft aa 

plan CD, ainfî le plan AS^m plan ^^^j/^- Silenumérateitf contient 
Xtoi$ dimenfîons plus ^ue le dénominateur , la quantité repréfentée eft un 
Mâe. Ainfî d£^ dëGgne un feUdej car comme la ligne £ eft à la li- 
gne D, ainfî le folide ^J C eft au folide di£È: par exemple encore , 
~ ^pB^ défîgne un folide j car comme le plan f G eft au plaa £)£, ainfî 

fe folide ^£C eft an folide i^J?^. Eafia^fi SP^^^R font des. 

*''» ,, 
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lignes, (cormne dans h Figure 12.) la quantité ^^^ fera un folide; 

car conune la ligne Q^R eft à la ligne QT^ ainfi le folide 5P« >< j^^r fera 
ail folîde ££îiifiZ]l. Voyez les Principes àt Newton , prfp. 6. car. i. Z* i. 

Si le numérateur & le dénominateur contiennent un nombre égal de 
dîmenfipns , la grandeur ainfi repréfentée fera un nombre , & point une 

quantité géométrique ; ainfi -j fignifie un nombre ; ce qui efl: également 
vrai de ^^ & de é^ ; çarj[pour ne tourner que ce dernier cas en exem- 

CJD Ù'EF 

pie ,) commfe ]e folide DEFdïm folide JB C^ ainfi le nombre i eft au 
nombre||£. 

. Si le nombre des dimenfions dans le numérateur furpafle le nombre 
des dimenfions dans le dénominateur de plus de trois , ou fi le dénomi- 
nateur a plus de dimenfions que le numérateur , la Géométrie » à propre* 
ment parler , manque de noms pour défigner de pareilles quantités. Mai9 
cependant fi le numérateur contient quatre dimenfions de plus que le dé- 
nominateur y une pareille quantité doit toujours être confîdérée comme 
homogène à quelque autre quantité de quatre dimenfions j & ainfi du relie. 
Ces confidérations font quelquefois d'une grande utilité pour ^découvrir 
Terreur qui peut s'être gliflee dans un calcul : car fi une quantité y qui 
devoit à la fin fe trouver une ligne ^ fe trouvé être un plan ou un foli- 
de , ^c ; ou bien i fi dans quelque partie de l'opération une quantité fe 
trouve repréfentée par une ligne , & une autre du même genre par un 
plan 9 un folide 9. un nomi^-e» &c. c'efl une marque fûre qu'il y a eu au 
commencement quelque abus dans la manière* de repréfenter les quanti- 
tés , ou que quelque erreur a eu lieu dans le cours du calcul. Mais fi une 
ligne êfl repréfentée par l'unité (comme on le fait quelquefois pour ren- 
dre le calcul moins embarrafiTé ,). cet ordre & cette uniformité s'évanouis- 
fent tout-à-coup; & il arrivera aflez fouvent qu'une fçule & même mar- 
que repréf<^ntera un nombre^ une ligne, un pl^n, ou un folide , fuivant 
que la comparaifon pourra iSxîger: par exemple, fi ^fignifie proprement 
une ligne, on peut l'employer à fignifier un nombre » en fe figurant la li- 
^ gne repréfentée par funité placée au-deflbus; ou bien à fignifier un plan 
dont la hauteur efi; J^ & dont la bafe efi: la ligne repréfentée par l'uni « 
té; ou enfin, à fignifier un folide dont la hauteur efi: J^Sc dont la bafe 
efi; le quarré de la ligne repréfentée. par l'unité. Dans de pareils cas on 
rencontrera aflez fréquemment des quantités hétérogènes en apparence 
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égalées Tune à l'autre: fi sx , par exemple ^fe trouvoit ^1 à 5«, il ne 
faudroit pas s'imagiper qu'en Géométrie l'aire du quaité dont le côté eft 
X écoit égale à 5 fois la longueur de la ligne x, mais que le quarré de s 
eft égal à 5 fois Ts^ire d'un parallélogramme dont la hauteur eft x,& donc 
la bafe eft la ligne 5; car fi une unité repréfente quelque ligne, le nom- 
bre 5 repréfentera une autre ligne égale à 5. fois la première. 

Cette manière de repréfenter des quantités d'un genre par celles d'un 
autre genre ne doit point du tout être rejettéé , pourvu que les quantités 
repréfencatives fôient toujours prifes comme ayant entre elles la même 
raifon que les quantités qu'elles repréfentent , c'eft-a-dire, dans le même 
calcul : de-forte que dans la folution de quelque problême , nous fommei 
àbfolument les maîtres de repréfenter une quantité de quelque forte que 
ce foit par une quantité quelconque d'une autre forte , que fà grandeur 
réelle foie ce qu'on voudra y pourvu que toutes les autres quantités de 
même efpéce foient repréfentées propbrtionellement. Ceft ainfi qu'en 
Phyfîque on défigne ordinairement les tems par des lignes propbrtionel* 
les , &c. La raifon en eft , qu'on fe trouve fouvent moins embarrafTé à 
comparer enfemble des nombres & des grandeurs géométriques que les 
quantités repréfentées par ces grandeurs & par ces nombres : c'eft ainfi 
que nous découvrons , avec beaucoup moins de peine que nous n'aurions 
eût fans (?ela , les raifons qu'ont entre elles différentes portions de tems ; 
& la même remarque eft applicable aux efpaces , aux forces , aux vi* 

teffes • &c. 

* « 

P&OBL£M£ 10. (Ftg. 13.) 

318. Que AB & CD foieta deux tourelles y & Bl) une ligne horizontale 
menée depuis le pied dune des tourelles jufqu*au pied de Foutre: on demande ^ 
Us hauteurs ^ la dijlance horizontale des deux tourelles étant données en nom- 
bres^ de trouver dans la ligne BD un endroit comme E^ d'où ^fi Ton y place une 
ichelle , cette échelle pourra atteindre également au fommét de chaque tourelle ;ou 
tce (pii revient au même) on demande de trouver dans la ligne BD un poita 
tomme Eydoiàj fi Ton mène les lignes EÀ Êf EC, ces lignes feront égales 

Tune à f autre. 

La folution géométrique de ce problême eft trés-fkcile : car fi la li- 
gne ^ C eft partagée en deux parties égales au point F^ & que la ligne 
FE foit menée perpendiculaire à AC^ cette ligne rencontrera la ligne 
J5 Z) au point requis £ , en voici la preuve. Le triangle E FA a le côté 
.£Fcommun avec le triangle EFCi outre cela le côté FA du premier 
de ces triangles eft égal au côté FC du fécond^ & les angles EFA.& 

MFC 
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EFC font tous deux droits ; d'où îl fuit que les hypothénufes- EJ&EC 
font égales. Mais comme dans ce problême les hauteurs JB &CD font 
données en nombres , comme auÛi la diftance horizontale BD, les deux 
fegmens BEÔc ED doivent être exprimés pareillement en nombres. 

Solution. 
Nommez JB p^ CD q^ BD r^BEx^ & ED r — x; & vous aurez 
1*. JB^'+BE'^JE* par la 47éae. propofiticMi du premier Livre des Elé- 
mens ; c'eft-à-dire , pjni^ x=J £". 2\ vous aurez E D^-i-D Oz=:E O , c'eft- 
à-diré , rr— 2ra;H-xxH-îî=£C*; mais EA* & EC* par Thypo- 
théfe; donc vous aurez pp'-hxx:=rr'^2rx-+xx-+qq ; ainfi x ou 

£E:=iîIIÏÎÎIZtt} retranchez cette valeur.de 5 £ de la grandeur r , qui 

défijgne la valeur dtBD^ & vous aurez £ Z) =z IlniiliÊÊ ; la formu- 

» • • • 

le fuivante contient Tune & l'autre de ces expreffions. 

Au quarré de la dijlance horizontale donnée ajoutez le quarrif de la hauteur 
d'une tourelle , ^ retranchez le quarri de la hauteur de loutre ; divifez le ref» 
te par le double de la dijlance horizontale ^ ^ le quotient fera la dijlance quil 
y a entre le point cherché & le pied de la tourelle , dont la hauteur élevée à la 
féconde puiffçnce a été retranchée. Ç Q. F. T. 

Comme, par exemple, que JB oupy hauteur de la plus haute tour 
foit 39 verges , & que C D ou ? , hauteur de la tour la plus bàfle , foit 
s 5 verges, & 5Z) ou r, qui eft la diftance horizontale ,112 verges: ce- 
la étant, BE ou ^^"^|^^^ fera 52 verges; l'autre fegment ED fera 

long de^o verges, & les conditions du problême fe trouveront remplies ; 
car nous aurons AB^-^B £* ou ^£*= 1521 -H- 2704 ou 4225, & CD* 
-4-D£* ou C£' 3= 625 H- 3600PU4225 : donc AE*=^CE% &AE=: CE^ 6$. 

S C H O L I £. 

Si dans cette figure la ligne CD devient évanefcente, c'efl-à-dire, fi 
C coïncide avec^ D , nous aurons 9 = o , & le problême fera réduit à ce- 
ci, favoir, un côté Sun triangle -redangk étant donnée conjointement avec 
la fomme de T autre côtî ^ de t*hypothénufe\' trouver cet autre côté (^ Phypo* 
thénufe féparément. Car en ce cas nous n'aurons de grandeurs données 
qvLeAB&BD, dont .^5 eft un côté du trijangle-reSangle ABE, Se 
jB D la fomme de iî £ & ED ou de BE & £^, c'eft-à-dire, la fomme 

de l'autre côté & de ITiypothénufe ; la portion de5£ fera = îm^ 

V 3 P x o- 
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Problème ii. {Ftg. 14.) 

319. Le? rayon d'un cercle étant donné ennombres^ conjointement avec latan^ 
gente d'un arc de ce cercle , qui comprenne moins de 45 degrés (la néceflitë de 
cecce limitation paroîtra dans la fuite ,) on demande de trouver la tangente 
du double de cet arc. 

Soit A le centre d'un cercle quelconque BCDj dont Tare Jî Ceft plus 
petit que 45 degrés ; que BCD foit double de cet arc , & BEF une tangea* 
te au cercle au point B; foient outre cela menées les lignes ABy ACE; 
éc AD F; BE s'appelle en Trigonométrie la tangente, & AE lafé- 
cante de Tare BC: de -même BF dih tangente & AF h fécanpe de 
de l'arc fi Z). On demande donc , "fi l'on a en nombres le rayon AB & 
B E tangente de Tare B C, de trouver B F tangente du double de cet arc* 
. N.B. S'il ne falloit Amplement qu'avoir la ligne 5 F, rien ne feroit plus 
aifé qu'une conftruéUon géométrique de ce problême ; il fuiEroit de faire 
Tangle KÀF égal à Tangle EAB , par la i^éme. propofition du premier Livre 
des Elémens , & la ligne BFfe trouveront déterminée quant à fa gran- 
deur géométrique. Maïs il s'agit ici de déterminer la ligne B F en par- 
ties de rayon , & par conféquent en nombres , conune toutes les autres 
tangentes font exprimées dans les Tables Trigonométriques. 

Solution. 

. Nommez AB le rayon donné r, BEy la tangente donnée r, & BF 
la tangente inconnue :èi cela étant JE /^ fera x-^tySc AF^ l'hypothénu- 


fe du triangle - reûangle ABF^ fera Vr^-^x*. Or puisque la ligne AE 
divifè l'angle BAFen deux parties égales , les deux fegmens de la baie, 
favoir BE& EF^ auront la même raifon l'un à l'autre que les côtés ad- 
jacens A B & A F par la sémc. propofition du fixiéme Livre des Elémens ; 
c'eû-à-dire , B E fera à £ F comme AB k AF; donc par l'art. i(5. paragr. 
6. -BEVfera à EF\ comme A B' à AF\ c'eft-à-dîre , tt fera à xx-2tx 
-i-tt comibe rr h rr-hxxy changez cette analogie en équation, & il 
viendra r' «' — 2 r* fx ■+ r* î* =t* t^ H-^* ar* ; efFaceK r* r% dans l'un & i'au- 
tremembre,& tranlpofisz t*x*j & vous aurezr* x*—t*x^-'2r^txzzo ; donc 

xon BF^ *^*^-; par conféquent AB tfi k BF comme r eftà /j ■■ > 

OU comme i eft à J'^^ -i ou comme r* --^» eft à 2 r t ; ce qui revient 

proprement â ceci , que fi dans quelque cercle dont le rayon ç/î r , t dèfigne . 
Jà tangente de quelque arc ,. la tangente du double de cet arc fourra fi trouver 

par 
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par cette mahgie, comme rr— tt ejl à art, ainjt r rayon du cercle^ eji A 
^ — - il tangente cherchée. Si Ton demandoit la raifon dt JB k JF^ 

c'eft-à-dire, da rayon à la fëcante de l'arc double £Z>, cette raîfbn fe* 
roit la même qae celle de BE à EF,- comme ci-deflùs : mais BE=t, 

nie»eftà~~,ottcoraniei àT^~-,ottcomme r»-t'eftàf»-+**} 

mais f*H-^*=:-^jB*-+.5£*=^-E', qui efl le quarré de la fécante de 
Tare B C: nommez cette fécante SySc AB fera à ^Fcomme r * — r* à j* ; 
mais il eft déjà prouvé que ^^ efl à 5 F comme r*-^f* à 2rr; donc y? 
i £f s y^f la tangente ^ la fécante de quelque arc d'un cercle dont le raym 
ejl T^ le rayon ^ la tangente , ÊP la fécante du double de Tare ferora comme 
T^'^t^,2rt^sStOucommeiT^tt^2tt^TT'^ttrefpe£iivement. C.Q.F.T, 
Les Modernes K)nt étendu ce théorème jusqu'à y comprendre la raifon 
que le rayon ^ la. tangente & la fécante d'un arc ont à la tangente & àt 
la fécante d'un arc 3 fois , 4 fois » 5 fois &c. plus grand que l'arc don- 
né. Mais -il n'eft pas pofllble que les commençans voyent toute la beau- 
té de ce théorème, avant de s'être bien mis au fait de la méthode de ré- 
foudre les puiffances d'un binôme : matière qui ne fd'a traitée que dans 
la fuite. 

S c H O L I £• 

La raifon de la limitation prefcrîte dans le probféme précédent, faVoîr, 
que Tare BC de voit être plus petit que 45 degrés , efl bien claire; car 
fi l'arc B C valoit 45 degrés, le double de cet arc, favoir B D vaudroit * 
lan quart de cercle , .& Tangle BJD feroît droit : mais l'angle jiBE que 
la tangente fait avec le rayon en paifiint par le point de contaâ: , eft un 
angle droit par la 16. propofition du troifiéme Livre des Elémens;^ 
donc en ce cas les deux angles internes JB E& JB ^ Z) font égaux à deux 
droits,* ainfi les lignes AD & BE font parallèles ,& conféquemment ne 
peuvent jamais fe rencontrer; donc la tangente d'un quart de cercle eft 
infinie. Si l'arc B D <^aut moins de 45 degrés , il eft certain que les lignes 
jlD & BEy pourvu qu'on les prolonge aflez, fe joindront en quelque 
point comme F, & que c'eft ce point 'de concours F, qui détermine la 
Kgne BF à être, la tangente de f arc ,8 D. H eft manifefte auffi , que plus 
farc £ D approche de 90 degrés, plus les lignes AÙ& j8£ doivent être 
prolongées avant de pouvoir fè rencontrer; & plus la tangente BFferz 
grande : donc quand B D devient un quart de cercle , & par conféquenc 
JD parallèle kBE^ on peut fuppofer le point j^ placé à une diflance in- 
finie ,, 
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finie, & la tangente 5 F, auffi bien que.la fécante JfFp^iUement in* 
finies. De-lâ vient que dans les Tables de Trigonométrie la tangente Srla 
fécante d'un arc de quatre-vingts-dix degrés ne font pas exprimées com- 
me les autres en nombres f mais défignées par le mot d'infinie* 

Ce mot étonnera peut-être quelques-uns de mes Lefteursj & je n*aî 
garde de nier que la fuppofition qu*il y a des quantités infinies ne foit ac- 
compagnée de quelques difficultés aflez embarraflantes. Ce fiijet fera éclair- 
ci dans la fuite de cet Ou vrage :' cependant je ne puis me diipenfer d'en 
dire ici quelque' chofe relativement à uji théorème, aflez étrange en ap- 
parence , que je vais démontrer tout-à-l'heure , & que bien dés Lefileurs 
auront plus de peine à comprendre que tout ce qui a été avancé jusqu'i- 
ci. Le meilleur avis que je puifle leur ' donner eft, qu'en iifant les n^ots 
d'un autre, ils s^appjiquent entièrement à en démêler lefens, à coiïff- 
dérer chaque choie dans le point de vue où elle eft placée, & à ne -point 
prononcer fur le fujet en queftion , fuivânt leurs petits préjugés d'un côté, 
ou des- chimères métaphyfiques de l'autre, qui ne font qu'égarer ceux 
qui les prennent pour guides, & qui partagent une attention, qui n'eft 
déjà pas trop gfande quand elle eft toute entière. Les vérités géométri- 
ques font extrêmement Amples , & quiconque voudra Tes voir dans le 
jour le plus clair , ne doit voir uniquement qu'elles. Car il en eftici com- 
me en Optique , où toute lumière qui tombe fur un objet outre celle qu? 
çft nècèflaife pour le faire appejcevoir diftinéiement , eft fuperflue, & 
fêrt plutôt à obfcurcir l'objet qu'à l'éclairer. Mais venons au point qui 
3 donné lieu à cette efpéce de digreffion. 

Le théorème que j'ai dellein de prouver eft, qu'iVy a deux pqjjages de 
laffimuHion à la négation ^ /avoir ^ par zéro & par ï infini: la première par- 
tie de cette aflertion dl évidente, au-lieu que la. dernière ne pourra pa- 
Toître telle qu'à ceux qui fe font familiarifés avet ce qu'il y a de plus fu* 
blime en Géométrie & en Mathématiques : mais j'efpére que jSar le moyen 
du problême précèdent je pourrai en faire fentir la vérité à d'apprentifs 
Géomètres , pourvu qu'ils veuillent me fecourir de leur attention. (Voyez 
Fig. J.5.) 

Que J foit le centre du cercle BGHKy divifé en quatre parties éga- 
les 7jG, GH^ HK, O par les deux diamètres J5/f& G JT, qui. fe cou- 
pent à angles droits; âlc que BL foit une tangente prolongée à l'infini de$ 
deux côtés de B ^ les points L & G étant fuppofés fe trouver l'un & l'au- 
tre du même côté du diamètre B H: que û foit un point mobile dans 
la circonférence ; & qu'on conçoive qu'à-mefure qu'il fe meut il empor- 
te avec lui la ligne infinie ou indéfinie JDF^ laquelle ligne doit être 

con- 
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<onlIdérée tomnie tournant i^ns Ton ibouvement autour du centre^; 
& comme rencontrant la tangente en F. Que préfentementle point D 
foit ruppofé être d'abord dans le quart de cercle £ G , fe mouvant de B 
vers G ; celaétant, on voit fans peine que plus le pomtZ) approche de G^ 
plus doit être grande la diftance £ F entre le point de contaâ By qui eft 
fixe , & le point mobile d'imerfediion F. Quand D coïncide avec G y la 
diftance eft infime , la ligne J D étant parallèle alors à la tangente B Li 
Suppofbns maintenant que le point D paiTe par G dans le quart de cercle 
G H y en ce cas on ne fauroit douter que les deux lignes J D&BL, bien 
loin de fe rencontrer de ce côté - là , ne (oient divergentes ; mais il paroît 
cependant par cette divergence, que fi la ligne Jû eu, produite indé- 
finiment de Taucre côté de JÎ , elle rencontrera de - nouveau la tangen- 
te dans quelque autre point comme F^ & que ce point F aura changé dé 
fituation relativement au point fixe B^ de- forte que fi la ligne B F étoit 
tonfidérée comme afiiînnative pendant que le point Ftomboit du même 
côté de B que le point X, la difi:ance B F doit être confidérée préfente^ 
ment çonome négative, puisque jF tombe du côté oppofé:par conféquent 
tandis que le point D paflbit par le quart de cercle BG k travers le point 
-G dans le quart de cercle GHy la diflance BFj en paflant par l'infini, 
d'affirmative qu'elle étoit devenoit négative. Plus le point D approche du 
point Hj plus la difiance négative B F fera petite. Quand D coïncida 
avec H y -la diftance négative ^/^ s'évanouira, ou deviendra égale à zé- 
ro; & quand D a pafle par H dans le quart de cercle HK, le point F 
devient de - nouveau affirmatif , après avoir paflTé par zéro. Que le point 
D continue fon mouvement depuis //" jusqu'à K: au point K la diftance 
B F deviendra de^nouveau infinie , & quand D aura paflë par JT, le point 
F fe retrouvera du côté négatif du point £, & la diflance BFferz né* 
gative , après avoir paffé par l'infini. La ligne JS F reftera ainfi négatif 
ve jusqu'à ce que Z) ait pafiepar B dans le premier quart de cercle 5 G; 
car alors 5 f aura paflé d'un état négatif à travers zéro à un état affirmatif. 
. Nous avons donc ici un éxeipple frappant des deux tranfitions .qa'é* 
prouve la tangente ÔF, qui a changé jufqu'à quatre fois de figne durant 
une révolution du point Z), iavoir, en pâilant deux fois paf zéro ^ & 
deux fois par l'infini. > 

Voyons à-préfent quels changemens la fécante jiFeffuje dans le mê* 
me tems. Nous obferverons d'abord que la fécante A F ne pafle jamais 
q[>arzéro, comme fait Ja tangente BF: czx cette fécante, étant aufli 
petite qu'il eft poflible, fè trouve toujours égale au rayon JB^ comme 
.quand le point D coïncide avec les points B&U; dans toutes Iles au- 
. Tome IL X très 
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tms iimations elle dl plus grande^ & cjuand. D. pafle par G ou JT, li 
fécante ^iT pafTe par Finfini , & d'affirmative devient négative , & té- 
dptoquement» à çaufe qae le point. F change de fituation par rapport 
ail point fixe À dan$ la ligne JF. Donc fi Ton œnfidére la fécapte JF 
comme affirmative pendant qae le point D fe trouve dans le demi«câ!d9 
KBG^ il faut qu'on la confidére comme niégative dansletemsquelè 
nîême point D fe trouve dans le demi* cercle oppofô GHK: par conré> 
quent la féçante A F change de fignedeux fois durant une révolution du 
point D , & chaque fois en paflant par Tinfini. 

Il fuit de ce qui a été démontré au fujet de la tangente. AjF^ &.de la 
iîJcante A F. 

i"". Que quand une quantité pafie de Tétat d'affirmation par zéro k 
l'état de négation , elle devient en chemin faiiant de quantité iqfininient 
petite affirmative une quantité infiniment petite né^tive, ^rè& quoi 
fa qualité négative va en augmentant ; mais! quand une quantité {Mtfle 
de l'état d'affirmation par l'infini à un état dfc joégafiion/elle: de vient dç 
quantité affirmative infiniment, grande une qu^titi infiainieiK giaiidç 
négative » & fa qwdité négative va eqfuite en diminuant. ' 

T."". Qu'une quantité infiniment grande efi; auffî équivoque relative»» 
ment à fon état d'affirmation ou de négation , qu'une quantité évanelcen? 
të ou zéro. Quand le point./) coïncidoit avec le pokt 6^ les Ugnef 
A D &. B L étoient parallèles , & par cela mémie n'indinoîent jtas dayaoH 
tage d'un côté que de l'autre.; ainfi quoiqu'on eût lieu de dîire qu'en ce 
caa fi^étoit infinie, on ne pouvoit cependant pas décider fi elle étoic 
affirmative ou négative. Donc la tranfition d'une quantité affirmative, 
infiniment grande à une quantité infinimeni;: grande négative;» cefie àr 
jaéfent d'être un myftére^ puiique ce n'efl; point une tranfition.i.car.a» 
même inihnt qu'une pareille quantité eft une mBpïè.z&msitivey elle 
eft auffî une infinie négative , fans aucune fucceffiôn de tenis oq, de 
mouv^nenjt. 

3.«« Que fi dans le ca» d'un arc plus petit qu'un quart de cercle» la 
tangente & la fécaote font toutes deux affiionatives , (& c!eil: toujours 
ôn&qû!oo le^^^Qfipl^'^^^) dapawi^c plus, grandi .qu'un quart de cerde^ 
& plus petit qu'un demi-cercle» elles feront toutes.' deux négatives ( 
dans tui. arc plus.gran^qu'ua.dâniîCercle» & plus petit qqe trois quarts 
de cercle» la tangenteJera affinoative &.la fécante nég^tis^e; ainfi en 
comparant e;n&mble ksifignes de JaLtange|idK)& idê: k-fëoasiie d*un 4tç 
^uelconqoe». on. potorra détârmioer^laiçialité de cec arc*; ^Oebi ^ poûrw 
qn'ooile^comi^enne t>îâiXv ÛteciiJaijîmitasion^qu^ l'yard dti 

pro* 
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^dWême précédent: car JUppoftns que Faïc BC{Pig.'U.) foit fait égal 
à 45 degrés, ou plus grand, il n'en réfultera d'autre conféquence , (înoli 
que la tangente du double de cet arc fera trouvée infinie ou négative? 
à caufe que le double de Tare fcra trouvé égal à un quart de cercte, .ott 

plos gr^nd; 

4». Que la démonftration de ce que nous xrfeoons d'avaûcer dépend 
principalement du paflage de ^i^ & £2^ par tous les degrés poffibles de 
grandeur, on peut auffi découvrir par ce moyen plufieurs autres proprié* 
tés & relations de quantités Variable*, au-Heu que la chofe feroit impos* 
fible, fi ces lùêracsquànttt^ avôient été déterminées & confiantes: & 
c'eft fin: cette variation des quantités qui paflent d'un degré de grandeur 
il un autre, qu'efl fondée une des plus belles inventions de TAnalyfe 
moderne , je veux dire la doûrine des Fluxions. . J'ajouterai encore un 
exemple ou deux à celui que je viens de donner. 

(>ie B'CD (jFig. i6. ) foit.un arc de cercle dont le. point du milieij 
foit C, & que J foit le centre de la courbure; c'eft-à-dirè, que 11 le 
cercle étoit .achevé , le point J en feroit le centre. • Soit fnenée la ligne 
J C prolongée indéfiniment des deux côtés. Cela étant fait , fai» dé- 
placer le point du milieu C, ni allonger le moins du monde l'arc 5 Ci5| 
que cet arc fe débande tant foit peu , de façon à devenir partie d'un plm 
grand cercle qu'aup yavant : il eft manîfefte en ce cas que le ceiltre :M 
s'éloignera davantage du point C, & que la longueur de la ligne -C-^ 
^(feraplus gran4equ'eHen'étoit, comme étant devenue rayon d'un plus 
£rand cercle. Suppofons que l'arc BCD k débande de plus en plus par 
degrés jufqu'à devenir une ligne droite, la diftance CJ, qui par-là va 
aulfi continuell^nent en augmentant, deviendra à îa fin infinie ; car o^ 
.ne fiiuroit confidérer une ligne droite comme' afc d'un cercle, à moini 
que ce cercle ne foit infini: plus le rayon d'un cercle eft gtand, plus'li 
courbure d'un arc quelconque de ce carde fera petite, & récîp&ro^^ie- 
ment: donc qua&d la longueur d'un rayon 4evient infinie, c'eft-à-dire^ 
plus grande qu'aucune longueur affignable , la courbure de Tare fera in- 
finiment petite, c'eft-â-dire, plus petite qu'aucune courbure aflSgnàble; 
& par conféquent iln'yuura en.pareil cas aucune différence entre- un arç 
& une ligne droite de la même longueur. Suppofdns préfentement que 
Tafc BCD^ après s^êcre débandé par d^és jufqu'à devenir une ligne 
droite, fe recourbe de l'^autre côté, ce qui n'efl: qu'une continuation de 
notre prennére ibppofition , le- centre de courbure J devra néceDaîre- 
ment fe trouver de l'autre côté du point C, & par conféquerit lî Ta dis- 
tance CJ dans les premiers cas étoit affirmative, elle fera préfentement 

X z néga* 
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négative , le point J ayant changé de place relativement au point fixe C- 
Il eft clair outre cela , que ce n'efl: qu'en paflant par l'infini que cet état 
de négation a été obtenu ; & que le rayon devenu infini avoit autant de 
droit à être appelle aifirmatif que négatif. . ' 

Avant de donner au Lefteur le fécond exemple que je lui ai promis , 
je tâcherai d'en faciliter l'intelligence par le lemme fuivant. 

Si— eji une fraction ayant pour numérateur i ou quelqu' autre nombre fini 
quelconque^ & dont le dénominateur v ejl une fraSlton infiniment petite ex- 
primée comme un nombre entier ^ je dis qu^une telle fraàim — défmiera un 

fwmbre infiniment grand. Car tandis que le numérateur i refte le même, 
plus le dénominateur t; fera petit , plus la fraftion fera grande : fi v eft i, 

ou —, ou — , ou — , ^c. —ferai, ou io,ou ioo,ou iooo,Êfr, 

I 

donc fi le dénominateur v éft infiniment petit , h fra6lion — fera in* 

finiment grande. C. j^; F* D. 

• Ou bien ainfi : chaque fraâion eft égale au quotient qui naît de la 
^ivifion du numérateur par le dénominateur , & chaque quotient fait 
voir combien de fois le divifeur eft contenu dans le dividende : donc 
chaque fi*a£lion improprement nommée fait voir combien de fois le dé- 
nominateur eft contenu dans le numérateur. Ainfi la fraftion impropre^ 

ment nommée — ou 4 fait voir que le dénominateur 3 eft contenu 4 foi« 

^ans le numérateur 1 2 : d'où il fuit que fi le dénominateur d'une fraélion 
eft infiniment petit pendant que le numérateur eft fini, la firaftion doit 
être infiniment grande, à caufe qu'une quantité infiniment petite eft 
-pontçnue dans une quantité finie un nombre infini de fois. C j^. F. D. 

■ Ou bien ainfi: comme « eft à i ainO i eft à -i- ; donc (invert endo) ~ 
fera à i comme i à c; mais i eft infiniment plus grand que »; par con- 
fêqueot -1 fera infiniment plus grand que i, ou (ce qui revient au 

même) la fi-aftion —repréfentera un nombre infiniment grand. C.Q.F.D. 

Ceci étant pofé , que -î- repréfente quelque fraftion dont le numé- 
rateur I foit toujours le même , mais dont le dénominateur v foit une 
quantité variable; en ce cas il eft nianifefte qu'auffi longtems que le dé- 
nominateur t> eft fini & a&matif, la fraftion -^-fera telle aufli. Suppo- 

fons 
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fbns maintenant que le dénominateur t; diminue par degrés jurqu-'à ce 
qu'il devienne égal à zéro, la fraftion — croîtra par degrés jufqu'à de- 
venir infinie. Que le dénondînateur v devienne enfuite négatif, la frac- 
tion — deviendra pareillement négative , puifque le quotient d'une 
quantité affirmative divifée par une quantité négative efl négatif; par exem- 
ple fi v'eft -=i , ou -=i ou ^7^ , ou- 1 , la frafilion — Yera- looo , 

ou--^ioo,ou— io,ou-i. Il efl: clair auflî que la fraélion — efl: parve- 
nue à cet état négatif en paflant par l'infiai : d'où il fllit qiie ces deux Iran- 
fitions , par zéro & par Tinfim , bien loin d'être contradiâoires , dépefident 
néceflairement Fune de l'autre ; & que Fétat ambigu d'une quantité infi- 
nie relativement à fa qualité d'être affirmée ou niée, bien loin d'être un 
myftére, eft une conféquence néceflaire de l'état ambigu de zéro rela- 
tivement à l'affirmation ou à la négation. Il fuit outré cela de ce que nous 
venons dédire, qu'être plus petit que zéro, otf plus grand que l'infini, ne 
font que deux noms dîfl^érens pour défigner la même, chofe , c'eflr-à-dke , 
une quantité négative ; ou s'il s'y trouve quelque difi'érence , elle ne con- 
fifte que dans notre façon de concevoir : car fi une quantité négative 
efl: parvenue à cet état après avoir paflë par zéro,, nous difoos qu'elle 
efl: moindre que zéro ; mais fi elle efl: devenue négative en paflant par 
rinfini , nous difbns qu'elle efl: plus qu'infinie. 

Mais il y a des quantités qui ne fauroient defcendre au-deflTous de zé« 
TO, ni' s'élever au-deflTus de l'infini: ainfi la quantité vv ne peut jamais 

être plus petite que zéro, quoique v le puiffe; & — ne peut jamais al- 
1er au-delà de l'infini , quoique — le puifle. . . 

V 

Ce dernier exemple , s'il efl: bien compris , fervîra à mettre dans urt 
plus grand jour la formule qui a donné la folution du dernier problême. 
.Cette formule étoit ; que fi f efl: le rayon d'un cercle , & f la tangente 

•d'un arc, la tangente du double de cet arc fera ^ ■ % Or fi cette for- 

mule efl: jufte, la tangente d'un quart de cercle doit être infinie, & la ^ 
tangente d'un arc plus grand qu'un quart de cercle & plus petit qu'un 
demi-cercle , doit être négative. Déduilbns tout ceci de la formule: 
pour cet efifet , que B C foit un arc de 45 degrés (Fig. 14.) , & l'angle 
BJE vaudra un demi-droit ,' & par conféquent l'autre angle 5 jE -^ fera 
pareillement im doni- droit ; partant les angles BJE Se BEAferoitc 
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égaûï, ce que feront pareiflemrat Iturscôcés df^orés Jïi^ & BE;àmù 

fvBC eO, un arc de 45 d^és , Ta tangente ; fera égale au rayon r,-aînfi 
fubftituez r à la place de t dans la formule précédente, & vous aurez lai 
tangente d'un arc de 90 degrés égale à ^ = — î mais îl! défigne 

une quantité infinie , comme nous l'avons vu , & par conféquentla tan- 
gente d'uii quart de cercle eft infinie. Si: teH la tangente d'un arc plus 
grand que 45 degrés, t fera plus grand que r , '& la quantité rr-^-tt fera 

négative} & par confëquent ^^^ , tangente d'un arc.plus grand qu'ui; 

quart de cercle, fera négaiivie.; Ceflrde cette imême façon-qu'ii faut exa- 
Bîiner Içs' antres cas. ... 

Ces -conCdérationa peuvent , en quelque forte , faire fentir l'ufage des 
§)éculatioBS où nous venons d'entrer. l\ y a peu de théorèmes ou de 
prc^lême$ qui n^admettent .diflférens cas.; or ce ferpit trop çxiger d'un 
^aîçieqise de lui.ckman^r pour tous vces ^cas des règles '& des démônr 
fbadohs , 'fens compter qiiç ni la ^patience ni ia mémoire du difciple nç 
pourroîent y îuffîre; au-tieu que par le fecours dès principes que nous a- 
vons pofés, il fuffit de fe mettre bien au fait du cas extrême d'une pro- 
pofition, en obfervant feulement xroQiment', lorfqu'on^pafle d'un cas à un 
autre ^ les quantités, qui^'y trouvent mêlées, .paient ^e l'état. affîrmatif 
iréftft négatif, & réciproquement. Cefl ainfi qu'en Catoptrique & en 
Dioptrique , fi les^ propriétés d'utte lurface convexe font une fois con- 
nues , celles d'une furfece plane & concave fe trouvent aifément en pro- 
longeant le rayon de la courbure à une diflançe infinie ou plus qu'infinie. 
l?e-jaiêrae dans les 'Serions Coniques, fi les propriétés de l'elliofe font 
bien connues, celles* de la parabole s'en déduiront Tans peine-, & mèmt 
les propriétés de l'hyperbole qui ont quelque affinité avec celles de l'el- 
Upfe , feulement en gardant un fommet & le foyer le plus prochain , & 
çn fuppofant que tout le refte s'étend à l'infini dans le cas de la parabole, 
& à une difliance plus qu'infinie dans le cas de Thyperbole , pourvu que 
(dans ce (dernier cas l'axe conjugué foit rendu poffibte en changeant le li- 
gne de fon qu^rré. Quand des Mathématiciens , dis^je, tâftt foit peu bar 
biks, fe font bien mis au fait de ces cas extrêmes , ils ne fe mettent or- 
dinairement guéres en peine du refte, comme fâchant très-bien qu'il ne 
tient qu'à eux de s'en rendre les maîtres quand ils le voudront : mais fi 
a^rès' cela ila ne communiquent pas ce fècret à leurs difciples le plutôt 
pûflîble, ils ne doivent guéres s'intéreflTer à leurs progrès. Pour moi , je 
ne vois.janiais.de jeunes Géomètres fuer .pour trouver les complémens 
àtkhnsétiques en logarithmes , ou dis perpendiculaires pour réfoudre cer- 
tains 
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taîns cafde Trîgon6métrièSt)hërîque C^natiéreB' qui ne demandent- preT* 
que d'autre habileté que celle de manier des nombres) que je ne partage- 
leurs peines ; & je fuis perfiiadé que de pareils apprentifs ne fauroient 
mieux faire que d'étudier avec fôîn la nature des quantités affirmatives 
& négatives entant qu'elles font oppofées le^ unes aux autres , quand mê;. 
me ils n*auroiént pas le loîflr depénéber dans les partîes-lee iplùs abftrai- 
tes de l'Algèbre; • ' - ' 

£ &,0 B.ÎL E M £ 12* 

ff 

320. Divtfer une ligne donnée en deux parties telles ^ que le reStangle de 
ces lignes fait égal , s'il efiifojjitle, àuM quanéidmmé. 

' . Sot u T 1 a K. , . .: ^ 

Que a foit la ligne qu'il s'agit de divifer, b le côté du quatre donné, 
& que » & «- « foient les deux fegmens cherchés , & nous aurons cette 
équation , o «-*« = i *, ou en changeant lesfignes « x- - fl «=- i* ; ajou- 
tant dans les deux membreâ le qûaité de la moitié du coeffici ent daTer 

cond terme, il weodra,«r-/»*:H- ^V ^-^ &.xr^^± f^^^b.; 
donc x=^a-¥ f^^-bb:ce qui nous donne la conftru6Ùôn géométrique 

^ *^ . -..i ''A i . - j • . ■ ■ 

fuivante. (Fig. ly-j , *, -, 

Prenez ^J? égale à laBgnè «', «Mçré* avoir divifé cette ligne £n deux 
parties égales au point C, menei CZ) perpêndiculaire^i ^B'par la propo- 
fltion ii^e. du premier -Livre ées Elémens, & égale à & oôeé du quarré 
donné: cela étant, fi du point D on mène la ligne DE fervant d'hypo- 
ihémxfoà l'angle droit D CA&é^lt k4C.y\e m^t.E partagera la ligne 
JB eikdëuxfegmws^^, ^ i;j.teU^«*^le jiçqbl^m^l^.demap;^. C.Q.F.T. 

Car il eli clair que dans cette conftrufilîon -(ïiCss {dy que CE^^^^bh 

& par conféqjient que ^£ eft une des valeurs de «, & £5 l'autre. 

N, B. Donner pour hypothén^fe à l'ange DC4 une ligne comme DJS 
égale àUc,n'çft autre chofe qu'ouvrir le compas jufqù'à la longueur de 
la ligne AC\'& puis mettant .une des pointes en D, décrite avec l'autre 
pointé un petit arc de cercle qui coûpëla Jigqe^^^ au pojot £-,ducôté 

de l'angle DC^. 

Démmfiratim fynthétique delà cenJkuSion- précédente. 

Par la cinquième propofîtioh'du fécond LrwedesElémeri», ^âBj.Veft-à- 
airé JE >^ EB , avec le quarré -de € JE , eft-^gaf au quarré de i#C? maiate 
quatre d&JCeO. égal au quarré de D£ pat la cj^ïtrtiaioni, & Jft.q^aEré 
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de D JS eft égal aux quanré^ de CD & de C£' par la 47^e. propofitioa 
du premier Livre ; donc le redlangle AEB , avec le quarré de C£ , 
eft égal au quîtfré de CD, avec le quarré de C £ j retranchez des 
deux côtés le quarré de C£, & vous aurez le reétangle JEB égal au 
quarré de CD- C Q. F. D. 

. II paroît par la conftruâion précédente, que CD côté du quarré don- 
né doit être plus petit que la moitié àt ABy c'eft-à-dire que zfC, à, 
caufe que fans cela il feroit impoflible.de donuer à Tangle droit DC^ 
upe.hypothéuufe D E égale k JC. 

. P R O s 1 £ M £ 13. ^ 

^ 321. Dvmfer une ligne donnée en deta parties telles , que la/amme de leurs 
quarrés piiiffe être égale à un quarré donné. 

SOLUTIOK. 

Que a foit la ligne qull s'^it de dîvifer , h le côté du quarré donné, 
& que xSaa^x fôient les deux fegmens cherchés j cela étant, la fomme 
de leurs quarrés ftra'îjf jc— 2axH-tf <3[s:iJ,*tranfpofant aa^ & puis divî? 

faut l'un & l'autre membre par 2, vous aurez xx^ax=: tinffjajoûtez 
aux deu? membres le quarré de la moitié du coefficient , & il viendra 
2r«^ajc-+^r=^^=^H-2i~^---^îdoncx--^=-+l/^^^,' 

• ■ 

&x = ^H-|/^ — — • fomuile qui donne la conftrufljon fui van tç, 

2 — !- ^ 2 4 * 

{Fig.ii.) 

■ Que la ligne qu'il faut divi/êr foit JBi partagez cette ligne en deuk 
parties égales au point C,&dc Cmen^ vers ^ ou B, la ligne CD égale 
à la moitié du côté du quarré donné: élevez C/f perpendiculaire à ^^, 
& retranchez de CHh ligne CE égale kCD,& CF= ÙA, & menez 
i)£; je dis, que fi l'on donne à l'un des aiigles FCJ ou FCB la ligne 
F G égale kDE,JG &CB Teront les deux fegmens cherchés. Car Z^C 

^ ia par l'hypothéfe , c.'çft-à-dire FC = — , & F G* ou DE* = ^i donc 

■• ■ 2 ' ' T 2 . ' ' 

rG'=— - — . & CG=A^— -— . ' 

Démonfircfiion fyntbétique de cette cmjlruàion. 

-.' Par. la neuvième prppofition du feçond^vre desElémens,^G*-t-2{.G* 

'r=iAC' -t zCG'=2FÇ*~h2CC_':^^FG*ri^^'=^C^*» c'eftrà-dire, 
auqqarié donné.. C.:j^. F. D, ^ \ 


J r << 


On 
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^ On peut inférer de la conftruétion précédente , que le quarré donné 
doit être plus grand que la moitié du quarré de la ligne donnée qu'il s'a* 
giflbit de divifer , & plus petit que le quarré entier de cette ligne. Car 
premièrement , comme la ligne F G eft donnée pour hypothénufe à l'an- 
gle droit FCA ou FCB^ cette ligne F G doit être plus grande que FC, 
c'eft-à-dire, la ligne DE doit être plus grande que JCj&DE* furpaf- 

fer en grandeur ufC* ; mais i)£*=2CZ)*, & -rf C*=5 — îdonclaquan- 
tité aCD* doit être plus grande que ^^y & 4^/)*, ou le quarré do«- 

4 

né, furpafler auffi en grandeur • C. Q. F. D. 

Outre cela , conmie le problême exige que AG ScBG foient fegment 
de ABy il eft manifefte que G doit fe trouver entre A& Bi donc (fi 
l'on mène FA) la ligne FG doit être plus petite que FA j donc D E doic 
être plus petite que f-^; mais les triangles CDE &CAF font fembla- 
bles, à caufe que la ligne CD eft égale àCjE,&C^àCF}doncfilaligne 
D JE eft plus petite que AF^ CD doit être plus petite que C-rf, & aC D , 
côté du quarré donné, ne. point égaler en grandeur AB; donc le quar- 
ré donné doit être plus petit quele quarré de A B. C. Q. F. D. 

PROBtElIEI4. 

322. Divifer une Rgne donnée en extrême & nwyenne raifm. 
' N. B. On dit qu^une ligne ejl divifée en extrême & moyenne rai/on , quand 
la ligne É? fes deux fegmens font en proportion continue; c'ejl-à-dire^ 
quand toute la ligne eji à /on plus grand figment comme le plus grand 
fegment ejl au plus petit. 

Solution, 
Que a foit la ligne donnée qu'il s'agit de divifer, & que x foît le plus 
grand fegment & tf— x le plus petit; cela étant, par la définition précé- 
dente, a fera à x comme « eft à a — »; & nous aurons xx^aa-^^ax^ 
&xx-^ax=aa,&xx'+ax-+J±^^, &x-V^^^fA2±[ 

&x= — 5- ± //^; mais - -^ — t^^ eft une racine négative, & 
tous les fegmens négatifs font exclus par la nature du problême; donc' 
^ -=-+ f/^fl î- ; ce qui nous fournit la conflxuaion fuivante. (fig. ip.)' 

Que AB foit la ligne qu'il eft queftion de divifer: menez perpendicu- 
lairement à cette ligne la ligne AC égale à la moitié de AB^ ôc joignez 
£C; puis tirez depuis A vers B la ligne AD égale & l'excès deBC 

Tme IL Y par- 
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par-defTos JC^ & la ligne AB fera divifée eu exttême & moyenne 
laifon au point D. 

Car puisque -rfB=tf, & AC^i^^ nous aurons B C=; //-Sîf , donc 
BC-AC, ou .^Z)=/^-^-J, eux. 

Démonjlration fynthétique ^Euclide de la conftruStion précédente , dans 
la propofitîon onzième du fécond Lime des Elémens. 

Prolongez la ligne ^^C des deux côtés, favoir, de C jusqu'à £ & de 
A jusqu'à F y de- forte que la ligne AE foit égale kAB^ &AFkADi 
achevez les quarrés AFGD & AEHB, & que GD prolongée rencon- 
tre £ if en L Cela étant fait , puisque £ ^^ eft divifée en deux parties 
^ales en C) Cfe que la ligne AF y a été ajoutée^ nous aurons le reébngle 
EFxFA conjointement avec le quarréde -rfC,égalauquarrédeCFparla 
d<«e. propofîtion du fécond Livre des Elémens: or le reftangle EF^FA 
n*eft autre chofe que le parallélogramme £ G ; donc le parallélogramme 
£G, conjointement avec te quarré deACy fera égal au quarré de CFi 
mais comme la ligne AF eH égale à AD^ûnous ajoutons à toutes deux 
ACy nous aurons Ja ligne CF égale à AD-i- AC:::BC^ à caufe que 
AD^BC-'AC'j donc le parallélogramme £ G , conjointement avec le 
quarré de A C, eft égal au qvarré de B C; naais le quarré de BC efl égal 
au quarré de .^ il & au quarré de ^ Ç ajoutés enfemble ,par la47^me. pro 
pofition du premier Livre des Elémens j c'eft-à-dire, aii quarré et AH^ 
conjointement avec le quarré de ^ C; donc le parallélogramme £ G avec 
le quarré de -^C eft égal au quarré jîti avec le quarré de -^C; retran- 
chez de part & d'autre le quarré de ^ C, & vous aurez le parallélogramme 
£ C égal au quarré de AH; retranchez dé part & d'autre le parallélogram- 
me commun jD£, & ilreftera le quarré A G égal au parallélogramme /5: 
donc par la I7éme, propofîtion du Cxiéme Livre des Elémens , BHou 
AB fera à AD comme .^jPou AD eftkBD. C. Q. F. D. • 

Les deux iegmens d'une ligne div4f^ en extrême ^ moyenne raifon 
font incommenfurables à la ligne entière & Tune à l'autre, comme nous 
Pavons prouvé dans l'art» &o^, exemple 2: d'où il fuit qu'aucun nombre 
n^ fauroit être divifé en. extrême & moyenne raifon, à caufe que tous 
les nombre , foit enden 9 foit qu'on les exprime par des firaâions , font 
crommenfurables. 

P & O B L E M E 15. 

323. Trouver troh Kgnes en proportion cofOinue, dont la femme & là 
Jmme de leurs quarrés. font domiies. 
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80LVTION. 

w 

Que a foit la fomme des lignesi & i une autre ligne de telle longaeur, qae 
le reâangle âÀ puifle êtxe égala la fomme des quarrés donnés: cela étant il 
faut trôuter la ligne b 6h appliquant la fomme des quarrés donnés à la ligne 
donnée a , fuivwt la 4r5éme. proportion du premier Livre des Siemens. Cet- 
te application d'une fuiface donnée à une ligne donnée efl: une façon de 
parler ufitée en Géométrie, & ne flgnifîe autre choie que trouver lahau* 
j^r perpendiculaire d'un parallélogramme -refkmgle^ lequel ayant la 
ligne donnée pour bafe, a une aire égale h la fùr&ce donnée: cette cpé- ' 
ration répond en Arithmétique à la diviûon du nombre repréfentant la 
furface par le nombre qui repréfente la ligne ; & conféquemment les ter « 
mes appliquer à , interprétés arithmétiquement , fjgnifient la même chofè 
que divlfef par. Mais revenons à notre fûjet. 

Ce problême a été réfolu dans fart. 16$ > où le terme moyen étoît 

511^ ; '& la fomme des extrêmes ■ ^"^^ . Qu'il me foit permis cependant 

« 

d^ajoûter encoi^ îei la fblution tbiirante. 
Puisque les trois lignes cherchées font en proportion connue, nom* 

mons les j:, y, -^, & nous aurons les équations fuivantes: 

Eq. I^re. xX':'+xy-¥yy=iaXy 

pîvifezla féconde équation par la première, c'eft:-à-dire,dîvilèz «+-+*• 
y* -+y+ par x'' -+ xy — f-y* , & le quotient fera x* — xy -+ y* j divifez auiS 
Mbx^ ç^ aXy & le quotient fera bx^ & nous aurons préfentement 

Eq, 3éme. xx^xy-^yy^bx. 
Retranchez la troifiéme équation de la première , & vous aurez 

Eq. 4énie. 2xy=:ax'^bx, &pour 

Éq. 5^«. y=^=l?. 

On aura ainfi la ligne moyenne y ; & puisque le quarré de cette ligne eil 
égal au reâangle des extrêmes, il s'enfuit qiic ce reâangleferaégalàyy^ 

ou , ce qui revient au niême, au quarré de -^ — ^ : mais la fomme des 
extrêmes efl: aufli connue; car puisque la fomme des trois lignes eft ^^ 
il de cette fomme on retranche la ligne moyenne y ou .fizi^ ]] x^tc* 

ra ^-^ pour la fomme des extrêmes. JDonc ce problême fe trouve 

être le même que le douzième, voyez art. 320} car il coofifte pré/ênt«- 

Y» meac 
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ment à divifcr une ligne donnée, comme tli, en deux parties telles 
-que le retlangle de ces parties Toit égal au quarré de *""* : donclaeon- 

Ibuftion de ce problême fera la même, mutatis imaandis, que celle de h 
douzième. Voici comment il faudra s'y prendre : (tig. 20 ) 

Menez la ligne J£ C, de-forte que la partie JB foit égale à -f. , & 
l'autre partie -BC à-* & conféquemment la toute ^ C à ^ÎI±i & 

VOUS aurez la ligne A C égale à la (brame des extrêmes. Partagez J C 
. en deux parties égales au point D , & menez la perpendiculaire DEz=y 

ou i=i, ouJB-BCi &DE* fera égal au reftangle des extrêmes. 

Donnez à l'un des angles EDJ on EDC pour. Thypothénufe la ligne 
EF égale à JD^ & les lignes jiF& i^Cferont le» extrêmes cherchées. 
Mais parceque le retlangle JB C eft égal à -i ^j x 1 ^,ou à ia*, c'eft- 

à-dire, à une quatrième partie de lafommèdes quarrés donnés, cette 
çonilru^on fera plus facile à concevoir ainfi : 

Menez h ligne JB C, de façon que JB foit la moitié de la fomme 
des lignes cherchées, & que le reftangle -^J5C foit une quatrième par- 
tie de la fomme de leurs quarrés : partagez ^ C en deux parties égale» 
au point D, & menez jD JE perpendiculaire kJC& égale k JB^-BC: 
après quoi fi à Tun ou l'autre des angles EDJouEDCon donne pour 
hypothénufe la ligne EF^JD^ les hgnes JF^ ^-E & i^C feront les 
trois lignes cherchées. C. j^; F. T. 

Démmjlration Jyntbétique de la conjiru&îon précédente. 

Nous avons ici trois chofes à démontrer: i*. que les lignes JF^ DE 
& FC font en proportion continue; £•. que leur fomme eft égale i 
2JB; & enfin que la fomme de leurs quarrés eft égale k^ABC^ c'eft- 
à-dire, à quatre fois le reélangle JB xBC. 

. Premièrement donc , de D comme centre , & à Tintervalle DJ ou DC 
menez le demi-cercle -^l/ G C, coupant en G la ligne F G perpendiculaire 
kJCy& joignez JG^ CG^ DG. Parla fameufe 47éme. propofition du 
premier Uvxe à' Euclide DE*-+DF't=:EF' , & DF^^FG^=DG^; 
mais£Pr:DGS àcaufeque/)G& DJ(zzEF) font rayons d'un 
même cercle ; donc D E* --f D f * = D F* -t- F G* ; retranchez D F^ des 
deux côtés, & vous auifez DE^^FG* , & DEzzFGé De-plus le trian- 

* - gle 
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gle ^ G C efl: reétaDgle » comme étant infcrit dans un demi-cercle ; ainfi 
les triangles FGJ& FGCfont femblables par la 8^«. propofition du 
. fixiéme Livre des Elémens ; donc JF eÂ à F G dans un triangle, 
comme FG eft à FC dans Tautrej c'eft-à-dire, JF^ FG & FC font en 
"proportion continue : mais la ligne DE 3, été prouvée égale à F G ; par- 
tant les crois lignés JFjDE& F C font en proportion continue. C. Qj F.JO. 

2\ AF-+FCzzAB-^BCy & Z)£=^^-J?Cpar la conftruftioiL 
A des quantités égales ajoûtez-en d'autres éjgales^ & vous aurez A F 
-^DE-^FCzz2AB. C. Q- F. D. 

3». Depuis le point B vefs A fur la ligne BA retranchez BH.égjaieiÀ 
BC^ & vous aurez Z)£, qui eft égale à^jB-^C,égaîe à ^JÎ-.5//; 
c'eft-àdire, kAH. Outre cela, puifque AF-+FCzzAH^HC, îe 
quarré de la première fomme fera égal au quarré de la dernière ; c'eft-à* 
dixe,AF'^2AFC'-^FC^ ferz^A H^ -^ 2AH C^H C* iirms û a été 
prouvé que DE étoit une moyenne proportionelle entre AF & i^C; d'où 
il fuit que /)£* fera égal au reélangle AFC, & 2DE* = iAFC; fubfti- 
tuez donc2D£* à la place de 2AFCy & vous aurez AF^^2DE* 
^FC^zzAH^-i'2AHC-+HC^:mzis la ligne DE a déjà été prouvée 
égale kAH^Ôcpzr conféquent D E*zz AH* ; retranchez donc de quantités 
égales , c'eft à-dire , D £* d'un côté , & AH^ de l'aut re , & il vous refter a 

AF*-+DE*-hFC* = 2AHC-hHC* = 2JiH-i-HCxHC-2/iH-^2HB 
xHC::z2AB^HC-2ABx2BC-/^ABCi c'èft-à-dire, AF^^DE* 
^FC* eft égal à quatre fois le reûangle ABC. C. Q. F. D. 

Problème 16. 

324. Trouver quatre lignes en proportion continue^ dont tant la fomme des 
extrêmes que la fomme dès moyennes font données. 

Ce problême a été propofé & réfolu algébraïquement dans l'art. 164, 
en défignant par a la fomme des extrêmes , & par i& celle des termes 
moyens. Nous avons vu dans cet article , que le plus grand des deux 

termes moyens étoit égal à ^x iH- ^ "*"" . & le plus petit égal à -Jl 
* y*-+3^ * 

y j .. Xf^l^^ U xkt refte donc autre chofe à faire ici , que de fournir 

une démonftration géométrique de ce problème. Mais pour rendre fo* 
pération plus facile , tâchons d'exprimer plus ûmplement la quantité 

■ ■ : multiplions pour cet effet tant le numérateur que le dénomina^ 
Vif-fa* 

Y 3 * ' teur 
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teur de cette fiaâion par >/â— ib, & le ttamératear deviendra a-^b^ôc 
le dénominateur Va -+ 3* y^Va-^b. Trouvez par la is^me. propofi- 
tion du fixiéme Livre des Elémens une moyenne proportionelle entre 


3* & a—*,' & nommez-la mî & vous aurez w*=a--i-3Axa— A, 


Va — i 


& mzsya^^bxya-^bj ainïi lafraftion précédente fe trouve 


changée en ^ — ? : donc le plus grand des deux termes moyens fera égal 


b . vL <• — h M,. 1^ i ^^-^ /_! i * ^ ;r — » — ^ 


X I -^' — ^, & le plus pait égal à -S. x i — : de ces deux 

preffions découle naturellement la conftruâiôn fuivante, (fig. 21.) 

Faîtes la ligne B D égale à la fomme donnée des deux termes moyens : 
partagez cette ligne également en H^ Se p^is de H vers Êy ou de ^ 
vers D retranchez HC^ dont à Taide de la iz^^^. proportion du ilxié- 
'me Livre des Elémens, vous déterminerez ainfi la grandeur* Cotnme un6 
moyenne proportionelle entre a-^^b ôca-^beHk a^i faites ainfi HB 
k HCy & les deux fegmens BC&CD feront les deux termes moyens 
cherchés. Il eft aifé de déduire de-là les extrêmes: que la ligne BD 
foit continuée des deux côtés y favoir, depuis B \txsAy & depuis D 
versEj cela étant, par la propofition ii^me. du fixiéme Livre des 
Elémens , faites comme BÇï CD ainfi CD k DE; faites auffi comme 
DCkCB ainfi CBkBÂ^&cAB & D Eferontles extrêmes cherchés. Si 
bien que les quatre lignes cherchées feront AByBC, CD , DE. C Q. F. T. 

Mais il faut obferver. ici> que b^ fomme des termes moyens, doit 
toujours être moindre que a, fomme des extrêmes; car autremenç a^b 
feroît zéro ou une qùafatité négative ; & dans Tun & Tautre cas il feroit 
impoffible de trouver une moyenne proportionelle entre ^H- 3* &a— i. 
La chofe efl: manifefte d'ailleurs par la 25éme. propofition du cinquième 
Livre d'£«(r/fW(f , comme auffi par fart. 291. 

Ce problême a été . fuififamment démontré dans fart. 164, ainfi je 
tàe crois difpenfé d'en donner ici une nouvelle démonfiiation. 

* I 

L £ X X x. 

325. Dans toute figure reSliligne^ tous les angles pris enfembkfont égmx 

à deux fois autant de droits j excepté quatre^ que la figure a de câtés. Ainfi 

dans un hexagone, où le nombre des côtés efl: 6,'deui'foîs ce nombre 

eft 12 , dont retxaJtichant 4, il rdlera % ;par confêquent tous les ^glei 

d'un hexagone quelconque pns enfemble font égaux à huit droits. De-mé« 

me 
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t 

ne tous les angles d'un quadniatére font pris dàfésïhh igmjL it Quatre 

droits, &c. • . : -^ 

Ceft^Ià le premier des deux théorèmes qu'on annexe ordinairement & 
la 32^nie. proportion du premier Livre des Elémens. Voyez Bamm^ 
Commandin^ Cto;/ttx & "autres. ;;.-•. 

•" • ■ . ' ' . ' , ■ ' '• j ^1 - ' 

PROHLEMI17. {Bg. 22.) 

325. Infcrîre dans un quart é donné un quarré plus petit dont fairefoit donnéèi 
Que le quarré donné foit ABCD^ furies côtés duquel, en conimèn* 
çant par ^5, il faut retrancher les lignes 4Ê^ÈF^ CGy DH^ toutes 
égales, & tracer enfùite la figure EFG/f. Orpuifque dans' tout quadri- 
latère, tous les angles pris enfetnble font égaux à quatre, droits, cotnmé 
il a été dit dans le lemme précédent , & ^i?on ne fauroit imaginer au- 
cune raifbn pourquoi dans la figure £F6i7un des angles feroit plus grand 
bu plus petit qu'un autre , il s'enfuit que tous le^ angles doivent être droits, 
& tous les côtés égaux , & par conféquent que la figure JSFG H eft un 
quarré infcrit dans le g^d quarré AB CI>. Tout ce que le problême 
exige donc, eft d'aflSgner le pomt £ Jur le côté -4 JS, & par cel^ même 
tous les autres , afin que le quarré jSJPGif puifFe avoir une aire donnée. 

S L U T I O N« 

' Puifque Taire du quarré EFGH eîk donnée , le côté £ F fera donné, 
c'eft-à-dire , Thypothénufe du triangle-reftan^le EBF fera donnée, & nous 
aurons -8 f'-i-jB£*=:jE/^,0Ui^£*-l-£5*=£F*; donc nous avons ré- 
duit ce problême à pouvoir être réfolu précifément comme le 1 3^me. dans 
fart. 321 , qui étoit , de divifer une hgpê donnée JB en deux parties^£ 

& £ jB , qui foient telles que la fomme de leurs quarrés fe trouve jégale ^ - 
on quarré donné EG. ^ ^ 

N. B. Il paroît par la limitation donnée dans le problême i3^me. que 
le quarré £ G ne doit pas être plus petit que la moitié du quarré A C. 

Problème j8» 

; * 

» - il 

3 27. On demande , la différence entre Tbypthémfe Êf chaque côté iun trm ] 
fk-rehangle étant donnée Jéparémm ^ de trouver le triangle même. . ' ' 

S o L V T r o n. 

• Que les deux différences données fôîént a-& J, & mettei x pour Thy. 

))othénufe ; cela étant Jes côtés -feroiiei»^^^ Scs-^b^ & leurs quarrés 

'mx^tax^Aa&x»^2hic^bbi6ciif<mrm^'deh^ 

— «As 
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-rjibx^aa-kibi^xx: faites a-^b^ç^ & vous aurez aa-^^aab-^b^' 
^ccy& aa-^bbzzcc — lab. Subftituez donc ce ^2ab au lieu dt aa-^bb 
dans une équation précédente , comme aufli -* icx au lieu de — 2 j x — ^ 2bx^ 
Sl cette équation fera alors 2x0;— 5^» —H ce — tabzixx , laquelle étant ré- 
foluedonne xs=c-+y2ai,oua— l-é-+t/2^ïi: une de ces rîurines , favoir 
a^^yiab'+b doit être rejettée, par une raifon qui fera indiquée dans la 
fuite ; l'autre racine , favoir a-^i-yzab-^b ett celle qu'il nous faut: car 
yzab efl une moyenne proportionelie entre a & 2^ ou entre b &2a^ik 
nous donne la conflru6Uon fuivante. {Fig. 23.) 

Menez la ligne JF^ dont il faut retrancher , premièrement la ligne JB * 
égale à une des diâTérences dpnnées y fecondement B C égale à une moyen* 
ne proportionelie entre cette différence & le double de l'autre , & en troi- 
fiéme lieu CD égale à Tautre différence. Cela étant par la 22énie, propo- 
ficion du premier Livre des Elémens placez fur la bafe AD\^ triangle 
JEDy faifant AEzzAC^ & DEzzDB, &. le triangle ÀED fera le 
triangle requis. 

Démûnjlrattm Synthétique. 

I*. Les lignes JDy AC Se DB peuvent former un triangle , pnifque 
deux d'elles font plus grandes que la troifîéme. 

2*. Le triangle AED eftreâanglej ce que je prouve ainfî : par la qua- 
trième propofition du fécond Livre des Elémens, AD^^AO -f 2ACD 
^-^CD' = AC*^oABxCD^2BCxCD^CD'=:AO-+B0^2BCD 
-^CD':=^C*-+BD'=z AE* H- ED\ Donc le triangle AED eft reftangle. 

3*. Le triangle-reftangle AED eft tel que le problême le demande; 
car la différence entre AEÇcAD ou entre AC& ADtïk CD, qui étoit 
une des différences données ; & la différence entre DE&DAonDB 
^DAdï ABy qui étoit l'autre différence. C. Q. F. D. 

S c H L I E. 

Dans la /blution précédente nous avons rejette une des valeurs de Thy- 
pothénufe, fdvoir, a— t^2rti---hA, & en voici la raifon: fi Thypothénufe 
' étçit fuppofée égale à a---V2ab-+ by'û feroit impoflible que les deux cô- 
tés fe trouvaffent affirmatifs: car un des côtés feroit a—V2aby & l'autre 
h — y 2a *. Suppôfons préfehteraént lé côté a — y 2a b affirmatif ; en ce cai 
a doit être plus grand queyaa*, &^« plus grand que 2 a*, & « plus 
^and que 2*. Pareillement:, fi npus; f^ppofons l'autre côté A -'i/2a*^ af- 
firmatif , b doit être plus grand que 211 j mais il eft impoflible que a foit 
plus grand que %b > & qu'en méioçtems la quantité A foit plus grande que 2/1^* 

donc 
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doQC fi Ton fait rkypodiénufe du triangle égale à a^V2ab r^hp 'û fera 
impoffible que les deux côtés foient aiiirmacifs. C. j^. F. D. 

Si Ton objeâe que des côtés négatifs d'un triangle-reâangle peuvent 
être rendus à&matifs fans détruire la nature d'un pareil triangle » nous 
en convenons; mais Q notre triangle éprouvoit un pareil changement > 
il ne feroit point tel que le problême l'exige. 


L E 


X E. 


32S. Si quatre Ugnes A ^ B , C ^ D/ont propmionelks ^ & quatre autres 
E, F/G, H proportionelles aujji , de-forte que A/oit à B comme C i D , fiP 
pareillement E i F comme G à H; je dis , que le reSlangle A E fera au reSiash 
gle B F comme le reSangle CG eji au reSangle D H- 

Par la 23^»^. propofition du fixiéme Livre des Elémens^le refilangle /1E eft 
au reftangle BFeû raifon compofée de la raifon de -rf à B , & de la raifoa 
de £ à K De -plus le reûangle CG eft au reftangle DHen raifon com- 
pofée de la raifon de C à Z) , & de la raiibn de G à /f ; mais la raifon de 
C à jD eft égale à la raifon de 2^ à B par Thypothéfe, & la raifon de Gà/f 
eft égale à la raifon de Ek F. Puis donc que les raifons compofantes font 
égales, les raifons compofées doivent Têcre aufli } c'eft- à-dire, la raifon 
du re£langle itf£ au reâangle BF doit être égale à la raifon du re6tan- 
gle CG au rectangle DH. 

Ou bien ainfi: puifque J eOûkB comme CkD, AE fera kBE corn* 
me CG à Z)Gi & de-plus, puifque £ eft à Fcomme GkHjBE fera à 
B F comme DG àDIf: donc les trois reftangles jiEjBEyBF fontpro- 
portionels aux trois reftangles CG^DGyDHi c'eft-à-dire, AEe&kBE 
comme CG à D G, & 5£ eft à Bf comme Z)G à D/Z'î donc par la 22600. 
propofition du cinquième Livre des Elémens ,ou par l'art. 287» JE eft & 
BF comme CG k DH. C. Q. F. D, 

Problème 19. 

329. Vbypotbinufe & Faire iun triMgle^èSangle étant émnies , on de- 
mande là triangle wim$. 

Solutiok. 

Nommez l'hypothénufe donnée a , & par la 45^°^^. propofition du pre- 
mier Livre des Elémens trouvez une autre ligne b de telle grandeur , que 
le reâan^ ab foit égal à deux fois l'aire donnée; en ce cas le re6tan-, 
gle ab fera aufli égal au reâangle des deux côtéis du triangle cherché; 

& par cela même, fi l'on défigne Tun des côtés par «, — feral'autrecô* 

Terne IL Z té,. 
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té, ai la fomme de leurs quarrés fera x* -hf!i.*=:a* ; donc «♦■+ a* b* 
zza'x\ & x^-a'x"-a'b\ & x^ - a'x' =z- a*b\ & x^--a'x^ 
^ — - — ^* A* Que c foit moyenne proportionelle entre •^-+ * & i 

— i, c'eft-à-dire,'que^— i'r:^*, & nous aurons ~ — a* i*=j*c', & 

4 • 4 • 

réquation fera à-préfent x^^a^x* -+— =ia* ^* ; donc en tirant la racine 

2 


quarrée de Tun & l'autre membre , x* — ="+gg^&y*= -^ *+ gc 


a 


— ^ X ~ "li C j donc X eft une moyenne proportionelle entre a & -^ H" ^ î 
c'eft-à-dire , le plus grand côté du triangle cherché fera une moyenne 
proportionelle entre a&, «^—Hc, & le plus petit côté une moyenne pro- 
portionelle entre « & ~ — ^ } ce qui donne la conftru6lion'fuîvante.(fîg. 24.) 

Menez la ligne ^ JB égale à Thypothénufe donnée , & partagez-la en deux 
parties égales au point C : puis par la 45^nie. propofition du premier Livre des 
Elémens , trouvez une ligne CD telle que le reftangle ABxCD foit égal 
au double de Taire donnée, & retranchez cette ligne CD depuis C vers 
^ , ou depuis C vers B : trouvez C E moyenne proportionelle entre A D 
& DB par la 1 3éme. propofition du fixiéme Livre des Elémens , & retranchez 
dfe-même cette ligne depuis C vers J ou B. Cela étant fait , parla «a^me. 
propofition du premier Livre des Elémens décrivez le triangle AFB^ 
de -forte que ^ -F foit moyenne proportionelle entre AB & JE^ &BF 
moyenne proportionelle entre -^5 &BE^ & le triangle iïf jB fera tel 
que le problême Texîge. • 

• Cette cohftru6Uon eft fuffifamment indiquée par Tanalyfe précédente: 
carîci^£=tf, AC^^a, CD-b,'AD-\a'±b, BD-^,a^bi dont 
CEj qui eft une moyenne proportionelle entre AD & DBy eft égale à 
c; partant -^ JE = fi ::+ c, & E B=:\a'^ c: donc A F^qui eft une moyen* 
né proportioiu^e eàcrê AB & AE^ fera une moyenne proportionelle 
entre a & ^ ::+ c ; & par la même raifon B F fera une moyenne propor* 
tionelle entre a & ^a 1+ c.-Âinfî YtniAyk précédente nous mène direéle- 
ment à. cette conftruâion : mais il paroîtra par la démonftration annexée , 
que Fj fommet du triangle AFBjneptut mieux fe trouver qu'en décri- 
vànt lin dpmi-cercle fur le diamètre -^5 , qui f epcpntrer^ laligne E F per- 
pién^culaîre k AÈtii Fie point requis. 

* • * 

* r - 

. . . ' . , • 

Dé' 
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Démonjlration Synthétique. 

I*. Le triangle ÂFB eft reélangle en F, puisque Tangle AFB eft dans 
Vn demi-cercle. 

2"". Donc les triangles AEF & AFB font femblables, & par cda 
même AE fera à ^Fdans un triangle» comme AFtd à AB dans Tau* 
tre; c'eft-à-dire^^d^Ffera upe moyenne proportionelle entre AE&AB. 

3 "" . Pareillement , de ce que les deux triangles BEF&BFA font fem« 
blables , nous inférons que BE^&kBF comme BFdihBA. 

4** . Puis donc que nous avons deux fuites de proportionelles , favoir , 
AE à AFcoiameAF à AB.&BEli ^Fcomme BFk BA, il fuit du 
dernier article, que le reélangle AEB fera au reélangle AFB comme le 
reélangle -4 i^ fi eft au quarré di^AB: mais par la j^me. propofition du fécond 
Livre des Elémens, le reélangle AEB y conjointement avec le quarré 
de C£, eft égal au quarré de /iC, & le reélangle ADB^ conjointement 
avec le quarré de CDy eft auifi égal à ce même quarré dé ^C; donc 
AEB-i-CE^^ADB-rCD^: retranchez C£* d'un côté, àlereftan- 
^t ADB de l'autre, (car CE étant moyenne proportionelle entre AD 
& DBy CE^ fera égal à AD^DB^) & vous aurez le reélangle ^£5 
égal au quarré de CD: fubftituez donc le quarré de CZ) à la place du rec 
tangle AEB dans la dernière proportion , & vous aurez CD^ k AFxFB 
comme AF^FB eft à AB^. Soit la grandeur m une moyenne propor» 
tionelle entre AF& FBy c*eft-à-dire, que le quarré m» foit égal au rec- 
tangle de A Fx FB , & l'on aura CD^kmm comme mtno&AB^i donc par la 
dernière partie de la 22éine. propofition du fixiéme Livre des Elémens , C D 
fera à m comme 1» eft à A B ipaxunt mtn:= ABx CDimais A B xC D eli 
deux fois l'aire donnée du triangle cherché i donc -rfFx Fif vaut auflî deux 
fois Taire du triangle cherché; donc le triangle cherché eft AFB. C. Q. F. D. 

S c n o L I £• 

Dans la folution de la plupart des problêmes géométriques, où une 
ligne comme a eft donnée, il faut rapporter, auunt qu'il eft poflible» 
toutes les autres expreflions à cette ligne, plutôt que d'introduire de nou- 
velles expreflions & de nouvelles lignes dans la folution ; furtout iî la li- 
gne, dont il s'agit , mérité particulièrement d'être confidérée dans le pro- 
blème , ou quand les dimenfions font fort élevées. Ainfi dans le problè- 
me précédent , rhypothènufe à étant donnée, on a mieux aimé exprimer 
Taire double du triangle par le reélangle akqae par un autre reâangle 
quelconque , comme bCj on même par -un qdarré , comme ^ ^ ; la aoo- 
ftruélion dérivée de cette analyfe étant par-là rendue plus fimple qu'elle 

Z s ne 
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ne le feroit autrement , comme il pafoîtra aifément fi Ton prend la pei- 
ne de comparer cette analyfe avec telle autre qu'on voudra du même 
problême. 

Je ne dois pas négliger non plus cette occafion d'informer leLefteur, 
que quoique les conftruftions géométriques déduites d'opérations analy- 
tiques foient (la plupart du tems) plus (Ûres quant au fuccès que d'au- 
tres, elles ne font cependant pas toujours le^ plus Amples; car il arrive 
quelquefois que les conftruftions d'un problême fe trouvent être indépen- 
dantes l'une de l'autre au point d'admettre des condruftions diftinftes , & 
que les Keux géométriques , au moyen desquels ces conftruétions doivent 
fe faire, naiflent des conditions du problême fans aucun calcul algébraï* 
que. Toutes les fois que cela arrive, il fera facile, à l'aide des interfec* 
lions de ces lieux, de former une conftruôion du tout, & des conllrac- 
tions formées ainfî feront toujours les plus fimples de toutes. Pour le mieux 
ifaire fentîr , nous ramènerons encore une fois le problême , qui vient 
^'être réfolu. Il s'agit donc, l'hypothénufe & Taire d'un triangle-reftao- 
gle étant données , de trouver le triangle. (Fig. 25.) 

Que ÂB foit l'hypothénufe , fur laquelle, comme fur une bafe,fbît dé- 
crit le parallélogramme reftangle JB CD égal au double de l'aire du trian- 
gle cherché: cela étant, il eft clair par la 4iéme. propofition du pfemier 
Livre à'Euclidej que chaque triangle ayant JB pour fa bafe, & étant 
entre les mêmes parallèles JB &CDy fera égal, relativement à Taire, 
au triangle cherché ; & voilà pourquoi la ligne CD s'appelle le lieu de 
tous les angles verticaux des triangles en queftion , qui ont jiB pour 
leur bafe conunune , & la même aire que le triangle cherché ; donc le 
fommet du triangle cherché doit fe trouver quelque part dans la ligne 
CDi& c'eft-là tout ce qui a rapport à cette condition. L'autre condition 
eft , que le triangle cherché doit être reftangle : donc comme tous les 
angles dans le demi-cercle font droits, il fuit, que fi fur le diamètre ^B 
on décrit un demi-cercle AEFB àx même côté que le parallélogramme 
.JCj & qui coupe la ligne CD aux points JS & F, Tare AEFB fera le 
lieu de tous les angles .droits poffibles qui pourront avoir pour bafe le 
diamètre A B ; c'eft-à-dire , le fommet de chaque triangle-reâangle de ce 
côté-là, ayant AB pour fon hypothénufe,fcra dans l'arc AEFB; donc 
le fommet du triangle cherché doit fe trouver quelque part dans cet arc; 
mais il ne fauroit être à la fois dans l'arc AEFBy& dans lalignedroite 
D £ fC, à moins qu'il ne foit en £ ou en F un des points d*interfe6lion ; 
paT conféquent AEBwxAFB fera le triangle cherché, ces deux triant 
gjk^ différant l'un de l'autre uniquement en fituadon^ 

Si 
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Si la ligne JDovlB C, largeur du parallélogramme donné ^ eft égale 
àj///{, c eft- à- dire, au rayon, les points £ & F coïncideront , &la 
ligne C D écant devenue tangente au point du milieu de l'arc le problème 
fera Amplement poiBble: mais fi la largeur du parallélogranime étoit plus 
grande que {^By là ligne CD & Tare ne fe rencontreroient jamais , & 
le problême deviendroit impoflible^ par cela même que fa conftruftion 
feroit telle. 

II n y a pas moyen de donner un exemple plus propre à éclaircir ces 
lieux géométriques que nous venons de décrire: pour ce qui eft de^ 
autres, U en fera parlé dans la fuite. 

♦. 

L £ X It E. ^ 

33o..5f quatre quantités A yBjC & D font propcrtionelles ^ ée-forte qu^ 
A/oit à B comme C eji.à D; je dis que A-t-B ejl A comme CH-D 
ejl àC. 

Car en premier lieu nous avons trois quantités ji-t-B^ B & j1; en* 
fuite nous avons trois autres quantités C^H^Z), jD & C: celaéunt , il eft 
manifefte que J-i-B eft à 5 dans le premier rang, comme C-+D q& 
à D dans le fécond, par la i8éme. propofîtiondu cinquième Livre des Elé^ 
mens, qu par fart. 283 : il eft clair aûiiî que B eft à ^ d^ns le premier 

pot 
si 

Q 

On pourra démontrer de-même ^e A—BefiàA cotante C—D ejî à C. 

L B M M E. (Fig. 26, 27.) 

331. 5» ABC f/î a» triangle ayant pour ba/e AB , (^ dont T angle verti- 
ealCfoit égala quelque angle aigu donné DEF.màfon complément à deux 
droits i& quede quelque point comme D dans la ligne ED on mène D F per- 
pendiculaire à EF; je iis^ comme DE ejl à EF, ainfi 2ACB, quiefih 
double reâangle des côtés du triangle propefé , 4 A C* -f B C* — A B* ou 
iAB»-AC»-BCs diférence entre U quarté de la bàfi & la fommr des 
quarrés des côtés: le premier cas a lieu quand ? angle vertical ACBeJi égal 
à f angle aigu DE F, £5* le dernier arrive quand Vangle vertical ACB eft 
égal au compUment de f angle DEY à deux droits. . , . ; 

y^^oùe que la proportion inverfe eji vraie auffi, fif* queji DEFeJiwi 
angle aigu quelconque, DF étant perpendiculaire à XF, & mtDEM 
à EF comme 2ACB i AÇ»-+BC*-AB»r <w iAfr-AO-BC^ 

23 -• Fa,^ 
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r angle vertical A C B fera égal à F angle t) E F dans le premier cas , ouàfm 
complément à deux droits dans le fécond. 

Car ayant mené JG perpendiculaire au côté 5 C prolongé s*il le faut, 
le triangle JCG fera femblable au triangle DE F, les angles aux points 
F & G étant droits, & les angles DEF& ACG égaux par Thypothé- 
fe; donc DE eft à £2^ comme ACkCG; multipliez les deux derniers 
termes par 2B C, & vous aurez DEk EF comme 2ACBk2BCG\ mais 
la quantité nBCG eft égale à AO^BC^-^AB^ ^ fi Fangle ACB 
eft aigu , ou i AB^-AC^-^BC^ , fi l'angle ACB eft obtus , par la 
I2éme. & la i3éme. propofition du fécond Livre desEIemens; donc dans 
les deux cas nous aurons Û^E à JgF conune te double reftangle des cô- 
tés AC & Cfi eft à la^lifférencé entre le quarré de la bafe & la fomme 
d^ quarrés des côtés. 

U nous refte préfentement à démontrer Tinverfe de cette propofition , 
favoir , que fi Z) £ eft à £jF comme le double reftangle des côtés Acéi 
CB eft à la différence entre le quarré de la bafe & la ibmme des quarrés 
des côtés ; l'angle vertical ACB fsm alors «égal à l'angle DEF^oaifon 
complément à deux droits , fuivant que cet angle vertical fe trouvera être 
aigu ou obtus. 

Puis donc que par la fuppqfitîon D £ eft à EF comme le double reflan^ 
gle des côtés AC &CB eilk la différence entre le quarré de ht bafe & 
la fomme des quarrés des côtés ; & puisque cette dernière diff'érence doit 
toujours être égale à deuxfoîs le refikangle B CG, que l'angle A CB /bit 
aigu ou obtus , il s'enfuit que dans les deux Qds^ DE fera k EF comme 
i,ACB à 2BCGy c'eft-à-dire," comme ACkCG: mais fi ^C eft à CG 
comme D £ à ££, puisque Jes^ angles. en: /^& en G font droits , & par- 
tant égaux , le triangle jîCG fera femblable au triangle DEF p^r la 
7^me. propofition du fixiémé Livre des Elémens , & ainfi Tahgle ACG 
eft égal à l'angle DE F; mais l'angle jfCG ^ft l'angle vertical ACB\ 
pourvu que cet angle vertical foit aigu , fans quoi il eft le complément 
i deux droits; donc l'angle vertical ACB doit, s'il eft aigu, être égal 
à l'angle DEFy & s'il eft obtus , être égal au complément de cet angle 
D££à deux droits. C. Q. P. D. 

Problème 20. 

33a. Trotw&r un triangle, dont la bafe Éf b fomme des côtés font don* 
nées y avec F angle oppofé à la bafe. 

S^ O L T I O N • (Ftg. 2Ç, 29.) 

'- 'Que l'angle vertical foit égala quelque ajpgle aigu donné comme 2) £ F 
CFig. 29. yoûBF eft perpendiculaire à Èi^î & nommez la fomme des 

•' * côtés 
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côtés 2J, la bafe 2^ ^ ^ la: différence des côtés 22; (cette façon de défi- 
gner les (juantités étant la meilleure pour refondre le problême ,)& vous 
aurez le plus petit côté égal à a — z , & le plus grand égal à â! -h 2; , & le 
reôangle des côtés égal àa*— 2*, & le double reélangle égal à 2a^ — 22-; vofus 
jurez la femme des côtés des quarrés égale auflî à 2^-"-+ 22* , & l'excès de 
cette fomme par-deflus le quarré de la bafe égal à 25» -h 2z^ ^^^ ; d'où 
& du dernier article, nous déduifons cette proportion, Z)£ efl: à EF 
comme 2a^ —22^ à 2^» -+22;* —4*^ divifez par 2 les deux derniers 
termes , & vous aurez DE è, EF comme a* — 2* à a* h- 2* — 2b^ ; 
donc par l'art. 330, la fomme du premier terme & du fécond fera atî 
premier comme la fomme du troifîéme & du quatrième eft au troifiéme, 
c*efl-à-dire , DE-^+EF e&k DE comme 2aa — 2bb k aa-^-zz; dou^ 
blez les conféquens , & vous aurez DE-{-EFk2DE comme 2aa - 2bb 
à 2aa^2zz, ou Z)£-f JEFà 2D E comme aa-^bb à aa--zz. 

Du point E comme centre à l'intervalle E D décrivez le cercle GDH^ 
qui coupera la ligne £ F prolongée des deux côtés en G & ZT, favoir 
en G du côté de £ , & en /f du côté de £ , & joignez GD^D H: cela 
étant nous aurons GF^DEH-ÉF , & GHzs,iDEj&h proportion 
fuivante , GFgÀ k GH comme aa^-hb eft kaa—zz; multipliez les 
deux prçmiers termes par G//, & le reftangle FGH fera à G H* com- 
me ûû;— i>i eft à^^— 22; mais le triangle GDH eïi'un triangle reftan- 
gle , comme étant dans le demi-cercle , & par cela même fera femblablç 
au triangle G FD; donc F G fera kGD comme G D eft à G//; c'eft pour- 
quoi le reâangle FGH fera égal kGD^: fubftituez cette dernière gran^ 
deur à la place de l'autre dans la proportion où le réftangle FGH Te 
trouve, & elle fera changée en celle-ci j G^D* eft à. G//' comme aa-^bb 
eft à aa—zz. Faites m.aintepant JB (Figj 28.) égale k 2b bafe donnée 
du triangle, & ayant diyifé cette ligne en deux par.ties égales au point /, 
menez iiy perpendiculaire à -45, & donnez à l'angle droit ^ IN poux 
hypothénufe la ligne /IK égale à a demi-fomme des côtés , & vous aurez 
M-^bb—Â K* ^Al^zzm\ & l'analogie, fera. préfentement ; GD* eft a 
QH^ comme /J^'^eft à ^ia.-*.22.' De laUgfie /iS^ retranchez /L quifoiç 
de telle: iQnguçurqçç/iT ait la njême r^a^fon à/L qucGD k GH^ S( 
vous aurez /JT* à IV comme GD^kGH^: mais comme GDVeft à QH* 
ainfi étpit i/C' à aa-^zz; donc IK* eft^à II,* comme IK* eft à aa-^zz; 
èûncaatrZZ^IL*. Donnez i rangle^Zi pour b^Jfe la ligne LM éga- 
le âi^Jf, & voas abr«z /£».=: LM^\^IW j dotiCii^ft-tj' 3a=XA/* 
^IM^'imaÀà ^c=ZJkf par la conftruââoa; imC z,zs I MvMnc la diffé-f 
rence des deoï côtés cbetchés ftra;2/Af>. . fii4onç:.oi> çonftruit fqr J3 

com- 
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comme bafe un triangle ^ Ci tel, que le plus petit côté JCfok égid 
à LM-MI, & le plus grand côté 5 C égal à LM-f MI, le triangle /iCB 
fera tel que le problème l'exige. C.Q.F.T. 

Démonflraiion Synthétique. 
Puifque ÀC=LM-MI, & BC=LM-¥ MI, U fomme des côté» 
JC&BCfcruLM o a iAK, comme il le fa lioit : de-plus , le reàangle 
des deux côtés , favoir LM^MIx i^m -f MI, fera LM* — MI^ =IL* 
& le double reébangle des côtés fera 2lL\ D'un autre côté , nous avons 
.déjà prouvé que la fomme des côtés ÂC-^CB eft égale à zAK, ce qui 
en élevant les deux membres de cette équation au quarré , nous donne 
^C» H- zACB-^CB'^ =4^ir» j mais la grandeur 4.AK* eft égale z/lAP 
-f 4!^» ; donc AC* -+ 2ACB h- CB^ = 4^i» -+ \IK^ .'retranchez zACB 
d'un côté, & 2/L» de l'autre (ces grandeurs ayant été prouvées égales) 
& vous aurez AO -+ BC^ =^AI* -i-^IK^ -ilL* : retranchez ^5» d'un 
côté, & 4.AP de l'autre, & vous aurez JC* -+ bO — AB^ =4.IK* 
-27L» ; c'eft-à-dire, que 4lK^-2lL* eft l'excès de la fomme des 
quarrés. par-deflus le quarré de la bafe. Ceci étant admis, le refte de la 
démonftration va tout de fuite ainfi; GHéStkGD comme IL eft à 
ÏK par la conftruélion j donc GIP-e&.ikGD* comme IL* dl à. IK*^ 
ou comme 4/Z.* à.4/jr* ; mais il a déjà été prouvé que GD* eft égal 
au reftangle fG H; donc G ^» eft â G £)* comme GH^kFGH, c'eft. 
â-dire, comme G H à. G F, ou comme 2DE k DE-hEF} donc la 
grandeur aDE eft à DE-^-EFcotamt 4II.» à ^IK* ; prenez la moitié 
des antécédens, & vous aurez DEk DE~+EF comme 2 IL* à 4IK* ; 
ainfî par l'invofe de la proportion de l'art. 330, le premier terme fera 
i l'excès du fécond par-deflù» le premier, comme le troifiéme eft à l'ex- 
cès du quatrième par-deffus le troifiéme; c'eft-à-dire, DE fera à EF 
ix>mme 2IL* à 4/ir* -- 2IL* : mais la grandeur 2IL* eft égale à 2ACB 
double reélangle des côtés, comme nous l'avons fait voir, &, la gran- 
deur 4IK* -2/Z.» a été prouvée être l'excès de la fomme des quarrés 
des côtés par-deffus le quarré de la bafe, -favoir, jtO-^BO —AB* - ' 
donc DE eft à EFcomme2ACB à AC* -+BC* ^AB*; donc par le dernier 
iemme , l'angle vertical ACB eft égal à l'angle aigu DE F. C.Q.F.D. 

En c^érant de-même on trouvera , que fi la ligne IL eft prife de la 
longueur qu'il faut pour avoir la même raifon à JJTque le diamètre G H 
a à la plus petite corde DH, fangle ACBCen obtus & égal à l'an^ 
DE G. Mais fi l'angle. DEiî* ou \DE G font- donnés teb que JL foit: 
plus grand queAXoa LM, le probïSme fera in^poflîble, à caufe qii'U 
n'y aura pas raoyea de donner alon la ligne LM pour bafè à l'angle» 

jill» 
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AIL ; d*où il foit , que fi ce problème efl: poffible , Tangle vertidaV don- 
né ^C£ ne doit pas être plas grand que AKB^ foit que cet angle fe 
trouve aigu, droit, ou obtus, & que le triangle -rf iTfl marque la pofî- 
tioii de ^CB, immédiatement avant que ce dernier triangle devienne 
impoilible. 

S.CHOLIE. (Z^^* 28,^9,80.) 

Que AB ( ttg. 30. ) foit la bafe du triangle précédent : dîvi(ez cette 
hafe en deux parties égales au point K^ & ayant mené la ligne HIKL 
perpendiculaire à ^£, faites fangle JiÀI égal à Tangle D dans le trian- 
gle £) £ /^ ( Ftg. 2g. ) : puis du point I comme centre , à l'intervalle lA 
ou IBy décrivez le cercle AHBL, qui fera partagé en deux fegmenï 
par la corde AB^ je dis cela étant, que le plus grand arc AHB fera 
}e lieu de tous les angles qui ayant pour fouftendante ^B, peuvent être 
égaux à l'angle DEFy & que le petit dXQ ALB fera le lieu de tous 
les angles qui ayant la même fouftendante AB^ peuvent être égaux k 
rangle Z)£G. 

: Car fi l'on joint AH^ BH; AI, Bli AL, BL, le trîangle^/JT 
fera femblable au triangle DEF, k caufe que les angles enK & F font 
droits, & que l'angle KAI a été fait égal à l'angle FDE par la con- 
ftrudlionî donc l'angle AIK efl .égal à l'angle D£Fîmaîs l'angle AIK 
au centre, étant appuyé fur la moitié d'un arc, eft égal à l'angle AHB 
à la circonférence^ &. appuyé fur l'arc entier; donc l'angle AHB, & 
par conféquent tous les autres dans ce fegment, par la 2i^tne. propofi^ 
tion du troifiéme livre des Elémens , feront égaux à l'angle D E F; donc 
tous les angles ALB dans le fegment oppofé feront égaux à l'angle DEG, 
par la 22éme. propofition du troifiéme Livre des Elémens; partant le 
fommet C du triangle ACB (Fig. 28. ) doit être quelque part dans l'arc 
AHB on ALB (Fig. 30.) fuivant que l'angle vertical ACB eft aîgu 

ou obtus. 

Tous ceux qui ont quelque idée de Sections Coniques favent , que fî 
d'un point quelconque du périmètre d'une ellipfe , on mène une ligne à 
chacun des foyers , la fomme de ces lignes fera toujours égale au grand 
axe ; donc , fi en prenant A&B pour foyers , & pour grand axe unç 
ligne égale à la fomme des côtés donnés dans le problême précédent, on 
décrit une ellipfe , le périmètre de cette ellîpfe fera le lieu de tous les 
jpoirits d'où des lignes menées aux points A&B feront enfemble égales 
a la fomme des côtés donnés ; donc le fommet du triangle cherché doit 
être quelque part dans le périmètre de cette ellipfe : mais il a été prouvé 
auparavant qu'il étoit quelque part dans la circonférence du cercle dé* 

TmcIL Aa crît 
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mt eMeflbi; fm âmiSquoit ran & YwMé dès doux fto&tt dam le»» 
fieb an de» arcs dé Cercle coupe Tdlipfe {en eas^ qu'il le eottpe) iêra le 
iammet cherché ; car chaque arc JHB cvlJLB peut oaofet Fdlipfe en 
éeux point». Mai» û l'arc oii le fommee fe trouve » lie fiut que toiH 
cher TeDipTe , les deux points d'interfeâion ne feront qu'un fêul âa 
même point, qui fera le foiùmet du triante cherché. Si les courbes ne 
fe coupent , ni ne fe touchent , le problême eft impoflible. 

La con(faru£tion que nous tenons dlndiqaer^eft affez facile: mais le» 
févéres lobe de là Géométrie île permettent pas qu^oû Lacroduife unefec* 
tion conique dans la confEruélion de Quelque problème qu'on peut réfoudre 
à l'aide de la ligne & dii compas: je dis là ligne & le compas ; car donner LM 
pour foustendante à l'angle ^ILdàns fat Ftg. 28* afin de trouver le point M 
de l'un ou de l'autre côté dix point ly efE proprement la méâie chofë qna 
décrire du point L comme centre, avec uû rayoil égal à AÉy un Cer« 
cle, lequel coupant la ligné J'B en denx eûdfôiti nous fourtthr l'une ou 
fautre des interféflions M. C'eflf poKirquôi toutes les fois que les condxî- 
tion» d'un problême font conltruites à part, s'il arrive qu'un des Beur 
ibit uiie fé6lion conique, je confeilletois à l'Analyfb de n'acquief» 
cër à cette conitxuéUoli » qu'après avoôr , par quelque opération a!^ 
gébfaïque réduit le tout à une f^e équation: cela étant, fi cette équfl^ 
;ibn peut fe conftruire à l'aidif d'une ligne droite db d^un cercle ^ ou à 
f aide de deux cercles , <}ui êft lé cas de toutes les éqnations chi fkcond 
degré, de-même que de toutes les autres qu'on peut réduire à' de pareil-* 
les équations, cette dernière conffruftîoû doit être admife plutôt que 
Fautre jau-lieu que fi cela n'eft pas, la première conflxuftion eftperm^. 

Plfri>BLBXB.»I. 

333. D9UM côtisd'untriangk étant donnés, ctmjointement mec Tàtfey on 
imande le troifiime cité. 

S L tr t r 6 K. (fÇ^- 31.) 

La méthode la plus abrégé & la plu» diraâe de réfoudré ce problê- 
me , feia de confbruire à part le lieu de chaque condition , afin que Tin- 
terfeôion de ces lieux puiffe nous donner le triangle cherché. Prenea 
donc la ligne AB égale à un des côtés donnés du pîangle^ Rappliquez à 
la ligne ABun parallélogramme reâangle i^£ C Z) , dont l'aire &ra dou- 
ble de l'aire donnée du triangle, par la 45^ia». propofition du premier 
Livre des Elémens. D'un autre côté, du point A comme centre, d'un 
intervalle égal à l'autre côté donné 1 décrive» un cercle coupant la ligne 
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CDeù Eê^Fifm menez AE, BEj AF^ BF^ je dît qae Fun dei 
tmnglei AEB on AFB fadsfera aux condidons du problème, deforoe 
:^e ^J^iecakiuoifiéme càxA d^oa wm^t^ & BFlt troifiéme cô«é 
ÀtYzvâx». 

Car par la ^Um^ prq)ofitim du premia: Lhrre des Elémens , Faire de 
idiaque tiji;uigle fi»a la moitié de Taire du parallélogramme ABCB^ 
«ommejjlk&Uoitf&xhaqu^ criaDgleMradeuxeôtés^fiivoîr^/^J^&i^fy 
giaABÀ: itf Fëgauz sKix deux côcés donnés dans le problême. G. Q. F. D; 

Ci Toir votdoii: avoir Je fxoifiéme côté SEeaB Fexpnmé en nombres , 
il faudroîc conceyoir £G menée perpeadicnkiremest à AS : cela étant , je 
dis que dans le triangle-reébmgle AGEy Thypothénufe AE eft connue^ corn-* 
me wM }e fHké EGii caxE& que ^JBx EG^oa faire du triangle étoit 
àmJxU dans 1$ proUéme; donc A G & trouvera facilement , & partant 
BGy pitfC^eia ligne AB A connue: ainfi tes côtés EG ik GBé^ 
tariangle-reâsaio^ EG B éxznt jcowam ^ on aura Fhypothénufb ££, qui 
cft je jKoîfiéme côcé jdu triangle cberché. 

L £ M M E. (/ï|g. 32.) 

334. Si de deux points donnés A S* B on mène deux Sgnes AC €f BD,Êf 
fU*mfi^pofe fueces lignes ^ prol<njgies A Tin^i attela des points C Ig? D,n# 
concourent qu'à une dîftance infinie} je dis y que toutes les parties finies y telles 
que AC & BD de ces lignes infimes ^ doivent être confidérées comme parallè- 
les y c'eji-à-dire^ qu'elles ont toutfs les propriétés des lignes parallèles y au* 
tant que ces propriétés peuvent être exprimées en termes finis. 

Car ayaat joint JS, œeaez la ligne CDE parallèle kJBy 9c ÊE 
parallèle k AC. Çuppoibiis ^'Sniéremmt ^oe les Kgaes JC &BûÇé 
KQepntriînt an ^oiac f , à une diftanoe «nie à&AB, &testriaiiirles Rnrk 


ne 4FB, & l'ai^ ^i)£ à foo akeme-rfB^j donc D£ftra i EB 
comme //£ à ^^jP: ceci eft o&îveiidlemenc vrai â godqae diftance qaé 
le point d'interièûion F foit de la ligne AB. SoppofoBs maintenant qaè 
le point d'intCTfeélion F& meuve k loog de îa ligne fixe A F à f infoi , 
* que la ligne 5 i^ foit &ppofée tourner &r k point fixe i?, de fiiçon i 
pafifer toujours par 4e {noint mobfle F, la figui» ACEB f eftam la mêmt 
gfj'4iuparav«it ,.a ^is mau&fte ^m la ligne AB étaBtfinfe eft infiniment 
plus petite qwe^ 'iSgoe JFfjù. «ft infiafe: mais DEék à £4t comme 
^£ i AFr ikvmmt en ce «as^la ligne DEdk i'ofinimeiit plos petite 
^ la ligne fime EB ; donc la X^ i) £ eft plus petite gu'auçune %ne 
i^'m^^^CHfàmexmtÊmi»Bm , qwiktuejietits^a'ilrfoient. Pois donC 

A a jstr que 
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que les^ QÔt4s £!> &liE dix triangle BBE font des lignes finies, & 
;qae la bafe DE cÛ, infiniment petite , l'angle DBE doit être plus petit 
qu'aucun angle fini quelconque , comme on peut le déduire fans peine de 
la 25éme. propofition du premier Livre des Ëlémens: mais l'angle DBE 
efl la différence des deux angles JBD & JBE; donc l'angle ABDy 
autant qu'il peut être exprimé en termes finis , efl égal à l'angle ABE^ 
mais les deux angles AB E&BAC font égaux à deux droits , à caufe 
que par la fuppofition AC & BE font parallèles; donc les deux angles 
ABD&, BAC, pour autant qu'ils peuvent être exprimés en termes fi« 
Dis 9 font égaux à^dëûx droits , & les lignes AC &BD doivent être te* 
nues pour parallèles. C. Q. F, D. 

Il fuit de-Ià,que tout ce qui peut être démontré concernant deux li* 
gnes AC ôc BD^ avec une reflriâion infiniment petite à caufe qu'elles 
concourent à une diltance infinie y fera vrai exaétement & à la rigueur 
£uis aucune reflriâion , dès qu'elles deviendront aâuellement parallèles» 
De cette manière les propriété^ des lignes qui concourent peuvent être 
tranfportées aox parallèles^ conmie il paroîcra par le problême fuivant. 

1'R0BL£MB22. 

I 

335* Partager un triangle donné en raifon requife par une ligne payant 
par un point donné. 

C A s I. (% 33.) 

iP Jl £ ? Jl R A T I O K. 


1 f 


Que ABC foît le triangle à divifer, & que le point donné jD , par le- 
quel la ligne , qui fera la dîvifîon, doit paffer , foit hors du triangle. Cela 
étant, on pei^t vpiï par Ja fimple confidèration des Figures (33 , 34 , &c.) 
que dans qudqfre fetuàtiqn que le point D fe trouve (foit hors du trian- 
gle ou dans un de^ ÇOtés,) il ne peut y avoir qu'un angle du triangle 
ABCy auquel une ligne menée du point E parvienne en traverfant le trian- 
gle, foit avant d'arriver à cet angle, ou après y être arrivée, étant pro- 
longée au-delà: que C foit cet angle, que nous appellerons à caufe de 
ç€la rangk principal y & que la ligne D C paiFe par le triangle avant d'ar- 
river à Tangfe C, coupant le côté oppofé ABtnE: partagez aufll le 
côté A Ben F y de-forte que les fegmens AF& FB ayent la même x^ 
fon l'un à l'autre que les deux parties dans lesquelles 9 eft queftion de di- 
vifcr le triangle ^5 C,& joignez C/^l Celaétant ainfi.ilparoîtmanifefte- 
ment que les deux parties cherchées doivent être en même raifon que les 
deux parties ^Ci^&iC/*, puisque par la lè». pr(^ofîtion du fixiéme 
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eft faite, & les deux parties cherchées feront les deux triangles 
fi CF. Mais fi la ligne CF ne rencontre pas le point D , comme fait 
la ligne CE, en ce cas la lîffie JE doit être plus grande ou plus petite 
que ^^Fîque JE foit plus grande que-^F,& le triangle^ £C fera 
plus gtand que le triangle i^Ci^,& conféquemmentramre triangle J CE 
fera plus petit que le triangle B CF: d'où il fuit que pour mener di^point 
D une ligne qui partage le triangle JCB en deux parties égales aux par- 
ties ACFôcÉCF, lalîgne>quifêrviraàcéttedivifion, doit décliner 
de la ligne D C vers J^ retranchant du côté de J un triangle égal au 
triangle jCFyôc par conféquent du côté de B un trapèze egalautrian- 
gle B CF; & ainfi AB &AC fercMit les deux côtés coupés par la ligne 
qui fait la divifion. On pourroit démontrer de-même que fi la ligne A È 
eft plus petite que A F y la ligne qui fait la divifion doit décliner de la 
ligne D C vers jB, retranchant du côté; de Jï un triangle égal au trian- 
gle J5CF, & par conféquent du côté de ^^ un trapèze égal au triaq- 
gle ACF; auquel cos AB & B C feront ks <teux côtéy coupés pat 
la ligne qui fait la divifion. Que le premier cas ait lieu ici, ç-eft* 
à-dire, que les côtés AB & JC foient coupés par la ligne qui fait 
la divifion, & nommés à caufe de cela les côtés principaux: n:ene2 
D G parallèle à AB , côté oppofé au principal angle, & rencontrant 
l'autre côté principal C^ prolongé en G, & la préparation fera àche^ 
vée, pourvu que le. pjobîême doive être réibJu géométriquement* 
Mais fi les lignes qui font données , font données en nombres , & 
qu'on demande de réfoudre le problême arithmétiquement, la ligne 
AEy pour favoir fi elle efl: plus grande ou plus pietite que -4 F, doit 
être calculée au moyen des tàaûgles femblad)les CGÛ & CAE: of 
CG efl à G jP, conmie CA eft à ^£; mais la ligne CA c& donnée, à 
caufe que le triangle ABC efl donné} & les lignes CG & GJ) font 
données, parce que la fituation <lu point D relativement au triangle efl 
iQnnée ; donc la ligne -^ £ efl donnée auffi. 

Après ces éclaircifFemens , nou? devons nous sttapber à trquver un point 
tel que K dafls la ligne AC^ par lequel & par le -point Dune ligne com- 
me D H K' étant menée y cette ligne retraricbç lia tfiangle tel que AÉS^ 
égal au triangle ^ Ci^* ^ 

S L U T X N. 

"i^^rsm^AC a,AFh,AG c,hG â.èiAKxYé.^^^ 
gle AHK doit être égal au triangle ACF^ ces triangles àirfont leurs cô- 

Aa3 tés 
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tés aototir de l'angle commun jf rédpraquemenc propcrtioneb ^li 
XS^Bot. propoCtion da fixiéme Livre des Elémens , c^dk-k-éêre, jSKcf^ 
té du premier triangle fera à -rfC côté du dernier, comme ^^côté^a 
dernier eft i ^f ff côté du premier ; ou ^f uivant la manière dont nous avons 

défîgné ces .grandeuiis, « fera kja comme b eft^j doUiCjJSzz^. Ou- 

cire ceb par les triangles foiAbbles , G i^ fera 

c'cft-à-dire , r -+ c fera à icotome « efl; à -^îdonc AH^-^. Nous 

avons donc deux valeurs de JH^ lavoir» ■ f? ■ ■ & ^-^^ijuînoasdon- 

nent l'équation fuivante ^^JS^zz^i muUbliez l^ deux membres de 

réquatîon par », & il viendra -^^^ ^^^ î muldplîez cette nouvelle 
équation par xH-r, & vous aurez ixx^^bx^abc j & dx^s-^uffV 
^abc^ & xx^Jj*xM=^: pour amplifier ces ejqpKlIions, ùmi 

•* -tf,ASf^=?/^ c^eft-Ji-dire , fiiites DG ^ JFçomjne.k4Ckf, 


& ÙG à -^F comme -rfG i/, & Téquation fera, xx^ex=:afi ce guî 
donne ^Jf ou x^le-^V^eê-^af; n^ais de ces deux racines ou valeurs 


d^JK^ Tune, f^voir i^— Vi^ f -h #/ cil n^ttives car puisque Vie^ 

eft igale à je, il faut néeei&ifement que v^TT^T^folt plus grande 
qoe $^, &: cette valeur de JK (en négative, c^^^à^lire, le point X 
déterminé fuivant cette valeur, fe trouvera <kns )a figue *C^ prolongée 
au-delà de^, & par conféquent de l'autre xrôté du point if ^éladvemêoe 
au point C^ ôc quoique la I^e D K^ étant menée {)ar le point D & pro- 
longée jusqu'i ce qu^eBe coupe le<câié AB , rettanche une aire égale en 
quantité à Taire {M^q^oTée, cette aire cependant ne iàuroit être rairepro- 
pctfëe, à caufe qa'^elfe fe trouve hors du triangle; aisûil n'y a quWe 

fente «râleur de AK qui réfolve le problème, favoir., le-+v\ée^àj. 
Que g foit rhypothénufe d'un triangle -reâangle, dont up des c6té$ eft 
le & Pautre V^/,* vous aurez laîigneyf iTégaleài^-f^. Joignez Z)y/^ 
& menez FL parallèle kDA^àc rencontrant le côté F C en i:,cçl?^tant, 
les t!îangles'i)G^t&?'-rfXferontfemblables; c?ur'les angres Z)G^^ 
F AL font égaux, ce dernier étant un aqgle externe, i& le premier 
l'angle interne & oppofé du même côté, St les angles DAG & FLA 



donc 


doocfmJZ,& K/i/cft une rnûycone proportiondle entre AC &ALi 
ce 901 founuc la conuruâion luivante. 

Soppofait toutes chofo comme dan» la prépaiatiott précédante, faite» 
Î>G à y^^comme ^C dt à f , & joignant Z)i^,, mgnez /*-£ taraHéle à 
^^, & trouvez g hypothénufe d'un triangle-reâ^gle dont un des câ. 
tés eft i«, &rautre une moyenne ptoportionelle entre AC& AL. C©. 
la étant Eut, fi l'on prend la ligne AK égale à ^«-+^, & qu'on la re- 
tranche depuis A vers C, on aura le point iT^par lequel & par lepdint 
j!) il faut mener la b'gne D^JT» qui retranchera le triangle AHK égal 
au triangle ^ Ci'*, & par conféquenc le trapèze .B^iri? 4al au trian- 
gle 5 CF'. & ainfi le triangle AB C fera divifé fuivant la^raifon requife 
par une ligne comme HK, paflknt par le point donné D. C Q. F. D. 

On anroit pu auffî démontrer la choie fynthéciquement : mais il y a 
levers autres cas ^attenant à ce i»:oblâme, comme nous le {exaut vaà 
tout-àrl'heure ;& vodoir donner des démonifaiations fynçhédques de tous 
cescas,ferott une tâche loDgue&ennuyeufe.Ainfi.oous allons coatinner 
ttfsffie de r Analyfe. 


Ci.8 â. '(/^^. 34.) 

SoppQfbnKdogDO'eaiiits que le point; donné ^ fbit dans là cdt^ AS, 
& i} eô réfiilteni une çonftruûio;a bien plus finale) car la ligne DG 
coïncidera avec la ligne DAy & le point G avec le |K>^t .^, auqud cas 

k lig?lé AG ôii c s'évâriouià: donc en ce cas, k ^yihtîiSpy ou/, & la 

quantitéf~ ou a/ s'évanouiront, & la fbrmulQiBJlg^bisiï^ie pour trouver 
AK ftra pr^featemfint-réilBite.à ceBe-ct j, fa^oir', J*ïrs»|«^-i/ie»ï=i* 
W» ï« = ««= ^î donc quand le p<MnJ? D fe croûy^^^^e^ oété AB , le 
point K fera déterminé en faifant FK parallèle à DWy-cax alors AD fe« 
ra.à AF comme AC à AK, & ^ljgne ^JT-fera égale kdS^^fï^^ 

• CX% 3. (%. 35.)' 

Concevons préfentement le point D fitué dans le triangle $ & com« 
me toute diftinûion d'angles principaux cefle par cda même» deux cô- 
tés quelconques peuvent être faits côtés prineipatss, as il fera facile de 
favoir à Taide du calcul fi la fuppofition eft jufte ou non. Au^reile il 
d'eft pas difficile de juger quelles ligotes il confient le plus de mener ^ 

corn* 


— r» r» 


ïa* E^^L"«-lkl É' ii S D* A L G « B R È. 

comme auffi de quelle partie il faut faire le triangle, Se de quefie autre 
le trapèze, uniquement en plaçant une régie fur chaque angle & fur lé 
point D , & en obfervant en quelle raifon la régie coupe les côté» opj^o- 
fés. Ceft, dis-je, ce qui tfeft pas difficile, fi Ton a égard à la confidé- 
tionfuîvantè, qui ^^he fa preuve Ivec elle; favoir, que fi une régie 
comme HDK tourne fur un point fixe D au-dedans d'un triangle, Taire 
qu'elle retranchera, foit triangle ou trapèze, croîtra toujours du côté 
dont la partie la plus longue de la régie s'éloigne dans fon mouvement. 
Par exemple , fi la partie DKeii pliis longue quef D H, Taire du triangle 
A H K croîtra fi la régie tourné fur le point B de façon que le point K 
s'éloigne de plus en plus du point i^, quoique le point jtf s'en approché 
en même tems de plus en plus, 

• Ces édairciflemens étant donnés , que ^5 & -rfC foiént les deux cô- 
tés coupés par la ligne HDK comme auparavant; & ayant mené DG 
parallèle à l'un d'eux, fuppofons au côté -^2ï, coupant l'autre côté AC 
au point G, joîgnezf'^Z>^, & menez i^L parallèle kDAySc coupant le 
côté C A prolongé en L : cela étant , il efl: clair que le point L fe trou* 
vaut préfentement de T^tre côté^du point A^ la ligne AL ou / doit 
être cenfée négative: la même chofe efl: évidente d'ailleurs par le chan- 
gement de fituation du point G relativement au même point A^ ce qui 

reéid pareillement négative la ligne ^r^G ou c ; d'6u il fuit, que -~ ou/ 

. . , ■ • t '■ ' ■' ' ' 

& f ■ ■ ou af feront des quantités négatives. La formule algébraïque 

pour la folution de ce cas fera donc : 

AKovLX^ieHrViee-^af. 

Je dis j+, à cattfe que les deux valeurs dé if Jt font préfentement aflfrma- 

tives , parce que V^ee-- af efl une quantité plus petite que { e. Voici 
la conftruftion que fournit cette fcMmule. 

Que g foit un des côtés d'un triangle-reâangle, dont l'autre côté eft 
nnç moyenne proportionelle entre AC & AL confîdérées comme affir- 
matives, & dont rhypoténufe efl: |^; cela étant, fi l'on retianche depuîi 
le point A vers C la ligne AK égale^à i^ Hh^f , on aura le point A", par 
lequel il faudra fimplement mener la ligne KD H^ pour qu'elle retran* 
die le triangle AHK égal au triangle A CF. 

Il fuit de cette conflnîftîoni que pour que les Valeurs de^JP foîent 
poffibies ,1a âioyenufi^proporticmeWe entre AC& ALuo doit point être 
plus grande que |^çcaricefôfôit fuppqfer utf triangle-reftangle dont un 
des côtés feroit plus grand que l'hypothéûufe, ce qui eftabfurde.- Mais 

non* 
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nonobftant la conflxudkion précédente, il faut que j*avertîfle lé IJcÔeur, 
qu*il y a dans ce problême nn article particulier , qui n*a point àë^nine 
fauroît être compris dans l'équation dont la formule & Féquation précé- 
dentes ont été dérivées. Voici ce que c*eft que cet article. Il a été 
ftppofé dans le problême que la ligne HK eft fituée toute en dedans du 
triangle ABC\ quoique cette condition ne foit pas exprimée dans Féqua- 
tion , qui eft uniquement fondée fur ceci , que Taire du triante AHK 
doit être égale à celle du triangle ^C F; ce qui eft poffîble même quand 
ÂK fe trouve plus grande que AC^ou AHi^his grande que AB , quoi- 
que daos aucun de ces cas. la ligne HK ne fbit fituée toute entière en 
dedans du triangle. Aînfî pour juger, en s'épaqjnant la façon d'une con- 
ftruélion, fî les valeurs de AK^ & par conféquent de AH y font poffi- 
bles ou non; & en cas qu'elles foient poflîbles, fî elles font fituées dans 
^enceinte de leurs limites, c'eft-à-dire^ fî la ligne AK fera plus petite 
flue ACy&AH plus petite que y^5, prenez garde aux indicés fuivans, 

I*. Si le produit ab n^efl pas plus petit que le produit 4c d, les valeurs de 
A K feront pofftbtes , fans cela points' & fi Its produits fini égaux , les deux 
valeurs de AKfe réuniront en sm feule , comme c'ejl V ordinaire m pareils cas^. 

2**. Si les deux valeurs de AK font poffiblesy ^ que z foit moindre que 
fe— f , il n'y aura qtiune de ces valeurs plus petite que AC. . 
( 3*. Si a ejl plus grarid que e-^fjes deux valeurs deAKf<mt pks petitet 
que AC^ ou aucune d* elles ne le* fera ^ fuivant que a eji plus grand au pbw 
petit que {e. 

Ces règles étant facDes k déduire de la formule donnée d-defllis^ 

favoîr , que AK eïi =1^1+ Vi<?^ — «/, j'en laifferaî la recherche aii 
Leftèur , pour rie m'y pas arrêt?er trop longtems. pajoûterai fîmple- 
ment, qu'après avQir trouvé une Valeur convenable de AKy la ligne ^tf 
fera aifément connue , foit en menant la ligne KDH^ ou arithméti- 
quement par la proportion indiquée dans la folution du premier cas de ce 
problême, favoir, que ^ if eft à ^C comme AFiiAHi &fî, çom? 
me la ligne v/^ /iT fç trouve plus petite que-rfC, la ligne -^ A' fe trouve 
plus petite que ^5, le .problême fera réfolu en faifant de -^ 5 & de ^C 
les côtés principaux ; iingn il faut tenter la chofe avec deux autres çôr 
tés ^J5 & £C, ou bien ^C & JSC 

C A s 4. (/^g- 3^0 

Tranfportons préfentement le point D dans l'angle C ; & réunifiant 
les points C,i) & iT en un feul, de-même que le point H avec le point 
F^ le triangle AHK fera égal au triangle AFCy & de cette façon le 
problême fera réfolu en ce cas« Mais ce n'eft point-là tout: mgn prin* 

Tome IL Bb cipal 
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cîpal 49i^«!^»(<te problème étoit dé fsdre voir comment une fonmife 
apprc^ii^ fttt fe(d pi«emiet cas ^pouvoit fervir à réfoudre tous les autres 
Cis^ & d'enfeigner aux commen^ans de quelle manière ils doivent s'y 
prendre en pareilles occafions^ JUnfi nous n'ayons rien fait» fi nous ne 
démontrons pas par la formule même, jgue dans le cas préfent la ligne 
,JK ^ ég^e à J C, quoique cette ^alité foît.affez manifefte d'ailleurs. 
Four c^t effet, nous devons confidérer que dans ce cas, la ligne ^G ou 
c efl égale iiJCoda^ & que la ligne D G ou d dH ^ale à zéro, ce 
qui doit toujours arriver quand D efl fitué dans la ligne yiC, ou dans 

^Cprolongée: donc en ce cas, ~ oxxe^ & ^oafàoïv^xithtxièé^ 

quantités în6niment grandes, puifque leurs numérateurs font des quan- 
tités finies , & que leur dénominateur conunun efi; infiniment petit , il elt 
clair aufii que ces deux quantités e Scf feront l'une à fautre en raifon 
d'égalité , puisque les deux quantités a & c le font. 

Ces obfervations étant faites , la formule appartenant au troifîéme cas 

tôlte qu'elfe, étoit dérivée du premier > étoit -<^ir=|f i+ V^tf'— a/j ou 

bien on pourroit Texprimer aînC j JK^le-^f/—^^. Mais ici -^ 

vaut l'unité, puifqu'il a été prouvé que e étoit à/ en raifon d'égalité: 
itibftitoaht donc l'unité à la place de -^ , la formule pour la folution 

3u'<ltiatriéme cas fera: 

JK^\e:±y^e^--ae. 

Mais cette quantité i^* —ae efl: égale à exie-^a, & par conféquent doit 
.être infinie, pmfque le multiplicateur e eu tel.; donc y^e^—ae doit 

4u0iêtreiiifiiiie,&i^-l- vie^^ae doit Tôtre à plus forte raifon encore: 
<'eft pourquoi dans ce quatrième cas , une des valeurs de ^JTdoit être in* 
finie> & par cela même ne fauroit avoir lieu dans la folution ; mais Tau* 

Ire valeur, favoîr \e^yie^^ae peut très-bien être finie : car quoique 
la fomme de deux quantités infinies foît néceflairemeht infinie, leur 
diflFérence peut être finie cependant. Cefl: donc proprement la valeur de 
cette difiîérence quMl s'agit^de trouver; & pour y mieux réufiir nous com« 
mencerons par extraire la racine de ^e* — a^, de la manière fuivante: 


4 


4 Vt d <» 



« 




^^\ i£- -4- 4^ -4. ifî 




H paroît donc ici (fxeyie^-ae zz^e-a^^—^ ~0^f-àrîofinî.Ot 

çiiconque canfK)â:eta cette fhite infime avec tant (àk peu d'attention » 
s'appercevra aifément qu'elle efl: de teUe nature , que chaque tenne fub« 
féquent efb infiniment plus petit que le terme qui le {Nrécéde immédiate^ 
ment; car le premier terme i e eft infiniment grand, & le fécond terme 
a eft une quantité finie;, d'où il fuit que le fécond terme efl infiQiment 
plus petit que le premier, De-phis, le fècond term^ eft a, & le troi- 

iîéme -îf. ; donc le fécond terme eft au troifiéme comme a eft à ~, ou 

comme i eft à ^-j ou comme ^ eft à a; donc le troifiéme trotte eft in, 
finiment plus petit que le fécond. Pareillement le troifiéme terme eft au 
quatrième comme -^eft à ~-^ , ou comme ek 2ai donc le qua^iéme 

terme eft infiniment plus petit que le troifiéme, & ainfi à rinfi^î. D'où 
nous inférons , que chaque terme de cette férié , quelque petit qu'il fbît^ 
fera infiniment plus grand que tous ceux qui le fui vent ajoutés enfem* 
.ble: comme fi — x était k fomme de tous les termes qui fiai vent Te fé- 
cond terme ^a, ce fécond terme— a fera infiniment plus grand que 
— X, c'eft-à-dire, un infiniment plus grand négatif, ou ( ce qui revient 
au même) la grandeur — x fera infiniment petite. Dans cette fuppofi* 

tion nous miaaiyie^ '•^aess^e'^a^x; donc y^^yie* ^^ae cfu JK 
-=i&-*'l^-^^^^^»^-+-^atf38^C,.ala valeiir chcfch^e autant qu'elle 
peut s'eiEprimer en tennes finis. 

r 
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Cas 5. (fig. 37.) 

Sappofons préfentement que le point D forte de-nouveau du triangle 
par l'angle C; mais que ja ligne D C étant prolongée , paffe dans Je trian- 
gle & coupe la ligne JBenE, & que les ligne»^5 âç ^Cfoientcon- 
fidérées comme les principaux côtés , précifément de-mêmè que dans le pre- 
mier cas de ce problême; menez DG parallèle à ^:B, & rencontrant 
en G le côté ^C prolongé au-delà de Cj or coinme le point G a changé 
de fituation relativement au point D, la ligne D G ou à fera préfente-' 
ment négative, & par conféquent la ligne -^ ou e fera négative auffi ; 
mais la ligne I^- ou /fera affirmative, comme dans le premier cas j car 
la ligne c étoit négative auparavant, & continue à être telle; & fi la 
ligne d eft négative auffi , la quantité -^ alura le même figne lorsque 

C & d font toutes deux des grandeurs négatives, que fi eHes avoîent 
été affirmatives toates deux» I>e-fbrte que nous aurons pour ce caslafor* 
mule fuivante. 

Joignez^/), Amenez à cette ligne la parallèle FL^ rencontrant la 
Kgnff ACoM ^C prolongée en L, & que g foit l'hypothénufe d'un trian- 
g^e-reftangle, dont un des côtés eft ^, & l'autre une moyenne propor- 
tionelle entre JC &JL: cela étant fi de ^ vers Con retranche ia li- 
gne ^Jf égale à g — i* , il fuffira de mener la ligne DKHpoar réfoudre 
le problème. 

; Cas 6i (Ftg. 38,) 

' Enfin , de Taagle C toenez une lign^ à volonté en r dedans au triangle, 
telle que CE coupant JB en JE , &. dans la fuppofition que la ligne E C 
eft continuée à l'infini au-delà de C , concevons que le point D s'éloigne 
à une diflance infinie dans la ligne E C prolongée; & par le lemme pré- 
cédent la ligne HK deviendra à la fin parallèle à jÊC, puisque nous fup* 
pofons qu'elles ne fè rencontrent qu'à une diftance infinie, Ainfi le pro- 
blème précédent fe trouvera changé en celui-ci, fa voir, Divifer un trian- 
gle donné comme ABC^n quelque rai/on donnée ^ par exemple de AF à FB, 
par une ligne comme HK menée parallèle à quelque autre ligne comme CE, 
-donnée de p&Jition; Pobr effpftuer ce que Je problême requiert , il faut ob- 
server que la ligne FL^ qui a. tpujoBrs été fiippofée parallèle à -^Z>^ 
fera préfentement parallèle kEC; puisque parle lemmeque nous venons 
de citer, une partie finie de la ligue JD dï parallèle à £C; donc la 
", ligne 
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ligne AL ou /fera finie & affirmative ; mais comme la ligne DGoud 
eft à-préfent infiniment grande, la quantité— ou e fera évanefcente ou 

zéroyfon dénominateur étant infiniment plus grand que Ton numérateur: 
ainfi pour adapter la formule du premier cas à celui-ci , les quantités {e Se 
le^ doivent être effacées de la formule, qui par-là fe trouvera être 

JK=: Vaf. 
Donc fi Ton fait la ligne AK moyenne proportîonelleentre ^^C & AL^ 
la ligne KH menée parallèle à CE réfoudra le problême. C. Q. F. T. 

Difcmrs^r les Infinis des deux genres , à toccafim du problême précédent. 

' 33tf. Il paroîtmanifefiementparlafolutîondu problême précédent, que 
|ès quantités infiniment grandes & infiniment petites ne font pas fi terri- 
bles dans le calcul qu'on fe l'imagine quelquefois , pourvu qu'on les manie 
avec jugement : bien loin même qu'elles folent embarraflantes dans des pro- 
blêmes , elles fervent fouvent à en procurer une folution & une conftruc* 
tion plus aifées : & la raifon en eft claire ; car dans toute comparaison en- 
tre des quantités finies, on eft en droit de négliger les quantités infini* 
ihent petites, qui, fi elles avoient été des quantités finies, auroient dû 
entrer en confidération , & par cela même embarrafler plus ou moins. Et 
pour ce qui eft des quantités infiniment grandes , on les rejette , comme 
n'étant nullement propres à donner une folution finie, ou bien on les 
change en quantités infiniment petites. Ceft ainfi que la conftruftion des 
cas 2, 4 & (5 du problême précédent a été rendue plus facile que le réfte, 
uniquement à caufe des quantités infiniment petites qui s'y trouvent mé • 
lées: ainfi la valeur infinie de lé, quantité AK dans le 4^e. cas a été re* 
jettée comme inutile, & les quantités infinies e &/font devenues les 

quantités infiniment petites -î^ , -^ &c. 

Le vrai état de la queftion eft ceci. Auffi longtems que nous raîfonnons 
far de faufles fuppofitions,nous ne devons jamais nous flatter de parvenir 
à la vérité ; mais plus nos fuppofitions approchent de la vérité , moins la con- 
clufion s'en éloignera ; & fi nos fuppofitions font infiniment prés de la 
vérité, les erreurs dans la conclufion feront infiniment petites, & ces et- 
reurs ayant enfuite été négligées la conclufion fera la même que fi nos 
principes avoient été vrais à la rigueur. On demandera peut-être corn* 
ment nous favons que ces erreurs infiniment petites dans la conclufion , 
Biffent de pareilles erreurs dans les prémifles? Et la réponfe eft, parce 
que ces deux fortes d'erreurs ont une connexion fi étroite enfemble, que 
l'une ne fauroit Revenir évanefcentefansquel'autreledeviennenécefiaire» 
tnent mSi. Si l'on demande de plus , quelles font ces faufiles fuppofi* 
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tiens, dont ces erreurs inlBiniment petites tirent leur origine 5 je réponds 
en premier lieu , qu'elles confiftent à fuppofer de la quantité à des gran* 
deurs qui réellement n'en ont pas , mais qui l'ont perdue , foit en difpa« 
rbiflant dans l'infini d'un côté , ou dans le néant de l'autre. Ceft ainfî 
que dans la folution du4éme. cas, il nous avions Tupporédanslafolution, 
comme nous avons fait dans le cas même quand il Ait d'abord propofô , 
que lé point D coïncidât aftuellement avec le point angulaire C (voyez 
Pig. 16.) la ligne DG o\i d auroit non feulement comparativement , maïs 
aufli absolument été égale à rien ; c'eft-à-dîre ^ qu'elle n'auroit point-da« 
tout été une ligne ^ & qu'il n'y auroit pas eu moyen d'en £dre aucun 
ufage: donc en attribuant à la ligne d quelque quantité 5 quoiqu'infini* 
ment petite ou moindre qu'aucune quantité afCgnable , nous avons tacî- 
tement fuppofé que le point D n'étoit pas aâuellement dans le point an- 
gulaire C 9 mais infiniment près de ce point. C'efi: ce qui a produit les. 
quantités infinies ^ &/^qui par cela même ne doivent pas être fuppofées 
infinies ou fans bornes » en prenant le terme d'infini à la rigueur , mais 
qu'il faut confidérer conmie des lignes terminées , quoique leurs extrémi- 
tés foient l'une de l'autre à une diftance plus grande qu'aucune qu'oa 
puiffe affigner : or ces quantités ayant été eflfacées à jufte titre à la j6ln 

de l'opération dans les quantités infiniment petites -^ ^ ^ &c. nous 

fommes arrivés à la même conclufioii que fi la fuppofitiôn fur laquelle elle 
étoit fondée avoit été exaâement vraie. Je dis que les quantités 

-fL, il Ç^c. ont été efiFacées à jufte titre ^ non feulement à caufede 
leur petitefife infinie » mais aufiS pour la raifon fuivante. La ligne e dans 
la folution étoit épie à -—.j & par conféquent la grandeur .^étoit 

égale à -i^-; & par la même raifon, la grandeur -5fi étoit égale à 

îf£l : fuppofons préfentement que la quantité i , qui cfl Terreur conte- 
nue dans la fuppofitiôn s'é vanouifTe , & les erreurs infiniment petites 
..££. îfr- 6?^* s'évanouiront nécefTairementavecelle. Te ne difcon viens 

pas que jen'euflTepUjpar condefcendance pour le Lefteur , tourner la fo- 
lution de ce cas d'une manière qui la rendît plus facile à concevoir j mais, 
pour [dire le vrai , mon deflfein étoit de lui faire voir en une fois tout ce 
qu'il avoit à craindre de ces monllres imaginaires , lesquels (s'il renonce à 
leur égard à d'injuftes préjugés, & s'il les traite comme il le doit) ne 

lui paroîtront rien moins qu'ennemis. Mais continuons» 

Une 
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Une quantité après avoU été réduite à rien^ ceilè d'être une quantité; 
& fi o n'a point de quantité i n'en fauroit avoir non plus : mais i dési- 
gne une grandeur infinie en prenant ce mot à la rigueur , puisque réla* 
tivement à fon infinité , aucune autre grandeur ne peut aller au-delà ; 
c'eft pourquoi une grandeur infinie , en prenant ce mot dans fà plus ri* 
goureufe précifion , n'eil après tout pas plus fiifceptible de quantité que 
le rien abfolu j & comparer relativement à leur quantité des grandeurs , 
qui réellement n'en ont aucune , eft une chofe également oppofée à la 
définition de raifons , & à la nature de ce qu'on nomme proportion. Je 
vais plus loin , & j'ofe aillu'er que la plupart , pour ne pas dire toutes hs 
difficultés qui accompagnent Tidée de l'infini , viennent principalement 
de ridée abfurde de vouloir comparer enfemble des chofes incapables de tou- 
te comparaifon par leur nature. On dit à-la- vérité que des parallépipédes in- 
finis placés perpendiculairement fiir des bafes finies, & fur le même plan, 
font en même raifon que leurs bafes ; ce qui efl très- vrai ; mais ce n'eft point- 
là comparer des grandeurs relativement à la quantité qu'elles n'ont pas , noais 
relativement à celle qu'elles ont ; un de ces parallépipédes peut être plus 
hrgeou plus épais 91e l'autre , quoiqu'aucun d'eux ne furpaiTe l'autre en hau» 
teur. Far exemple , fi la quantité r a pour multiples 2r , 3r , o;a pourra dire que 
2r font à y comme 2 à 3 , que la quantité r foit infiniment grande, finie, 
ou infiniment petite ; la chofe feroit vraie même , quand r défigneroit une 

quantité impoffible, comme ^--7 , V— 2 , &c. ; mais en ce cas la quan- 
tité de cette raifon ne dépend point de la quantité .rimais des coëfficiens 
2 & 3. Il faut néanmoins que j'obferve ici, que fi la grandeur r eft 
aâuellement infinie , je veux dire dans le fens le plus précis de ce ter- 
me , il faut entendre alors par 2r & par qt , non des quantités deux ou 
trois fois plus grandes que r ,. au même égard que cette grandeur eft in- 
finie, mais la quantité r prife deux ou trois fois, ce qui n'eft nullement 
abfurde; car s'il eft poflible qu'il exifte une quantité infinie, fans qu'el- 
le foit infinie en tout fens , d'autres du même genre pourront eJdfter égale- 
ment , indépendamment de la première : un parallépipéde qui s'étend à 
i'infini uniquement par rapport à fa longueur, eft néanmoins fufceptible de 
quelque augmentation ou diminution , en raifon quelconque , relative- 
ment à k$ dimenfions finies, & à ces dimenfions-là feulement. Voyez 
Tranfaêtims Pbilofopbiques N*. ip5- 

Mais fi nous prenons le mot d'infini dans un fens un peu plus limité, 
& que nous entendions par une quantité infinie , non celle qui n'a ab- 
folument point de bornes , mais dont les bornes font à une plus grande 
diftance l'une de l'autre qu'aucune diftance afiSgnableî & qup, d'un au- 
tre 


iôo ELE MENS D'ALGEBRE. 

trecôtë, par une quantité infinunent petite nous entendions , non le 
rien abfblu , ou une quantité dont les bornes coïncident » maïs une quan<- 
tité dont les bornes font plus près Tùne de Tautre qu'à aucune diftance 
aflîgnable , j'avoue que je ne vois pas en ce cas pourquoi l'addition , la Ibus- 
traâion , la multiplication , la divifion , la proportion » Textraâion de 
racines, la figure, le mouvement &c. ne poufroient pas s'appliquer 
à cette forte de quantités aulli-bien qu'à des quantités finies, & dans le 
même fens ; cette notion n'a rien d'abfurde à mes yeux , puifque diaque 
quantité , qui eft infinie dans un fêns abfolu , en comprend nécefiàirement 
une infinie dans le fens que nous venons d'exprimer. Prenons quelque 
part un point, auquel tous les autres puiflent être rapportés comme à 
leur centre; & dans cette étendue îmmenfe d'efpace ou de matière, 
(car après tout il faut qu'il y ait quelque chofe d'infini,) il doit néces- 
fairement y avoir des parties , & par conféquent d'autres points à une 
diftance plus grande qu'aucune diftance aflîgnable du point choifi ; & fî^ 
cela eft, la diftance entre quelqu'un de ces points & le point choifi, fe- 
ra défignée par une ligne , dont les extrémités font l'une de l'autre à une 
diftance plus grande qu'aucune diftance aflîgnable. On pourroit de-mê-' 
me, en prenant des lignes & des plans au-lieu de points, démontrer 
l'exiftence aftuelle de plans & de folides dont les bornes font l'une de 
l'autre à une diftance plus grande qu'aucune diftance aflîgnable. 

Pendant que j'en fuis fur cet article, il ne fera pas mal-à-propos que 
je dife un mot des dernières raifons qu'ont entre elles des quantités crois- 
fautes ou décroiflantes à l'infini, fi fréquemment ramenées dans la Phi- 
lofophie de Newton , qui en a le premier introduit l'ufage. Ce grand- 
homme s'en eft fervi avec un fiiccès admirable dans la plupart de fes 
magnifiques découvertes ; cette méthode étant plus abrégée que celle 
que les Anciens employ oient pour démontrer la vérité de leurs propofi- 
tions en faifant voir l'abfurdité du contraire , & plus géométrique que 
la méthode des indiyifibles , fi heureufement cultivée par Cmakrîus , 
Torricelll & d'autres. 

Pour donner aux commençans une idée exafte de ces raifons , nous 
obferverons d'abord, qu'il y a deux manières dont une quantité peut 
pafler dans le néant; ou avec le tems , quand une quantité pafle de fon 
état préfent fucceflîvement par tous les moindres degrés de grandeur 
dins le néant, ce que les Mathématiciens appellent s'évanouïr ; ou dans 
un inftant , quand la quantité pafle tout-à-coup d'un état fini dans un 
état d'anéantilfement. Comme fi un corps pefant étoit jette direfte- 
ment en haut avec' un certain degré de viteOe , s'il monte jufqu'à ce 

que 
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iqae par h force continuelle de fa pefanteur agUIant dans un fens con- 
traire, il ait perdu tout fon mouvement, on pourra dire qu'il a perdu 
ce mouvement avec le tems : mais fi , tandis qu'il monte , il lui anive 
de donner contre un obflacle placé au-deffus de lui , le mouvement ces- 
iera au tems du choc dans un inflant , furtout fi Ton fuppofè que le corps 
ou robflacle font infiniment fermes ou durs. £t de-même que ce mou- 
vement efl: détruit , il peut être engendré; ce qui arrive en tems, quand 
un corps pefant tombe en quitant un état de repos , ou dans un infi:ant 
par la force de la percuflîon. * 

N. B. Far un infi:ant j'entends un point en fait de tems, & pas un 
moment, ou quelque partie de tems très-petite. 

Four 2q)pliquer préfeptement cette deftruâîon à la matière que nous 
voulons éclaircir , fuppofons que deux quantités variables A &, B pas^ 
/ent de leur état préfent par degrés dans le néant ,de façon qu'elles s'évar 
nouïlTent toutes tleux à la fois; rien n'empêche cependant que la raifoa 
Aq A&L B ne puifle durant tout ce tems relier la même , ou ne puifle 
croître conftamment , ou conftamment diminuer : mais ceci efi: certain, 
qu'à rinflant que ces deux quantités A&, B ceflent d'être » leur raifon 
doit cefler auflî, quoique peut-être d'une autre façon; car où il n'y t 
point :de quantités, il ne fauroit y avoir de raifôn. Suppofons donc (ce 
qui efl: très-fouvent le cas ) qu'à Tinflant même que les deux quantité^ 
A&B s'évanouïflent , leur raifon pafle tout à coup d'un état fini dans le 
néant ; cette raifon finie dans le dernier infl:ant de fon exiflence , eft ce qu'on 
appelle la dernière raifon des quantités évanefcentesA^B. D'un autre côté fi 
nous fuppofons que les quantités -rf & fi paflent du néant à l'être , c'efl:-à' 
dire, arrivent depuis zéro par degrés à un état fini ; & de-plus, qu'au pre- 
mier infiant de leur exifi:ence leur raifon pafle tout à coup du néant à un 
état fini , cette raifon finie dans le premier înfiant de fon exifi:ence s'ap- 
pelle la première raifon des quantités naiffantes A G? B, Enfin , fi nous fupr 
pofons que les quantités variables ^& fi paflent de leur état préfent fuc« 
cefiivement par tous les degrés de grandeur dans l'infini , ces quantités 
pourront perdre leur raifon de cette manière auflî-bien que de l'autre; 
&fi la raifon cefie tandis qu'elle efl encore dans un état fini ,on l'appelle 
aufli en ce cas & dernière raifon des quantités A S^ B croiffantes à FinfinL 

N. B. Far une raifon finie j'entends une raifon qu'une quantité finiç 
peut avoir à une autre. 

Un feul exemple fervira pour éclaircir le tout. Que x foît.une quan- 
tité variable:fi3dtes4«a;— h3ar=:i^,& 2xa;H-x=:B; cela étant A&.B 
feront aufli des quantités variables , puisque leiu: valeur dépend des va- 

Tome II. Ce mtions 
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riatioAS cle «; 4]iuuid la quantité x fera évanefccnte, A&B ]e feront 
psureillemeoej & quand la grandeur x deviendra infinie, les grandeurs 
J ôc Bh deviendront auffi : on demande donc proprement de détermi* 
ner la dernière raifon de Aà By foit que ce$ quantités fe perdent dan^ 
le néant ou croifTent à Finfini. 

Avant que je réponde direâement à cette queflion , qu'il me fok 
permis d'obferver que les quantités J & B^ pendant qu'elles ^dllent » 
auront Tune à Tautre ime raifon plus petite que celle de 3 à i , & plus 
grande que celle de 2 à i ,ce que je prouve ainfi: la quantité 6»c-f 3^, 
€ft à 2XX -+ X comme 3 à i ; ( c*eft ce qui eft manifefte par Tégalité en- 
tre le reâangle des termes moyens & celui des extrêmes : ) mais la quan- 
tité 4xx■^-3x eft plus petite que ôxx-^-zx; donc la quantité 4xx 
H- 3 X eft à 2xxHrx en moindre raifon que celle de 3 à i: d'un 
autre côté la grandeur 4xx-^^xzzJj & 2xx-+x=:5 par Thypothéfej 
donc -^ eft à Zf en moindre raifon que celle de 3 à i. C Q. F. D. 

De-plus la quantité 4a-jf-+2xeftà ixx^x comme 2 à iî mais la 
quantité 4XXH-3X eft plus grande que 4xx^2X\ donc la quantité ^xx 
-+- 3* ëft à 2XX -4- X (c'eft-à-dire, ^f eft à 5 ) en plus grande raifon que 
celle de 2 à I. C. Q. F. D. 

Mais pour venir au point effentiel : puifque A^^xx -+ 3* , & 5 = 2xx 
H- Jf 5 A fera à B comme 4XJf h- 3a à ixx^^x ; divifez les deux derniè- 
res quantités par x, & vous aurez A^B comme 4^:^-3 à 2x-f i; 
il paroît clairement par-là , que plus les quantités A & B font petites, 
c'eft-à-dire, plus x approche de Tétat d'évanefcence, plus la raifon de 
4^-+ 3 à 2XH-I approche de la raifon de 3 à i : quand x eft moindre 
qu'aucune quantité ailignable, la raifon de 4x-f 3 à 2X-)- 1 , ou la rai-, 
fon àeAkBy approchera fî fort de la raifon de 3 à i , qu'on ne pourra 
marquer aucune différence aflignable ; & quand la grandeur x devient 
évanefcente, & que par cela même 4JP & 2x le deviennent aufli, la 
raifon de ^ à J3 deviendra celle de 3 à i : donc la dernière raifon des 
quantités évanefcentes A &iB fera celle de 3 à i. C. Q. F. D. 

La raifon de 3 à i continue à être une raifon après que les quantités 
•^ & B font évanouies , mais elle cefFe alors d'être la raifon de A à B. 

Outre cela, puifque -^ eft à £ comme 4X-+ 3 à 2X-+ 1 , divifez de- 
nouveau les deux dernières quantités par x , & vous aurez A à B com- 
me 4-f l-à2-+-^. Cette formule eft générale j mais on voit aifé- 
inent, quç plus Içs quantités Aôc B font grandes, c'eft-à-dire^ plus la 
quantité x approche de l'infini , plus auflli les quantités -|- & JL iront 


X 


en diminuant, & plus la raifon de 4-+ ^ à 2^ ^ approchera de la 

raifon 


X * 
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raifon de 4 à 2 ou de 2 à i. Qae la quantité xfoitplttfgrandequ'ancune 
quantité affignable , & les quantités -1- & -1 feront alors plus petites 

qu*ancune quantité qui puifle être affignée ; & la raîfon de 4 H- ^ à ^-+p 

ou de ^ à 5 , approchera û fort de celle de 2 à i qu'on ne pourra mar- 
quer aucune différence affignable: donc quand x eft infini, & que les 

quantités — & —, font entièrement évanouies, la raifon de A k B 

devient la même que celle de 2 à i. Ainfi nous avons trouvé deux li^ 
mites entre lesquelles la raifon deJkB eft toujours renfermée , dont 
elle peut, d'un côté ou de l'autre, toujours approcher plus près qu'au- 
cune (Hftance affignable , mais auxquelles néanmoins il ne lui eft jamais 
poffible d'atteindre , jufqu'à ce que les quantités mênies fe perdent dans 
le néant ou dans l'infini : & toutes les fois que des limites de ce genre 
font des raifons finies , c'eft aux Mathématiciens à les déterminer. 

Au commencement de mon difcours fur ce fujet , j'ai remarqué que 
des erreurs infiniment petites étoient quelquefois inévitables dans de« 
calculs fondés fur de fauffes fuppofitions. Je n'ai allégué qu'un feul 
exemple de ces fuppofitions j mais il y en a plufîeurs autres du même gen- 
re, que les Mathématiciens font quelquefois obligés de faire , & que je me 
contenterai d'indiquer, m'étant (à ce que je crains) déjà trop étendu 
fur cette matière : comme quand ils fuppofent que les lignes courbes font 
compofées d'un nombre infini de lignes droites infiniment petites , ou que 
les aires curvilignes confiftent en un nombre infini de parallélogrammes 
infiniment étroits ; quand ils fuppofent que les furfaces courbes des folî- 
des font compofées d'un nombre infini d'anneaux plats infiniment étroits^ 
ou leurs contenus "d'un nombre infini de lames infiniment minces, quand 
ils prennent les incrémens infiniment petits de quantités qui ne croiffent 
pas uniformément , pour leurs fluxions ; quand , en Méchanique y ib 
fuppofent qu'une force continue eft compofée d'un nombre mfini d'im* 
pidGons agiffant dans des intervalles de tems infiniment petits , & ainfi 
dé fuite: ces fuppofitions, dis-je, font plutôt voifines du vrai qu'exac- 
-tement véritables; & par conféquent en fondant far eDes quelques rai- 
fonnemens, nous ne devons pas être furpris de tomber quelquefois dans 
des erreurs infiniment petites, auxquefles il faut abfolument avoh: égard 
avant de pouvoir aniver à une condufion, à laqueUe nous ferions natu- 
Tellement parvenus en raifonnant exaftement- ^ 

Les Mathématiciens, & particufiérement ceux d^entre eux qm font 
au fait de cette matière, fe «outrent, la plupart du tems, allez réfe^- 

Ce a y^^ 
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vés^ qaaQdiJbfe trouvent obligés d'en parler; non qu'ils fe défient de 
la Iblidicé de leurs principes , mais parce qu'ils favent combien des fu- 
jets de cette nature font propres à donner lieu aux difficultés de ceuic 
qui épient toutes les occafions d*attaquer dés Vérités qu'ils n'aurpient ja- 
mais découvertes , & que probablement ils ne comprendront jamais. 
Poiu" ce qui me regarde y ce n'eft qu'avec une extrême répugnance que 
je luis entré dans ce détail , dont j'aurois facilement pu me difpenfer : mais 
fâchant par une expérience journalière » que la plupart des appreutifs 
Géomètres fouhaitent d'être initiés à ces Myftéres (peut-être plus qu'ils 
ne devroient eu égard à la médiocrité de leurs connoifTances Mathémati- 
ques) &d,jdnt compofé ce Traité en leur faveur J'ai cru qu'il valoit mieux 
leur communiquer mes idées fur cet article , que de les laiiTer expofés 
au danger d'en concevoir d'autres qui pourroient les jetter dans l'erreur. 
Que fi dans ma diftinftion entre l'infini abfolu & relatif je n'ai pas bien 
repréfenté le fentiment des Mathématiciens , je ferai toujours prêt à 
convenir de mon erreur auflî-tôt qu'il m'arrivera d'en être inflruit. 

Définitions. (Ftg, 39,40.) 

337- 5î^ AFB /oit une ligne donnée de pfitim y^V Mme ligne indéter* 
minée faifant un angle donné APM avec la ligne AT: que cette ligne indétermi-- 
née T? M foit fuppofée fe mouvoir le long de la ligne AB dans une po fît ion tou- 
jours parallèle à elle-même , deforte que toutes les lignes P M /oient parallèles 
tune à Vautre ; & que dans le même tems que la ligne T?M efi tranjfprtée le 
long de la ligne AB^ le point M 'foit fuppoféfe mouvoir le long de la ligne 
PM , de façon à décrire par ce mouvemenf compofé quelque ligne droite ou cour- 
be: enfin ^ qu'il y ait un rapport confiant entre les lignes AP 0* PM, f? 
que ce rapport foit exprimé par une équation , qui comprenne ces lignes ou quel- 
ques-unes de leurs puîjfances multipliées ou divifées par des grandeurs connues : 
cela étant la ligne droite ou courbe décrite par le point M s'appelle le lieu de 
cette équation; la ligne indéterminée J^M eneft une ordonnée y & la ligne in- 
déterminée AT? ^ comprife entre V j le point le plus bas de T or donnée^ & le 
point A y quiefl toujours fuppofé fixe y s'appelle Tabfciffe de Y ordonnée PM. 
Comme par exemple, {Fig. 39.) nommez l'abfciflfe AP yXy & l'ordon- 
»ée PMyjy & que p & q étant des lignes déterminées, le rapport 

confiant entre x &y foit exprimé par cette équation y s H : je dis 

que le lieu de cette équation fera une ligne droite, ce que je démontre 
ainfi. 

Sur la ligne AP (prolongée s*il le faut) prenez depuis A vers P h 
ligne AB égale à ^, & menez B C égale à 3 & parallèle à P Af, & du 

même 
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même côté de ^P; cela étant, la ligne droite JCfetz le lieu déféqua- 
tion précédente. Car fi de quelque point comme M dans la ligne A C, 
on mène MP parallèle k BC^ ôc qu'on nomme APx^ & PAfy, le» 
triangles femblables ABC&APM donneront AB {p)^BC {q) corn* 

meAP{x)dikPM{y)-^. 

Suppofons préfentement Tangle APM {Fig. 40. ) toujours droit, & 
r une ligne donnée^ & que la ligne AP étant égale à x, ôl PM égale 
à y comme auparavant , le rapport entre x ôcy foit exprimé par cette 
équation, yy-urr-^^xx: je dis cela étant que le lieu de cette équation 
fera la circonférence d'un cercle, dont le centre efl:-^,& le rayon égal 
à la ligne r. Car fî nous fuppofons un pareil cercle décrit , & que de 
quelqu'un de fes points, conune Af , nous menions la ligne MP perpen- 
diculaire k AP9& que nous joignions AM^ nous aurons AP^-^PM* 
s:^AM^9 c'cft-à-dire, xx-t-yyzzrri donc yy=rr— *x. C. Q. F. D. 


L £ M M £. {Ftg. 41.) 

338. Suppofant tout comme dans le dernier article , que T angle APM étant 
toujours droit ^^^ q ^ vf oient des lignes données j & que le rapport entre x 
6? y foit exprimé par cette équation xx H- 2px H- pp -+ yy — 2qy -+ qq r^rr. 
Sur la ligne A P ( prolongée s'il le faut ) & depuis A vers P , retranchez la 
Kgne AB égale i p, & menez perpendiculairement à AB la ligne BC égale 
à il j du même côté de AB que la ligne PM: je dis cela étant que le lieu de 
t équation précédente xx — apx -+ pp -+ yy — ^qy -i- qq = rr fera la circonfé- 
rence d'un cercle ayant pour centre C & pour rayon v. 

Car en premier lieu^x* — 2px -+ />* eft le quarré de x-^p ou de p^x^ 
fuivant que la ligne AP eiï plus grande ou plus petite que la ligne AB; 
e'eft-à-dire, a?* — 2^0?-+^* fera le quarré de BP,, quelle que foit la fi- 
tuation du point P relativement au point j5; ou û Ton mène CD paral« 
léle à ^P , & rencontrant la ligne P M ( prolongée s'il le faut ) en Z), 
le quarré xx — 2px —hpp fera égal au quarré de CD. De-plus , yy — 2qy 
-+.55 eft le quarré de y —g ou de î— y, fuivant que la ligne PM dk 
plus grande ou plus petite que PÔ, c'eft-à-dire, yy-'^qy-k-qq eft le 
quarré de DM: ainfi fubftîtuez dans Téquation précédente CD^ au-lieu 
Atx^-2px-^p\ & DM* au-lieu de y*-.2îy-+f , & vous aurez 
CD* -f Z) M* :=:rri mais par la 47éflie. Propofition du L Livre des Elé- 
mens, CD* -+jD M* =CM* ,* donc CM* -rr , & CAf=r : donc 
le point M doit être quelque part & peut fe trouver par-tout dans la cir- 
conférence d'un cercle , ayant pour centre C, & dont le rayon eft 
égal à la ligne r. C. Q. F. D. 

Ce 3, N. B. 
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N. B. I*. Si nous avons -f 2fa au-lieu de — 2px dans réqoatîon pré- 
cédente, la ligne JB (=p) doit être retranchée du côté oppofé kJP; 
& fi nous avons H- 2^ au-lieu de — tjy , la ligne B C (=}) doit être r^ 
tranchée du côté oppofé kPM. 

2\ Si l'équation eft x» -t-jr» Hh 2 ^y-+ j* =r» , c'eft-à-dire , fi la quan- 
tité p manque, il faut la fuppofer égaie à o, auquel cas (Fig. 42.) le 
point B coïncidera avec le point A y & le centre Cfe trouvera en me- 
nant A C (=}) perpendiciriaire à -rf P , & du même côté que la Ugne P M 
ou du côté oppofé , fuivant qu'il y aura dans Féquation — 2 4^ y ou -+ 2 y y. 
Si la quantité 9 manquât, le point C (Ftg. 43.) coïncideroit avec le 
point By c'efl:.à-dire, le centre C feroit quelque part dans la ligne 
AP y prolongée en cas de befoin; & il fe trouveroit en retranchant 
AC (=p> foît depuis A vers P ou dans le fens contraire, fuivant 
qu'il y auroit dans l'équation — 2pa;ou-+2j)ar. 

3**. Si l'équation eft «•i+2j>«-f-^*-f-y»--+2îy-+5*=— r* le 
rayon du cercle fera y^ ?* ; & conane c'eft-Ià une grandeur impoffi- 
ble, on doit en inféra:, qu'il ne fauroit y avoir une ligne telle que 
MPy qui ait avec AP le rapport exprimé dans l'équation. Mais fi 
l'équation eft^a;*^;2px-+/)»-+y»-+2gy-»-j»=o, le rayon du cer- 
cle fera o, c'eft-à-dire, le cercle fe trouvera coïncider avec le point 
qui lui fervoit auparavant de c«itre, 

4^ Si la ligne AP eft prolongée^ indéfiniment des deux côtés, el- 
le paflèra par le centre ou non, fuivant que le rayon r eft plus grand 
ou plus petit que la ligne q. 

5*. Si une des deux quantités /)*^ ou j*, manque dans l'équation, ou 
fi elles y manquent toutes deux, il faut les y fuppléer. Comme fi 
l'équation étoit «*H-2j)Jt-fy*Hh2gy = Hhj*. en complétant les quar- 
rés imparfaits ar*H;2px & y'H:2^y, nous aurons a?*H;2j)x-+p*' 

"+y*Z+:23yH-?*zt'^- f^^^ p*H-î*H:x*=r» , & r fera le rayon 
du cercle. 

• Problème 23. {Fig. 44.) 

339. Les deux points A ^ B étant donnés ^ on demande d'en tromer 
un tmjiéme comme M, Jîtué de façon ^ qu'en y menant les lignes AM& 
B M y ces lignes /oient Tune à î autre en rai/on donnée. 


Solution. 


Que A M foit kSM comme a à * ; & comme nous aufons befoin 
dans la fuite d'une troifiéme proportionelle aux deux quantités a&b^ 
que cette troifiéme proportionelle foit appeUée c^ que la quantité a 

foit 


(J^l,V7om.n,Ta^. 20S. 




li 



3t 


I> 

\ 4^ / 

h 

\ 

^ 

\ 

; 

1 

> 

ft J 

? 




ELEMENS D'ALGEBRE. 207 

foît plus grande que la quantité * , & par conféquent * plus grande 
que c, c'eft-à-dire, que des deux points J & By ji Mt le plus éloî- 
gné de M: joignez JB^ & nommezJe d ; enfin faites MP perpen- 
diculaire k AB. Cela étant , il y aura relativement à ce problême 
trois cas différens; car le point P peut tOTiber entre A&B^ ou fur 5, 
on au-delà de B : fuppofons le premier cas , fa voir , que P tombe entre 
J ôc By & voyons û la folution de ce ois ne comprendra pas celle des 
deux autres* 

Nommez donc AP Xj MP y^BP rf-«, & vous aurez ^ilf*=jc» 
-f y*, fiM*=x* — 2(/a;-+i*H-y*; & par cela même AM^ fera & 
5 M* comme x*-+y* efl à«* — 2ia;H-d*-+y* : mais ^Af eft à 5Af 
comme a à 3 par la fuppoCtion; donc JM^ dihBM^ commet* eft 
à A* : ce qui nous donne la proportion fuivante,**— hy* eft à «*— 2 dx 
-f i* -f y* comme a* à A* ; changez l'analogie en équation , & vous au- 
rez aaxx'^2aadx-Vaadd-ï'aayy^bbxx-\-bbyy'yXxzAfço(tz bbxie 
^bbyy^&vouszuT€zaaxx'-bbxx'^2aadx-i'aaddH'aayy^bbyy 

=:oj divifez Téquation par aa^bb , & il viendra a?x^IIîil^£ltiî£l 

•* a^ — ^* 

H-y*=o;tranfpofez~--j;,oc vous aureza:«--îf|£-H-y)c:— ——• 

mais Uy b 6c c font en proportion continue par la fuppc^tion, & par 
conféquent b^^ac^ & a* — A*=a*— acr; fubftitucz donc a^^aùkh, 
place de a^'^b^ dans Téquation précédente , & réduifez (autant que 
faire fe pourra) les fraéUons à de moindres termes , & l'équation fe- 
ra xx-^ ^^ ' '+y^zz'^— — . Or comme D y a dans cette équation deux 

inconnues x Scy, elle ne fauroït déterminer la valeur d'aucune d'elles , 
mais montre feulement le rapport qu'il y a de Tune à l'autre : c'eft ce 
qui fait que ce problème eft fufceptible d'un nombre infini de folu- 
tions , c'eft-à-dire , qu'il y a un nombre infini de points , comme M, 
auxquels on pourra mener des lignes JM & BMj dont la première 
fera à l'autre conmie a eft à ^ ; & il paroît de - plus par le dernier arti- 
cle , que le lieu de tous ces points M fera la circonférence d'un cercle ; 

car la quantité -^ dans cette équation répond à la quantité p dans 

l'équation du dernier article , & la quantité q dans cette équation eft 
ici égale à zéro; donc par la féconde obfervation précédente, le cen- 
tre du cercle fe trouvera quelque part dans la ligne AB prolongée 

au-delà de 5, & la diftance de ce centre au point A fer* ^^ 


Pal dit que ce centre fe trouvera dans la ligne AB^ prolongée , à caufe 

que 


SOS £ L £ M £ N S D'À L G £ B R E. 

que la diflance — efl plus grande que — ou d ou AB. 

Nous devons nous attacher en fécond lieu à déterminer la longueur 
du rayon ; & p our cet eflPet il fait prœdre garde , que la quantité 

pp dans l'équation précédente, c*efl;-à-dirc, - ^* 7 manque; en Ta- 
joutant donc dans Tun. & l'autre membre, l'équation fera xx— 

2adx , a*d^ . . a*i* ad* t • 1. « t 

^ 7 H- y* s2 ; «. ; multipliez tant le numérateur que 

— c a — c a— c 


a«-c 


le dénominateur de cette dernière fraétion — -î^ par a — c , afin qu'el- 
le puifle avoir le même dénominateur que celle qui lui efl jointe, & 
la fraétion fera alors " ^'^'-H ^V ajoutez cette fra6lion à l'autre du 

même membre, c'eft-à-dire, à la fraêlion -^ J^JL ^ & lafomme fera 

==;» ou -JfiL , à caufe que yzzac: l'équation fera donc arxr* 

a— -c a— -c 

■^^ ■-^^-+y--^: donc :^ cft la quantité qui répond 


4— c tf— .c 

i r* dans l'équation du dernier article ; par conféquent r ou le rayon 

cherché eft égal à -^ ; ce qui nous donne la conftru6lion fuivante. 
Prolongez la ligne JB jusqu'en E , de-forte que JE foit égale à 
^^ j fi après cela, en prenant le point E pour centre, & pour 


èd 


rayon un intervalle égal à -^ > on décrit un cercle ^ la circonférence 

de ce cercle fera le lieu cherché. 

Cette conftm£tion eft une fuite immédiate de l'équation, & peut être 
rendue encore plus fimple de la manière fuivante. 

Prenez fur la ligne B A les lignes J5 ^, 5 C, Jî D en proportion c6n* 
tinue , de-forte que 5 -^ foit à fi C, ou J5 C à 5 Z) comme a eft à *; pro- 
longeant enfuîte la ligne AB au-delà de B autant qu'il le faut, prenez 
auill -4jD, ABy AE en proportion continue; & depuis £ vers A re- 
tranchez £i^de telle longueur, que AE foit à jE/*' comme ABkBC\ 
cela étant je dis , que fi de JE comme centre à l'intervalle £ f on décrit 
un cercle FMG^ coupant la ligne AE prolongée en G, la ckconféren- 
ce de ce cercle fera le lieu du point M. 

Cette conftru6tion (dis-je) eft une fuite immédiate de l'analy fe précéden- 


> 
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te; est comme les quantités a&b peuvent écrepiifesàdirapétion,poQr- 
vu qu'elles ayent l'une à l'autre la raifon donnée, û nous faifons a=d 

= ;B,nousaQronsBC=**BZ)=f,//i)=:«-f,-rf£=-^,£f=- *^ 


I 


a 
ad _rLL hi 


parce que AE efl à £ i^ comme « eft à ^, ou çofx;une -^-j^ efl à 


a«-^r a* 


Voici une démonftration fynchétiqtie dé la ccoiftruâion précédâice. 

Nous devons prouver, que (ides deux points .4 i& B^ on mène deux 
lignes à quelque point comme M dans la circonférence du cercle décric 
ci^defTus , la diftance A M fera à la diftance Mb comme a à ^ , ou corn* 
mtAB\iBC. - ^_ . , / 

Que la ligne -.^ M (prolongée s*il le faut) coupe ^e cercle datis quelque 
autre point comme H y & menez EH. Puisque par la conftruètîon AE 
efl: à £ Fcomme ABkBCy nous avons AE^i^E P comme AB'kB C*: 
mais BA, BC^ BD font en proportion continue par la con(lru6lion ; ce 
quidonne -BC*=: .^5x5 Z); donc ^jE* efl: à ££• comme AB' efiiiAB 

xB D you comme A B à 5/): mais fi-^£* eft à £P comme ABk BD^ 
îlfuitdefart. 33o.que^£*efl:à^£'-£Pcomme/^5efl:à-^5-5D: 

mais le dernier terme de cette proportion , favoir-rf5— 5 2), efl: égal 

à i^D, & le fécond terme , favoir AE*-EF* efl: égal à AE-Etf 

X AE—Ef^AFxAG'=^AMxAHy.^2x un corollaire qui fe déduit air 
fément de la 36éme propofition du troifiéme Livre des Elémens: donc 
AE* efl: à AMxAH comme AB à AD y ou comme AE à AB par la 
.conftruftion, ou comme AE* à ÀBxAE; donc AE* efl: à AMxAH 
comme -rf£* eft à ABxAE; donc lere^angle AM-i-AH efl: égal au 
reftanglc -^5 x -^£î donc par la lôéme propofition du fixiéme Livre des 
Eléraens,-^iHefl:à-4fi comme AE dl k AHy donc par la 6éme pro* 
-pofition du fixiéme Livre des Elémens, les triangles AMB & AEH 
font femblables } donc ^ M efl à MB comme AE k EH, on comme 
AE k EFy ou comme AB à BC. C Q. F. D. 

ScHOLiE I. (Fîg. 45, 44.) 

Si le point Af fe trouve fitué quelque part dans une ligne droite, qui 
coupe la ligne ^£ en deux parties égales, & à angles droits, les diflancâs 
MA& MB feront par-tout égales , & par conféquent les quantités a& by 
qui expriment la raifon que ces difl:ances ont entre elles , feront égales auili : 
ainfi par la raifon des contraires , fi les quantités a & £ , qui expriment la 
raifon qu'ont entre elles les diftancesM^&M5 font égales , ces diflances 
Je feront auflli , âcle lieu du point M fera une ligue droite,, qui coiipera la 

Tome U. Dd * ^ ligne 
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"Kgne JB dhr deux parties égales & à angleg droits. Cela efl; daîr} auds 
peut-être ^5U:Qô Ledléui: tant foîtpeô curieux demandera comment ce cas 
,p3ut fe îdédufFè <de: la tcooffaruâion générale ? Je réponds ^ que la nature du 
cercle Fil/ efl: telle , que quelque part qu'on prenne le point M^AM fera 
à 5 M commet à" * ; que ilf coïncide avec F, & vous aurez AM^AF, & 
RM^B F y & p9r c<^quent A.F-éOi à ;SF comme a ^ïby mais en ce 
tças tf= ftj donc AFzzBF^ donc en ce cas le cercle FM coupe la ligne 
AB en deux parties égales .& à angles droits par la lôémc proportion 
^u troifîéme Livre des Elémens* De-plus, ù a:=:b, nous aurons a^^b^, 

& j=: i-^ c'cft-à-dire, tf=f, & a— ^=o, ce qui rend -il-, ouïe 

rayon du cercle FM infini; mais une portion finie, comme FMy d'une 
.circonférence infinie ne diffère en rien d'une ligne droite ; donc en ce 
cas FM lieu du point M ëfl une ligne droite, coupant la ligne AB en 
deux parties égales & à angles droits. C j^; F. D. 

De pareilles recherches paroîtront peu importantes à tout homme qui 
'ne fera fimplement que géomètre ; mais moi, qui écris ceci comme phî« 
lofophe, & (à ce que j'elpére) pour des philofophes, je penfe n'avoir, 
jii perdu ma peine , ni desobligé mon Lefteur , en contemplant enfem- 
ble Ta nature de la vérité , & en obfervant les différentes formes qu'elle 
tevèt en refiant toujours la même. 

r 

S C H O L I E 2. {Ftg. 46.) 

De la folution du problême précédent dépend celle d'un autre problé* . 
tne que voici. Que Ay B &C foient les centres des bafes de trois co- 
'lomnes érigées fur le plan ABC^ dont les diamètres foient a^b &c ref- 
'peftivement : on demande un point , tel que M y dans le plan du trian- 
gle ^^ C,d'oiE ces colomnes étant vues auront leurs diamètres apparens 
tous -égaux. 

Le diamètre apparent d'un objet rond vu à quelque diftance , efl: me- 
furé par l'angle fous lequel le vrai diamètre efl; vu par l'œil : d'où , en 
raifonnant comme dans l'art, 304 , il fuit que le diamètre apparent d'un 
objet rond vu à quelque diftance fera comme le vrai diamètre direftement , 
'& comme fa difliance de l'œil réciproquement: donc le diamètre apparent 
Àe la colomne A^ vue du point M^ - fbra au diamètre apparent de la co« 

ïomne B , vue du même point , comme -—• eft à -rln- • ™2iïs ce pro- 

;bl^e requiert que les diamètres apparens foient égaux; ainfi la quah- 

-tite-^~* doit: être égale à la ^ntité --|^ , eii, pour mieux exprimer 

'' ' * ^ la 
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là choie , M/i doit être à MB coimne akb: donc A^ iuiyant le dernier 
problème, on décrit la drconféreoce d'»n cercle, donc h diftance d'ui^ 
point quelconque relativement à j£ fok à la^diftance dont ce i^eme^point 
eft de B comme a efl à ^, le point ikf d^vra être qnçlque parc.d^n^ la 
circonférence de ce cercle: de-même, fi la çircoijfiérence d'^un cercle? eft 
décrite , & que la diftance d'un point quelconque relativement à B Soit 
à la diftance dont ce même point efl de C comme Z^ à c , le point M de- 
vra être quelque part dans la circonférence de ce carcie : donc fi ces 
deux cercles ^'entre«coupent ou Se touchent l'un; Fautre , le point de 
vue M fera dans les points d*intcrfe£Uon , budt&s:lepQibt'de contaâj 
fans quoi la folution feroit impoflible* . ' 

^ Si les diamètres a^b&c ^nt tous égai}x, le point M (^;. 47.) fera 
dans une perpendiculaire qui coupera ÂB tu deux parties égales , par 
le premier fcholie , & auffi dans une perpendiculaire ^ui coupera en 
deux parties égales la ligne B C , par le même fcholie , & conféquem- 
ment le point M fera dans Tinteifeâion de ces perpendiculaires , c'efl-à- 
dire, par la 5^0^. propofition du quatrième Livre des Ëlémens, le point 
M fera dans le centre d'un cercle , qui paffera par les trois points ^, B 
& C, comme le problême l'exige* , Ainfî il n'y aura qu'un feul point de 
vue : car fi ces lieux avoient été des cercles qui s'entre-coupaflent en deux 
points, il y auroît eu deux points de vue i mais conuoe dans le cas pré- 
fent les cercles fe transforment en, lignes droites , il ne peut y avoir qu'u- 
ne feule interfeâion , ou un point de vue , l'autre devant être fuppofé 
éteigne à une diftance infinie. . 

SCBOLIES. 

Au moyen des trois derniers articles le Le^eur pourra fe former 
quelque idée de ce qu'il faut entendre par lieux géométriques, .& 
dé leur ufage dans la folùtion & dans la conflruélion des problêmes 
géométriques ; mais il lui fera impoflSble de fe mettre bien au fak 
de ces matià^es , s'il n'étudie avec foin les fedlions coniques, i^u! 
font les lieux qu'on employé ordinairement dans la conftrûftiori tie 
toutes, les équations de plus de deux degrés : je recommanderai pour 
cet effet la leflùre du Traité des Seftions Coniques dû Marquis tfe 
Y Hôpital: Ouvrage poflhume à -la- vérité,- mais néanmoins très-cof- 
reft, à un petit nombre d'endroits prés, dont quelques-uns, à mon 
ttvis , ont 'été cenfurés trop iëvérement ; furtout jB Ton confidére 
Qu'ils peuvent être aifêment corrigés, & qu'ils l'auroient été iansj* 
doute Si FAuteiu: avoit vécu gSkz longtems pour mettre la dernière 

D d 2 main 
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main à cet Ouvtage. Ce Traité me paroît plus clair, plus facile à 
comprendre, & plus propre à enfeigner bien des chofes en peu de 
tems , qu'aucun autre qui me foit connu , &je Iç recommande furtout 
k ce dernier égard. Dans les quatre derniers Livres de cet Ouvrage on 
trouve la matière des lieux géométriques, relativement à leur conftruc- 
tioh & à leur ufage, parfeitement bien approfondie, & éclairciepar 
un nombre fuflSfant d'exemples. En un mot , le plan de cet excdlenc 
Traité eft, à tous égards, fi bien feit, & exécuté avec tant de facilité, 
de clarté & de jugement, que ce feroit une vanité inexcufable à moi 
de penfer feulement pouvoir ajouter quelque chofe à une pièce auffi fi- 
nie. Il me fuffit d'avoir donné à mes Leéleurs quelques nodons fuper- 
ficielles concernant les lieux géométriques, & il eft tems que je paffe à 
d'autres fujets. . 


mmi 


LIVRE V I I L 

P A R T I E I I. " 

Des Prîfmes^ des Cylindres^ dés Pyramides^ des Cmes & des Sphères. 

TjLufieurs des articles fuivans concernant le Cercle, la Sphère & le 
X7 Cylindre, font pris à'Ârchimédey niais démontrés autrement: & 
quoiqu'ils n'ayrat point de relation immédiate avec TAlgébre, comme 
leur nombre cependant n'eft pas grand, & qu'ils forment une e/péce de 
Supplément à la Géométrie d*Euclide,je n'ai guéres pu me difpenfer de 
leur donner place ici , pour J'âmour de ceux qui n'ont pas occafîon de 
^TQ^Jb[chjfnéde , & pour Ja commodité de quelques autres qui pourroient 
faire cette lefturè s'ils vouloient. Outre cela , comme la doélrine des So- 
Jidjes^ telle qu'elle fe trouve d^s les Elémens d'Euclide^ eft de dure dî- 
geftijpn,. je ne me fuis fait aucun fcrupuîe d'inférer dans ce Livre quel* 
ques-unes^ ,des principales propriétés des Cônes & des Pyramides , & de 
les démontrer d'une manière plus fadle & plus fimple. 'Enfin . comme 
la piefure du cercle efl: abfolument requife pour mefurer le Cylindre le 
Cône & la. Sphère, je commencerai par expliquer ce ({\C Àrchimidc nous 
a laifTé fur ce fujet. 

L B m' M K. 

340, 5i dans untHangU-'TêSlmgle un Jesmgks aigus eft de trente degrés, ou 

Te tiers d'un drtnt Je côté oppofé fera égal à la moitié de rhypahénufe.ÇFig. 4S.} 

Que JBC foit un triangle-reftangle , ayant fou angle droit en ^, & 

que 
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que Fangle JBwiC foît de 30 degrés, je dis cela étant, que le côté op. 
pofé B C fera la moitié de l'hypothénufe AC. 

Car prolongeant CB au-delà de B jufqu'en Z) jdeforte que la ligne S D 
foit égale kBC^ & menant if Z), les deux triangles ABC Sa ABDit- 
ront égaux & femblables; donc l'angle CAD fera de 60 degrés, & les 
lignes AC&. AD feront égales ; donc les deux autres angles en C & en D fe* 
ront chacun de 60 degrés , & le triangle ACDÏcn équilatéral ; donc lali* 
gue £ C, qui eft la moiûé de CD fera aufli la moitié de A C. C Q. F. D. 

L B M ME. {Ftg. 49, 50.) 

341. Que ABC foit un ttiangle-reStangk ^ ayant fm angle droit ^» B; 6? 
que de deux polygones femblables ^ équtlatéraux j F un étant fuppofi circonfcrit 
& Foutre infcrit au cercle y F angle BAC foit égal à la moitié de P angle au 
centre y auquel ejl oppofé un côté de chaque polygone: je dis cela étante que 
ATi fera àBCj comme le diamètre du cercle au côté du polygone circonfcrit; 
^ que A Cfera i B C comme le diamètre du cercle au côté du polygone infcrit. 

Que D foit le centre du cercle, JE FG un côté du polygone circonfcrit, 
touchant le cercle au point F, & HIK le côté d*un polygone fembla- 
ble infcrit ; enfin que HK & EG foient fuppofées parallèles , de façon 
à être foutendàntes du même angle au centre. Menez les ligues D HEy 
piF, DKGi cela étant, les trois triangles JÎBC, DEF& DHl 
feront femblables, ayant les angles en £,jP& J droits, & l'angle BAC 
étant égal à l'angle £Z)Fpar la fuppofition; donc AB fera à 5C com- 
me Z)^à £F, ou comme 2D/^à £G, c'eft-à-dîre , comme le diamètre 
du cercle efl au côté du polygone circonfcrit ; & JC fera k BC comme 
DHkHIy ou comme 2DH k HKy c'eft- à-dire , comme le diamètre 
du cercle au côté du polygone infcrit. C. Q. F. D. 

Si r angle BAC ejl la 48^01© partie d'un droit, A B fera à BC comme le 
diamètre d'un cercle quelconque ejl au côté iun polygone régulier de 96 côtés 
circonfcrit au même cercle y ^ A Cfera i BC comme le diamètre ejl au ci- 
té et un pareil polygone infcrit. Car fi la ligne HIK efl: le côté d'un poly- 
gone régulier de 96 côtés infcrit, l'arc HFK fera une 96^nie partie de 
la circonférence, ou la 24^1116 partie d'un quart de la circonférence, & 
Tare -fff une48^°^e partie de ce quart; d'où il fuit que langle EDFqm 
HD I fera une 48^»»* partie d'un angle droit. 

TH£0R£M£. 

342. La circonférence de tout cercle ejl tant foit peu plus grande que trois 
diamètres (^Fig. 51.) 

D d 3 Que 
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Que JB fbît le côté cTun hexagone régulier iofcrît à un cercle dont 
le centre eft C, & menez jfC & BC; cela étant, Tangle en C dans le 
triangle jîBC fera de 60 degtés , comme comprenant une (5^me partie 
de toute la circonférence ; puis donc que les lignes AC &BC font éga« 
les , les deux autres angles en -^ & en -B feront chacun de 60 degrés ; 
donc le triangle AB C fera équiangle ^ & partant équilatéral ; ainfî la li* 
gne -^B fera égale à AC^ & 6AB i 6AC; mais 6^B (ont égales au 
périmètre de ]*exagone infcrit, & 6AC font égales à trois diamètres ; 
donc le périmètre d'un hexagone régulier infcrit à un cercle fera égal à 
trois fois le diamètre oe ce cercle : d*où il fuit que la circonférence du 
cercle même eft tant foit peu plus grande qiie trois diamètres. C. Q. F.D. 

Théorème. 

343. Si le diamètre d'un cercle ejh déjigni par ija circonférence fera tanS 
fit peu plus petite iue ^^o^ ^ ^^^^ f^^ P^^ P^ grande que 3 ^. 

Dimmflration de la première partie. (Fîg. 52.) 

Que ABC foit un angle droit , auquel vous oppoferezles Kgnes JCy AD , 
AE , AFj AG de la manière fuivante ; faites Tangle BAC égal à la s^nie partie 
d'un droiî ,BADh une 6éme partie ^B/JE k une i z^me partie , BAFk une 
24éme partie, BAG à une 48^nï« partie: cela étant, .iCferadouble de JÎCpar 
Fart. 340, & AB fera à £G comme le diamètre d'un cercle eft au côté d'un 
polygone régulier de g6 côtés circonfcrit à ce cercle par Tart. 341. De- 
plus, comme la ligne AD divife Tangle BAC en deux parties égales, 
nous aurons comme AB à ^C, ainfî BD à DCp3x la troifiéme propo- 
fition du fîxiéme Livre des Elémens; & par fart. 330, AB^AC efl 
à-^5comme5Cefl:à5D; & (altemando) AB-i-AC cdkBC corn- 
me AB efl à 5 û : donc fi la ligne 5 C eft divifée en un nombre quel- 
conque de parties égales , quel que foit le nombre de ces parties con- 
tenu dans la fomme des lignes AB & ACy \c même nombre de parties 
femblables de 5D fera contenu dans la feule ligne AB-y -çdx exemple, fi 
la ligne B C étoit divifée en loooo parties égales, & que la fbmme AB 
^AC contînt 373^0 de ces parties, en ce cas, fi la ligne BD étoit 
divifée en loooo parties égales, la ligne AB feule corttiendroit 37326 
de ces parties. On peut démontrer de-même , que quel que foit le nom- 
bre des parties de BD contenu dans la fomme des lignes AB^ AD^ le 
même nombre de parties femblables de £ £ fera contenu dans la feule 
ligne ABy & ainfi de fuite: d'où nous inférons 

I*. Que 
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!•. Qae û BCcd divifêe en locoo parties égales, ou (ce qui revient 
an même) fi nous appelions B C loooo, JC fera 20000, & par confér 
quent la ligne JB fera plus grande que 17320 , & AB-\'AC plus 
grande que 37320. 

2*. Si BD^iooQOy AB fera plus grande que 37320, -rfjD plus gran- 
<îe que 38636 , SiAB-^-AD plus grande que 75956. 

3*. Si 5£=ioooo, AB fera plus grande que 75956^ AE plus gran- 
de que 76611 , & AB-i-AE plus grande que 152567. 

4'. Si fiF= loooo , AB fera plus grande que 152567 , AFphs gran- 
de que 152894, &AB-^AF plus grande que 305461. 

5*. Si 5G=ioooo, AB fera plus grande que 305461 ; donc, par 
la raîfon des contraires, fi Ton fuppofe^5 égale à 305461, BG fera 
plus petite que loooo: mais il a été prouvé cîdefliis que AB e&k BG 
•comme le diamètre d'un cercle au côté d'un polygone régulier de 96 cô- 
tés drconfcrit à ce même cercle ; c'eft pourquoi le diamètre d'un cercle 
étant fiippofé égal à 305461 , le côté d'un pareil polygone fera plus pe- 
tit que loooo, & tout le périmètre plus petit que 960000; donc le pé- 
rimètre d'un pareil polygone fera plus petit que le produit du diamètre 

multiplié par 3-Î2- ou -^ ; car 305461 x -2i- = 960020- : par confé- 

jquent , fi l'on défigne le diamètre de quelque cercle par i , le périmètre 
d'un polygone régulier de 96 côtés circonfcrit à ce cercle, fera plus pe- 


tit que 3 — ; mais la circonférence de tout cercle eft plus petite, qu'un 
polygone quelconque circonfcrit ; donc à plus forte raî(bn la circonfé- 
rence du cercle fera plus petite que 3-^. C. O. F. D. 

Démonflraiîùn de la féconde partie. (Fig. 53.) 

Que ACDEFGB foit un demi-cercle ayant pour diamètre AB , & que 
dans ce demi-cercle les lignes AC^ AD , AEyAF^ AG , foient infcrites de 
la manière fuivan te; faites l'angle Jîi^C égal à latroifième partie d'un droit, 
BAD à une Cxiéme partie , BAE à une 1 2^me partie , BAFk une 24éme 
-partie, BAGk une48^me. partie, & joignez BC, BD^BE^ BF^BG; 
cela étant, AB fera double d^BCySc AB fera à 5 G comme le diamè- 
tre d'un cercle au côté d'un polygone de 96 côtés infcrit à ce même 
cercle. Que A D coupe B C en // , & par là dèmonftration de la pre- 
mière partie de ce théorème AC-^AB fera à CB comme ACkCH^ 
puisque par la conftruélion la ligne AH coupe en deux parties égales 
l'angle BAC: mais les triangles ACH & ADB font femblables, ayant 

les 
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les an^es eaC& D droits , comme étant dans le demi-cercle, & l'an, 
gle C^^ égal à l'angle D -4 £ j donc -rf C fera i HC comme Jûh BD: 
mais il a été prouvé, que comme JC eft à HC aiaû ÂB-+AC eft à 
BÇi donc comme JB-i-JC eft à BC, ainfi y^Z) eft à BD; & quel 
^ue foit le nombre des parties de 5 C contenu dans la fomme des lignes 

JB, AC,h même nombre de parties femblables de £D, feraconte^ 
nu dans la feule ligne JD: d'où nous inférons 

I. Que fi 5C=ioooo, la ligne jlB fera =20000, ^Cplus petite 
^ue 17321» & AB-VAC plus petite que 37321. 

2". Si B D= loooo, AD fera plus petite que 37321 , AB plus petite 
que 38(538, & AB-^AD plus petite que 75959. 

3». Si ££=10000, AE fera plus petite que 75959, AB plus petite 
que 76615, & AB-i-AE plus petite que 152574. 

4». Si 5F=ioooo, ^Ffera plus petite que 152574, AB plus peti- 
te que 152902 ^& AB-i-AF plus petite que 305476. 

S". Si £G=,ioooo, AG fera plus petite que 305476, & ^5 plus 
.petite que 305640; donc par la raifon des contraires, fi AB eft égale 
à 305640 , 5 G fera plus grande que loooo : mais ABdiïBG comme 
le diamètre d'un cercle eft au côté d'un polygone régulier de ^iô côtés 
infcrit à ce même cercle; donc fi le diamètre de quelque cercle eft 
305640, le côté d'un pareil polygone infcrit fera plus grand que loooo, 
&. fon périmètre plus grand que 960000 ; donc le périmètre d'un pa- 
reil t)olygone fera plus grand que le produit du diamètre multiplié par 

3-77- 00 -^ î car 305<S+ox —2. =959968 -i ; donc fi l'on défigne 
le diamètre d'un cercle par le nombre i, le périmètre d'un polygone 
régulier, de ^6 côtés in/crit à ce cercle fera plus grand que 3— : niais la 

circonférence de tout cercle eft plus grande que le périmètre de quelque 
polygone infcrit ; donc à plus forte raifon la circonférence de ce cercle 
fera plus grande que 3—. C. Q. F. D. 

Ainfi le diamètre d'un cercle étant i , la circonférence fe trouvera en- 
tre ces deux limites très-prochaines, favoir ^~&2~: toute la diffé- 
rence de ces limites n'eft que -i-, & par conféquent cette méthode dé- 
termine la grandeur de la circonférence d'un cercle à une 497:016 par- 
tie du diamètre près. 
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La manière la plus abrégée de trouver les nombres déterminés dans 

ce dernier Article. 

344. Si quelqu'un vouloit examiner les calculs précédens, il feroît 
bon qu'il fût que les hypothénufes des triangles ABD^ ABE, ABF 
& ABG(Fig. 5^ y 53') peuvent être calculées, fans qu'il foie befoin 
d'élever le plus grand côté au quarré, ou d'extraire la partie la plus con- 
fîdérable de la racine quarrée. Comme ÛAD (Fîg. 52.) hypothénufe 
du triangle ABD dans la première partie, étoit requife,^5 étant 37320 
6c BD loooo, voici la méthode dont je me fers. 

I'. Quelle que puiffe être la valeur de l'hypothénufe AD y il eft cer- 
tain que le plus grand côté AB fera égal à une partie confidérable de cet- 
te hypothénufe; & partant s'il faut trouver AD z\x moyen d'une fé- 
rié, comme on le fait ordinairement en tirant la racine quarrée, il fau- 
dra faire de AB le premier terme , & voilà pourquoi j'appellerai 37320 
=-4B ma première racine. De-plus, comme le quarré à^ AD doit ex^ 
céder le quarré de ^^5 d'une quantité égale au quarré de 5 D , c'eft-à- 
dire, de loooooooo; j'appelle ce nombre mon premier dividende , & 
doublant ma première racine , j'en appelle le produit 74640 mon pre- 
mier divifeun 

* * 

2°. Je divife mon premier dividende par mon premier divifeur, & 
le premier caraftére du quotient (car il ne m'en faut pas davantage jus- 
qu'à-préfent) fe trouve être i : or comme ce nombre vient du rang des 
milUers, j'ajoute looo à ma première racine, & ai par-là 38320 pour 
une féconde racine plus correfte que la première. J'ajoute auffi le mê- 
me nombre de 1000 à mon premier divifeur ,& puis multipliant la fom- 
me 75640 'par looo, qui eft le nombre ajouté, je retranche le produit 
75640000 de mon premier dividende, & il refte 24360000; j'appelle 
ce nombre mon fécond dividende, & le double de ma féconde racine 
favoir 76640, je l'appelle mon fécond divifeur. . ' 

3". Je divife mon fécond dividende par mon fécond divifeur, & le 
premier caratlére du quotient eft 3 , qui venant du rang des centaines 
fignifie 300; j'ajoute donc 300 à ma féconde racine, & ai par-là 38620 
pour ma troiûéme racine ; j'ajoute pareillement le même nombre 300 
à mon fécond divifeur, & multipliant la fomme 76940 par 300,1e pro- 
duit eft 23082000, lequel étant fouftrait de mon fécond dividende, me 
laiflè 1278000 pour troifiéme dividende, & le double de ma troifiéme 
racme, favoir 77240, me fervira de troifiéme divifeur. 

4». Je divife mon troifiéme dividende par mon troifiéme divifeur, & 
• le premier caraftére du quotienc eft i , qui lignifie 10 j ainfi j'ajoute 10 
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à ma troHiénie nciiie, & trouve pour quatrième radne 38630: enfuîte 
ajoutant 10 à mon troifiéme divîfeur, fai fomme eft 77250, laquelle é- 
tant multipliée par jo,& le produit 772500 étant fouftrait de mon troî* 
lîéme dividende, il relie 505500 pour quatrième dividende, & le dou- 
ble de ma quatrième racine, favoir 77260, me fournit un quatrième 
divifeur. 

5*. Enfin, je dîvife mon quatrième dividende par mon quatrième di- 
vifeur, & le quotient le plus proche trop petit eft 6; j'ajoute donc 6 à> 
ma quatrième racine, & ai par ce moyen pour cinquième racine 3863(5, 
qui eft la racine la plus proche au-deiTous de la véritable qu*on puifle 
exprimer en nombres entiers ; donc Thypothènufe JD eft plus grande 
que 38636. 

La raifon de ces différentes opérations eft claire pour tous ceux qui 
font bien au fait de la méthode ordinaire d'extraire la racine quarrèe. 

Nombres par lesquels Van Ceulen a exprimé la circonférence d'un 

cercle dont le diamètre eji i. 

345* Cette méthode d'Jrchiméde peut être portée à tel degré de pré« 
cifion qu'on voudra : Ludolf van Ceulen , fuppofant le diamètre égal à i ^ 
a exprimé la circonférence par les 36 caraâéres fùivans 

3 -1415 926s 3589 793î^ 3846 2643 383^ 7950 288 H-. 
Mais depuis l'invention du Calcul des Fluxions par Newton , cet illuftre 
Mathématicien a déduit de cette invention des fériés , qui exigent io* 
finiment moins de peine que les bifeétions d*/lrcbiméde ou de van Ceulen^ 
& à l'aide desquelles on peut poufler le calcul de la circonfétence d'un 
cercle jufqu'à 12 ou 13 caraéléres dans Tefpace d'une bonne demi-heure, 
comme le Dofteur Halley l'aiFure après en avoir fait l'expérience. 

N. B. La raifon du diamètre d'un cercle à la circonférence, telle que 
Metius l'affigne, favoir 113 a 355, eft la plus exafte qu'il foit poflSble 
d'exprimer en d'auffi petits nombres. ( Voyez Schol. i. de l'Art. 179. ) 

Pourquoi la Quadrature du cercle ejl impojjtble géométriquement. 

346. Si, le diamètre ou le demi-diamètre d'un cercle étant donné, on 
pouvoit trouver une ligne droite exaflement égale à la circonférence, 
îbit que cette ligne fût exprimable en nombres ou non , h quadrature - 
du cercle auroit auffi peu de difficulté que celle de quelque figure termi- 
née par des lignes droites , ce^ que je prouve aînfi. 

Que 2r dèCgnent le diamètre d'un cercle, & 2c la circonférence j cela . 
étant, rCy produit du rayon multiplié par la demi-circonfèrence , fera 

Taire 
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Taire da cercle, par le coroQ. 4. de Tart. 311. Que x foit le cAté d'un, 
quarré dont Taire efl égale à celle du cercle, & nous aurons xx^rci 
donc X fera une moyenne proportionelle entre r&c^& peut fe trouver 
par la i3énie. proportion du fixiéme Livre des Elémetts. Mais le diamé* 
tre ou le dend-diamétre d'un cercle étant donné , il eft impoflible de 
trouver à Taide des Poftulata d'EucUde une ligne droite égale à la circon* 
férence ; donc le cercle ne fauroit être prouvé égal à un quarré par les 
mêmes principes fur lesquels Euclide fonde la quadrature des figures rec- 
tilignes ; & voilà pourquoi nous difbns que la quadrature du cercle eft 
impoflible géométriquement. Mais comme les trois Pojlulata d* Euclide^ 
quoique d'une extrême fimplicité dans la théorie , ne fauroient être exé- 
cutés avec une fi parfaite précifion , qu'il ne s'y rencontre quelques dé- 
fauts en tirant & en prolongeant des lignes , en prenant les diftances des 
points &c: , & que ces défauts doivent néceflairement produire des er* 
reurs dans les opérations fuivantes i & enfin , comme au moyen du dia« 
métré un cercle peut fe trouver en nombres , à tout degré aflignable 
d'exaéUtude, il fuit, que dans la pratique, la quadrature du cercle eft 
aufli pofllble que celle de toute autre figure que ce foit qui n'efi: pas un 
quarré. 

Corollaires déduits de TArt. 343. 

347. On peut déduire de l'art. 343. plufieurs corollaires, dont nous 
indiquerons les plus importans. 

i"". Le diamètre de tout cercle ejlàla circonférence comme 7 i 22 i peu 

frès icariefià^l^ou-Y comme 7 à 22. 

2*. Si défi le diamètre et un cercle^ fon aire fera -— — :car comme 7 

14 

cft à 22 , ainfi le dÎMiétre (f efl à la circonférence —j & fi le rayon — 

efl: multiplié par la demi-circonférence —, le produit iî^ fera l'aire, 

par le corollaire 4 de l'art. 311. 

3^ Nous inférons de ce qui vient iétre dit^ que le diamètre d'un cerick 
étant donné y on peut facilement trouver Taire y ^ réciproquement ^ fans s'em- 
harraffer de la circonférence , en difant, comme le nombre 14 ç/2 4 11, ainfi 
le quarré du diamètre donné efi à faire cherchée ; mais fi Taire efi donnée ^ 6f 
fiilfaiïU trouwr le diamètre ^ il faut prendre Tinverfe de Tanalogte,& dire^ 
somme le nombre 11 efi à 14, ainfi Taire donnée efl à un quatrième nonu 
brey lequel nonérefifra ie quarré du diamètre , &fa racine quarrée h diamè- 
tre même. 

Ee 2 4^ fl 
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4*. Il fuît des deux derniers corollaires, que fi le diamètre d'un cerck 
eji à la circonférence comme a i b , le quarré du diamètre d'un cercle quelcorn 
que fera àfon aire comme 4a i b; & réciproquement Paire fera au quarré du 
diamètre comme b i 4a. 

5**. Les circonférences de tous les cercles font comme leurs diamètres ou de» 
mi-diamètres^ & leurs aires comme les quarré s des diamètres^ ou demi-diamé^' 
très. Car fi ^ & ^ font les diamètres de deux cercles , leurs circonféreo- 

ces feront iîf & ^ ; & le nombre i|£ eft à -2i£ , (en effaçant le dé- 

77 7 7 

pominateur commun 7 & le multiplicateur commun 22) comme i à e. 
De-plus Taire du cercle dont le diamètre eft d eft Uzz par le fécond co* 

rollaire ; & par la même raifon , Taîre de l'autre cercle dont le diamètre 

eft ^ eft ~ ; & le nombre — eft à -^ comme ddkeei donc les cir- 

14 ' 14 14 

conférence^ de tous les cercles font comme leurs diamètres , & leurs aÎJ 
res comme les quarrés de leurs diamètres. Et puisque les moitiés des 
quantités font en même raifon que les quantités entières , & que les moi- 
tiés des quarrés font entre elles comme les quârrès des quantités entiè- 
res , il fuit auffi que les circonférences des cercles font comme leurs demi- 
diamètres y & leurs aires comme les quarrés des diamètres. 

6'. S'il y a trois cercles tels^ que lafomme des quarrés des demi-diamè- 
tres de deux de ces cercles^ efi égale au quarré du demi-diamètre du troifiémei 
je dis cela étant ^ que les aires des deux premiers cercles prif es enfembk fùront 
égales à taire du troifiéme: Car que ^,i,r repréfentent les demi-diamètres 
des trois cercles, & que a*-+Z^*=r*: puis donc que le dçmi-diamètre 
du premier cercle- eft j, le diamètre fera 2a j & le quarré du dia- 
mètre 4^: mais comme le nombre 14 eft à 11 ainfi le quarré ^a eft à 

J^^ ou -^^^ ; par conféquent Taire du premier cercle fera -î?^ par 
le troifiéme corollaire; & pareillement, les aires des deux autres cercles 
feront -^^ & -^^ : mais a* -4- i* =:t* par Thypothéfej donc 

aw* , a2^» _ air* 


7 7 7 

N. B. Ce dernier corollaire n'eft point démontré dans la siéme. pro- 
pofition du fixiéme Livre des Elèmens , comme bien des gens fe Tima* 
ginent peut-être, la démonflxation n'étant applicable qu'à des figures 
reftilîgnes. 

Les problêmes fuivans, qui font très-faciles, feryiront à indiquer quel- 
ques ufages des corollaires qu'on vient de lire. 

Pko- 
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Problème i. 

348. Trwoer h raifort .du diamètre d'un cercle au côté d'un quarrè égal 

à ce cercle. 
Nommez ce diamètre i , & par le fécond corollaire de l'art, précédent , 

Taire de ce cercle fera — à peu près ; & le côté d'un quarré dont l'aire 
eft ~ fera f^— : donc le diamètre d'un cercle quelconque eft au côté 
d'an quarré égal à ce cercle comme i à ^j^* Mais comme cette frac- 
tion — n'efl: pas exadement yraîe , & que fa racine quarrée eft inexpri- 
mable en nombres, pour diminuer Terreur, (car il doit y en avoir) que 
c foit la circonférence d'un cercle dont le diamètre eft i ; & Taire d'un 
pareil cercle , c'eft-à-dire , le produit du rayon multiplié par la demi- 
circonférence fera - x -=~; & le côté d'un quarré égal à Taire du cer- 

de fera A^—: n^^^ fuivant van Ceulen y r=3 .I4r592(îj3(î, & -î 

— 4 4 

» 7853981(534, & Aj-. 88623; donc le diaméjre d'un cercle eft au 

côté d'un quarré égal i Taire de ce cercle comme i à .88623 , ou com- 
me looooo eft à 88623: fuppofons que la raifon foit celle de looooôà 
88625, ce qui ne feroit qu'une erreur de 2 au cinquième rang des ca- 
raâéres , & puis multipliant les deux termes par 8 , la raifon fera celle 
de 800000 à 709000, ou de 800 à; 709; donc comme 800 à 709, ainji 
eji le diamètre d'un cercle quelconque au cote d'un quarrè égal à Paire de ce 
cercle à peu près , en exprimant ce côté par cinq caractères. 

N. B. Si le diamètre d'un cercle eft de 9 verges , le côté d'un quarré 
égal à Taire de ce cercle, pourra fe déterminer à moins d'une centième 
partie de pouce près. 

Problème 2. 

349. Trouver le demi-diamètre d'un cercle , qui comprenne dans fa circonfé- 
rence la valeur d'un arpent de terre. 

Un arpent de terre contient 4840 verges quarrées, & par conféquent 
ce nombre doit déflgner Taire de notre cercle. Dites donc comme 11 à 14 
ainfi4840 à 6160; & ce dernier nombre fera le quarré du diamètre, par le 
troifîéme corollaire de l'art. 347 ; donc le diamètre même fera 78 .486 
verges, & le demi-diamètre 39 .243 verges, c'eft-à-dire 39 verges 8? 
pouces à peu près.' 

Ees Pro. 
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PROBLEMES. 

350. Qu'un fil de longueur âmniefdt ëfpofé iefaçm hfmrn un cerek: 
un demande Faire de ce cercle. 

Que c foit la longueur du fil , & par conféquent le périmètre 
du cercle qu'il s'agit de former, & le diamètre du cercle fera ^Je 

demi -diamètre -^-j & Faire ^. Suppofons prèfentement que le fil 

foit difpofè en forme de quarré , le côté de ce quarré feroit -^ , & iba 

4 

aire -^ , & Taire du quarré feroit à Taire du cercle comme £1 à I?. c'efl- 

à-dire, comme ^ à •^, ou comme 11 à 14: donc. Comme lenorn- 

bre 11 ejl à i^y ainfi Taire comprife par le fil difpofi en forme de quarré à 
Taire comprife par le mime fil difpofé en forme de cercle. C. Q. F. T. 
N. B. Il fuit de la folution que nous venons de donner , que fi c eft la 

circonférence d'un cercle,* fon aire fera |^,& par conféquent que Com- 
me le nombre %S eft à^, ainfi le quarré de la circonférence dtun cercle eji 
à fon aire à peu pris* 

Problème 4. 

351. On demande de partager un cercle donné en un nombre quelconque de 
parties égales j en menant dans le cercle propofé d'autres cercles concentri* 
ques. (Fig. 54.) 

Que ^ foit le centre, &^i^ le demi-diamétre du cercle donné , & qu'il 
faille partager Taire de ce cercle en cinq parties égales au moyen de qua- 
tre cercles concentriques décrits en dedans du premier , & coupant la 
ligne JF aux points B^C^D yE^ c'efl:-à-dire , que Taire du cercle JB^ 
& les aires des anneaux BCyCDjDEySc £Ffoient toutes fuppofées 
égales ; cela étant. Taire du cercle JB fera { du tout, le cercle -4 C J, 
lé cercle ÀD ^ &c. & Taire du cercle -4 F fera à Taire du cercle yiB 
comme 5 à i : mais Taire du cercle JFdtk Taire du cercle JB comme 
le quarré du demi-diamétre ^F efl: au quarré du demi^liamétre ^J3, par 
le corollaire 5. de Tart. 347; donc JF^ efl: à /JB* comme 5 à i : mais 
la grandeur ^F* efl: donnée par la fuppofition ,• ainfi -^5*, &confé- 
quemment^^ demi-diamétre du cercle intérieur font donnés aufii. De- 
même JF dk à JC conune 5 à 2 ; donc JC demi-diamétre du cercle 
concentrique fuivant efi: donné ; & ainfi du refl;e, C. Q. F. T. 

Fxo* 
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Problème 5. 

352. Quiconque fait le tour de la Terre doit nécejjaîrement décrire un plus 
grmd cercle mec fa tête qu^aoecfes pieds: m demande de combien le premier 
de ces cercles furpajje le fécond. 

Que^(i^îg. ss.) repréfente le centre de la Terre, JB fon demi- 
diamètre, BClà ftature du Voyageur, -^C le demi-diamétre du cercle 
décrit par fa tête: que de-plus b repréfente la circonférence du cercle dont 
le demî-diamétre éiAB^ & que c repréfente la circonférence du cercle dont 
le diamètre eft AC^ & c^b fera la différence que nous cherchons, & 
qu'on' peut déterminer de la manière fuivante. 

Par le cinquième corollaire de l'art. 347 , AC eHi jtB comme ch b, 

& (dividendo) jBCeftà AB comme f — î kb; & (^altemando) BC eft 
à r— * comme AB à b. Que d foit la circonférence d'un cercle dont le 
demi-diamètre eft jB C, &B Cfera à d comme AB kb; donc £ C eft à 
i comme J5 C eft à ^ — A } donc c-bz^d; c'eft-à-dire , La tête du Foya- 
geur décrira une ligne plus grande que ne feront fes pieds d'une quantité égale 
à la circonférence d'un cercle dont le detni-^amétre efi fa propre longueur: 
comme fi le Voyageur étoit haut de fix pieds , fa tête fera 37 piedi 
8 $ pouces à peu près plus que fes talons , & cela foit que le demi-dia- 
métre AB foit plus gr^d, ou plus petit, ou égal à zéro. 

Problème 6. 
353. On demande y la profondeur ^ le diamètre de la bafe de quelque vàfe 
cylindrique étant donnés , de trouver le nombre de gallons qu'il contient. 

11 faut obferver ici, qu'en mefurant un-folide,il faut, en prenant fes 
diflPërentes dimenfions, toujours employer la même forte de mefure: 
comme fi une dimenfion étoit prife en pouces , les deux autres devroient 
être prifes de-même, & alors le nombre défignant le contenu de quel- 
que folide fera exprimé par le nombre de-pouces cubiques auquel ce fo- 

Ude eft équivalent. 

Que a foit la hauteur donnée du vafe cylindrique qu'il s'agît de me- 
furer , d le diamètre de fa bafe, & par le fécond corollaire de l'art. 347 , 
le nombre 11^ donnera la quantité de pouces quarrés égale à la bafe, 

& cette aire maltipliée par la hauteur a , donnera Jf-^ , nombre de 
pouces cubiques égal au contenu folide du vafe: mais 282 pouces cubi- 
ques font un gallons «& partant fi le nombre i^, contenu folide du 

vafe, eft divifé par 282, le quotient, favoir 3|^ , exprimera la quav 

titè 
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tité de gallons qui y font contenus. Au-lieu de 3948 , fubftîtuez 3949 , 
ce qui ne fera prefque aucune différence dans un auffi grand dénomi- 
nateur, & la fraftion H^^(en divifant le numérateur & le dénomina* 

^ 394P ^ 

teur par II) fera ^ — : ce qui nous donne la formule fui vante. 

Jprès avoir réduit laprofondeur ^ le diamètre de la bafe en pouces ^tnulti^ 

pliez le quatre du diamètre par la profondeur du vafe , ^ le produit divifé par 

359 donnera le nombre de gallons cherché. 

N. B. La fubftitution de 3^49 à la place de 3948 corrige à peu prés 

7, de Terreur où Ton feroit tombé fans cela , en fuppofant que le quarré 

du diamètre de la bafe efl: à fon aire comme 14 à ii. 

Problème 7. 

354. Mefurerun Cône tronqué^ dont on connoît la hauteur perpendiculaU 
re & les diamètres des deux bafes. 

N. B. Par un cône tronqué j'entends un cône dont le fommet a été 
coupé par un Plan parallèle à la bafe. 

Que le triangle JBC (Ftg. 56. ) repréfente la feftion d'un cône fai- 
te par fon axe AD^Sc que E F foit quelque ligne parallèle à la bafe B C, 
coupant AB enEjACenFySc l'axe AD en d;^\oTs le trapèze 'BEfC 
fera la feftion d'un cône tronqué, dont la hauteur perpendiculaire efl: D^. 
Nommez B C, diamètre de la grande bafe, g; EF^ diamètre de la pe- 
tite bafe, l;&Ddy hauteur du cône tronqué i&: nommez aufli AD^ 
hauteur inconnue de tout le cône, x; Se par conféquent Ad^ hauteur 
du cône qu'il faut retrancher :i; — /& ; & les triangles femblables ABC, 
ÂEFnous donneront cette proportion ; AD dOi Ad comme fi C efl: à 
EFy c'efl:-à-dire , x efl: à x— A comme ^ à /j ainfî en changeant l'ana- 
logie en équation nous avons gx-^ghzzlxy & x, ou la hauteur du cô- 
ne, égal à - ^^ .. Pareillement fi de la valeur de x nous retranchons *, 

g—l 

hauteur du cône tronqué, nous trouverons Jd, ou la hauteur du cône 
qu'il efl: quefl:iQn de retrancher, égale à .-^. Or le contenu folide de 

tout cône fe trouve en multipliant la bafe par le tiers de la hauteur ; ainfî 
puifque la bafe du cône ABCeUUII , &ùl hauteur .^jcncon- 

tenu folide fera JL^ x A x IL ; de-même le contenu folide du cône 

JEF fera JL^ x-|. x^L; retranchez le dernier cône du premier, & 

il 
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il reftera le contenu foli'de du cône ta'Dnqué BEFC égal à€i^ x - x -: 

maislafraâdon?^^:^ peut être réduite à un nombre entier, en divifant 

le numérateur par le dénominateur i & le quotient fera '^g"^Tg7-HZ 
K — X — - Ce qui nous donne la formule fuivante : 

Ajoutez enfemble les quarrés fif le reStangle des deux diamètres donnés ; mul- 
tipliez cette fomme par un tiers de la hauteur donnée^ ^ le produit fera une 
pyramide tronquée de la même hauteur ayant des bafes quarrées dont les côtés 
font égaux aux deux diamètres donnés; & comme le nombre 14. ejl à ii^ain- 
fi cette pyramide tronquée fera au cône tronqué quil s'agiffoit de trouver. 
C Q. F. T. 

N.B. V. Puisqu'un cône ne diffère en rien d'un cône tronqué dont 
la plus petite bafe eft égale à zéro, fi Ton fuppofe le diamètre / égal à zé* 
ro dans la formule précédente, on aura le contenu folide d'un cône dont 
la hauteur eft A , & qui a pour diamètre de fa bafe g : car en ce cas ^ 

gg-^-gl-tlU ix -il devient l^xK. 

2*. Puisqu'un cylindre peut être confidéré comme un cône tronqué 
dont les bafes font égales , (1 Ion fuppofe le diamètre / égal au diamètre 
g dans la formule précédente , on aura le contenu folide d'un cylindre 
dont la hauteur eft *, & qui a pour diamètre de fa bafe g; car 

gP+gTTTlx^ X il en ce cas devient zggx^x-jj^- l^T^S*- 

3°. Si l'on fuppofe que la plus petite bafe d'un cône tronqué croît 
jusqu'à ce qu'elle devienne égale à la plus grande , & fi , d'un autre cô- 
té , l'on fuppofe que la plus grande bafe décroît jusqu'à ce qu'elle de- 
vienne égale à celle qui étoit auparavant la plus petite bafe , le contenu 
folide du cône tronqué fera la même qu'auparavant ; & partant fi la for: 
mule précédente eft jufte,il ne doit y arriver aucun changement en pre- 
nant les quantités g & l Tune pour Tautre; ce qui eft vrai auffij car 
gg'+gl-i'll par ce moyen devient feulement ll-^lg-^ggy c'eft-à- 
dire, refte la même quantité. 

En réfolvant ce dernier problème nous avons fuppofe que tout, cône 
eft le tiers d'un cylindre ayant la même bafe & la même hauteur; ce que 
nous étions en droit de faire, puisque Euclide a démontré cette vérité 
dans la i o^me propofition du dotiziéme Livre des Elémens ; mais com* 
mêles apprentifs Géomètres ont. beaucoup de peine à iè familiarifer av^ec 
la do£b:ine des Solides, je démontrerai cette propofition (dan$ un autre 
endroit) indépendanuxient de tout ce qui a écé dit ici 

Tome IL Ff Lbm^ 
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355* Qy^' A.BrÇ^^;^^ ^fp^^ y^J^}M&^^ cmpris èrOre deux lignes dr^tes 
Ah & ACJè coupant à angles droits ^ S une ligne vtmrbe ^ comme BC^ 
coficùve- vert A%; S'- que de deux points D éf E dans la ligne ABon mené 
les lignes DF 0^ ^ G parallèles à la b<nfe AC, ^ .terminées dans la cour- 
be aux points F (^ G: fi F on achève enfiiite le parallélogramme D E G H , // 
fera clair que Tefpace mîxti-ligne DEGFfe trouvera être plus grand que le 
parallélogramme D E G H. Mais ce que je me propofe de démontrer ici ejl , 
qu'en fuppofant que la ligne "EéGfe meut vers DF dans unefituation toujours 
parallèle à elle-même y ^ coïncide à la fin avec DF, plus. E G approchera 
de D F , plus la raifi)n de Tefpace mixtuligne HE G Y au parallélogramme 
D E G H approchera de la raifon d* égalité , £5^ coïncidera enfin aoec cette 
dernière raifon quand G E coïncidera avec D F, 

Car ayant achevé le parallélogramme GHFKy le parallélogramme 
D EKF fera au parallélogramme DJEGjff fur la mêmebafe, comme 
/)f eft à EG] donc Telpace mixtî- ligne DJEGjFfera au parallélogramme 
DEGHen moindre raifon que ceUe de Di^à G£ j c'eft-à-dire , quoique cet 
'efpaceibit plus grand que ce parallélogramme, cependant la raifon du pre- 
mier ail dernier eft une raifon plus petite que celle de DFiEG: mais 
plus la ligne EG approche de jDF, plus la, raifon de DFkÈG approche de 
la raifon d'égalité, & deviendra enfin cette raifon quand EG coaicidera 
avec DFi donc k fortiori la dernière railbn de reQïace mixti- ligne ZJiG/' 
au paralfélogramme DEC H fera une raifon d'égalité. 

Il fuit èe-lày que fi Vonfuppofe la Hgne AB divi/ée en un certain nombre 
de parties, telles que DE^ ^ qu^onfajffè de ces parties les bafes d'autant dé 
parallélogrammes infirits , tel qu'efi le parallélogramme D G , plus le nombre 
Je ces parallélogrammes fera grand y plus lafomme de tous les efpaces mixti-li^ 
gnes DE G F, c'efi-à-dire^ tout Fefpace curvi-ligne ABC approchera de 
la fomme de tous les parallélogrammes infcrits ; £5^ fi nous fuppofons que les bafes 
de ces parallélogrammes diminuent ^ £5^ que par ce moyen leur nombre augmen* 
te à Tif^nu ils rempliront tout Tefpace mixti-ligne ABC ide-forte que Tef 
pace ABC fera enfin à la fomme» de tous les parallélogrammes infcrîts en 
raifon et égalité J Car JaifFant-là les parties infiniment proches du point 
ji^interfeûiôn 5, qui ne font d'aucune conféquence dans le calcul, 
que le parallélogramme DEGH foit celui qui de tout le refte dif» 
fére le plus de fon efpace mixti-ligne correfpondant DEGF; & il 
en réfultera que Tefpace mixti-ligne JBC fera à la fomme de tous 
les parallélogrammes infcrits en moindre raifon que celle de Tefpace 
DEGF i Tefpace DEGH: mais cette raifon même devient à la fin 
■ ^ - - • une 


^ 


une laif^n 4'égidUé rqwft^ i>£ :^ ifijimment peâte^f^iu^jj^i^H^^me; 
d'où il fuie à fcTtiori que la dernière raifon de TeTpace mizti-ligne 
ABC à la fomme de tous les parallélogrammes infcrits fera une rat*> 
fan d'égalité* 

Je me fuis cru obligé de démontrer cette propofîtion rlf^Cp^ qilg bien^ 
dès gè|is affeûént^d'en révoquer A tloute la vâité , ibus prétexte que 
quoique la diSférence. entre quelque pâraUébgramme particulier & fou. 
efpace mizti-llgne corre^ondant , foie reconnue infiniment petite quand 
h bafe eft telte , il nu laifle pas d*étre vrai qu'un nombre infini de ces dif- 
férences peuvent former une diflPérencefifeie; ^ fi delà efl, ajoûte-t-on^^ 
comment tout l'elpace curvi-lîgne pourra- t-il être à la fomme de tous les 
parallélogrammes en raifon d'égalité ? Jfe réponds , qu'il appartient à la 
Géométrie de déterminer fl un nombre infini de différences infiniment 
ipetites, forme une quantité finie ounon;&ilparoîtparladémonilratioii 
que nous venons de donner, qu'elles n'en forment ps^ une j mais que la 
iomme de toutes les différences va en diminuant à mefure que leur nom<* 
bre augmente 9 & à ja fin devient légale à zéro quand leur nombre eft infini. 

L £ M M B. {Fig. 57.) 

%S6. Suppofant la ^e A B immobile ^ concevms que tout T efpace A fi C 
tourne autour de cette ligne de façon à décrire par ce mouvement unfolîde qui 
ait pour axe A B , 0* pour demi-diamètre de fa bafe A C , (^ les paralléloh 
grammes infcrits décriront en même tems par leur mouvement commun autant 
de lames cylindriques très-minces y lesquelles prifes toutes ehfemble ^feront plus 
petites que le folide formé par T efpace ABC ^mais plus leur nombre fera grande 
plus leur fomme approchera de f égalité relativement au fôlide , jufqu'à ce quç 
kur nombre étant infini 9 elles fe terminent dans la fuif ace courbe Ai folide. 

Car achevant le parallélogramme G HFK comme cî-deffus , la lame 
produite par le parallélogramme DK fera à la lame produite par le parais 
lélogramme D G , comme le quarré de D F eft au quarré de EG , tou^ les 
cercles étant entre eux comme les quarrés de leurs demi^iamétrès ; c^^^iî 
pourquoi la lame produite par le mouvement de Tefpace mixti-ligne DKGF 
fera à la lame produite par le mouvement du parallélogramme DG en moin- 
dre raifon que celle de DF^ iEG*: mais quand Z> & £ coïncident , la ligne 
DF fera égale à ÊG , & le quarré de DF égal au quarré de EG j donc en ce 
,cas , chaque lame cylindrique en particulier fera la même avec une lame corr 
refpondante du folide j & (componendo) toutes les lames cylindriques con- 
ilitue'ront le Tolide même, G'eft ce qu*on peut prouver auffi en appli- 
.quant au cas préfent la.démçNttflxation du dernier lemme. Ainfi nousfom- 

Ff2 mes 


i2j EtÊMENS D» AL GEBRÊ." 

mes endréîf-ilèfiippofer que des folides 'rdbds , produits è^hmèiné' 
ifaaniére que celui-ci, font comporés d'un nombre infini de lames cylin- 
driques infiniment minces: Et la même obfervation convient au cme: car 
fi l'on fuppofe que BC ejl une ligne droite^ Tefpace ABC fera m trianr 
ghy & la figure produite un cône. 

' Si mfùUde efi compofé.à'un nombre fini Je lames prifmatiques ou cylindri- 
^es^ dont les diamètres vont en dicroiffant à mefure qu'elles s'éloignent de la 
bafe^ laft^ace Sun pareil folide doit néceffaUemtnt s'élever par degrés: mais 
fhs ces lames élémentaires font minces ^ moins ces degrés auront de rebord^ de^ 
forte qu'elles formeront Unefurface unie dès que leur nombre fera infini. 

Théorème. 

r 

. 357. Tous cônes îfofcéles d'égales hauteurs font comme leurs bafes; c'eft- 
k'dire , le contenu folide d'un cône quelconque eji au contenu folide d'un autre 
çone légale hauteur^ comme la bafe du premier cône ejl à labafe du dernier* 
♦ N. B. Par un cône ifofcéle f entends un cône dont la bafe ejl un cercle ^ ^ 
dmt le fommet ejl par-tout également éloigné de la circonférence de la bafe ; ^ 
par une pyramide ifcofcéle f entends une pyramide , qui a pour bafe un polygone 
régulier^ ^ dont le fommet êjl également éloigné de tous les angles de ce po- 
fygonç: enfin par des prifmes É? des cylindres îfofcéles j'entends des prifmes ^ 
des cylindres qui ont des polygones égaux S réguliers ($ des cercles pour hafes^ 
Êf qui font conjlitués de façon qu'une, ligne droite joignant les centres dé leurs 
deux bafes leur ejl perpendiculaire. ' 

Soit JBC {Fig. 58.) un triangle-reftangle en B, & qu'après avoir 
prolongé la bafe 5 C jusqu'au point Z), on joigne JD j qu'on mène auffi 
dans le triangle la ligne EFG paralle'/e à la bafe 5 CD, de-forte qu'elle 
'coupe'^5erf JS, dC en F,.&^DenGî cela étant, £FferaàBC 

* • • 

comme £ G. eft à ^Z), puisque les unes & les autres font comme AE à 
'^5'à'caufe des triangles femblables ; donc (altvrnando) E F fer^ a E G 
commeBCkBDy&EF^ à^EG* comme 5C* kBD\ Ceci pofé , qu'on 
conçoive le triangle ^2? D fe mouvant autour du côté fixe ^5, de façon 
à foirner un cône dont Taxe éft ylB: cela étant , le triangle -rf^C pro- 
duira un autre cône ayant la même hauteur commune JB. Confidérons 
'ces deux cônes comme formés d'un nombre infini de lames cylindriques 
infiniment minces ,'& que £F, par exemple, repréfen te Je demi-diamé- 
tre de quelqu'une de ces lames appartenant au cône ^5 Cj en ce cas EG 
fera le demî-diamétre d'une lame correfpondante appartenant au cône 
ABb^ & la latne dont le demi-diamétre dk EF fera à la lame dont le 
'demî-diamétre efltÊG (ayant toutesdeux la même épaîfleur) comme £/^ 

*à £G* ou (fuivant ce qui a déh éié démontré) comme J5 C* à BD^'; 
^ ^ ^ ^ c'eft. 
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c*eft-à-dirë, chaque lanïe psuticuliére du cône JBC fera à une lame fem* 
blable ABD comme la bafe du premier cône efl à la bafe du dernier: 
mais les plans ABC & ABD peuvent être conflitués de façon à produi- 
re deax cônes ifofcéles quelconques de même hauteur ; donc fî les hau* 
teurs de deux cônes ifofcéles font égales, ces cônes feront l'une à l'au- 
tre comme leurs bafes. C. Qj F. D. 

Théorème. 

358. Toute pyramide ifofcék ejl égale à un cône ifofcéle, fi leurs bafes 
font égales j (^ que leurs hauteurs f oient égales aujjt. 

Que P repréfente quelque pyramide ifofcéle, & C un cône irofcéle, 
dont la bafe & la hauteur foient égales à la bafe & à la hauteur de la py« 
ramide : je dis cela étant que la pyramide P fera égale au cône C. 

Pour le démontrer , concevons que la pyramide P a un cône infcrît , 
de façon à toucher chaque côté de la pyramide en autant de lignes de 
contaft, & repréfentons-nous la pyramide circonfcrite, & par confé- 
quent le cône infcrit , comme conflflant en un nombre infini de lames 
infiniment minces ; & chaque lame de la pyramide circonfcrit fera à la 
lame correfpondante du cône infcrit , comme la bafe de la pyramide eft 
à la bafe du cône. Car le plan de chacune des lames qui conftituent la 
pyramide fera un polygone femblable à la bafe , & le plan de chacune 
des lames correlpondantes qui conftituent le cône infcrit , fera un cercle 
ihfcrit dans un tel polygone ; donc ( componendo ) toutes les lames qui 
conftituent la pyramide P feront à toutes celles qui conftituent le cône r, 
c'eft-à-dire, toute la pyramide P fera à tout le cône c, comme la bafe 
de P eft à la bafe de c : mais le cône c eft au cône C d'une hauteur éga- 
le , comme la bafe de ^ eft à la bafe de C. Puis donc que P eft à r comme 
la bafedeP eft àla bafe de (:,& que c eft à C comme la bafe de r eft à la 
bafe de C, il s'enfuit {ex aquo) que P eiHC comme la bafe de P eft à la 
bafe de C;mais la bafe de P eft égale à la bafe de C par la fuppofition : 
donc la pyramide de P, dont la hauteur & la bafe font égales à la hau* 
teur & à la bafe du cône C , eft égale à ce cône. C. Qj F. D. 

Corollaire. 

Il fuit de-là^ que f oit qu'on compare enfemble des cotieSy ou des cônes avec 
des pyramides , ou des pyramides entre elles , tous ceux de ces différens corps 
qui auront des hauteurs égales feront Tun à Vautre comme leurs bafes. Car Jes 
cônes ont cette propriété par le dernier article ; & par celui-ci , les py- 
ramides font égales aux cônes , dont les hauteurs & les bafes font égales 

FfS à 
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à celles des pyramides : Je parle dès pyraimctes iTofcéles & des cbnei ^ 

i&fcéles. 

S c n L I E« 

Comme le contenu folide d'un prifme ou d'un cylindre dune hauteur perpendicubî^ 
re donnée dépend de la grandeur y^ point de la figure de la bafe , ainji par la démon • 
Jiration de cette propojttion il paraît , que le contenu folide dune pyramide ifofcile 
ou iun cône d'une hauteur perpendiculaire donnée dépend de la grandeur » {? 
point de la figure de la bafe: que la hautear perpendiculaire & Taire de 
la bafe foient les tnêmes^ & la quantité du folide reftera la même, foie 
que la bafe ait la forme d'un triangle, ou d'un quarré, ou d'un polygo- . 
ne , ou d'un cercle. Il fera parlé des autres pyramides & cônes dans la 
fuite Je cet Ouvrage. 

L E K X E. 

359. Concevons que fi du centre de quelque cube font menées des lignes 
droites à tous fes angles , le cube fera difiingué par ce moyen en autant de 
pyramides ifofcéles égales qu'il a de côtés , favoir (5, dont les bajes feront les 
faces du cube y ^ dont lefommet commun fera dans le centre. 

Car fî d'un point fitué au-deiTus de quelque figure plane re6tiligne » on 
mène des lignes à tous les angles de la figure y & qu'on conçoive enfiiite 
tous les interflices de ces lignes remplis de plans triangulaires » la figure 
folide ainfî renfermée fera une pyranûde ; donc au moyen des lignes 
décrites d-defTus , le cube fera difiingué en autant de pyramides qu'il a 
de côtés : or D eft bien clair que ces pyramides doivent être égales & 
ifofcéles : car premièrement leurs bafes feront toutes égales par la natu* 
rc du cube; & en fécond lieu, leurs hauteurs feront égales par la fitua- 
tion du centre, qui efl fuppofé également éloigné de tous les côtés du 
cube; & enfin , comme ce centre doit aufli être également éloigné de 
tous les angles du cube , il s'enfuit que ces pyramides doivent toutes 
être ifofcéles- C. Q. F. D. 

X!0R0LLAIR£. 

Chacune de ces pyramides fera lafixiéme partie de tout le cube. 

Théorème. 

360. Chaque pyramide ifofcile ou cône efi; un tiers d'un prifme if of cèle ou 
tylindrcy ayant une bafe égale y & une égale hauteur perpendiculaire. 

Que a foit la hauteur d'une pyramide ifofcéle ou cône , & que b foie 
Faire de fa bafe en déterminant l'une & l'autre comme il a été dit dans 

l'art. 
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fart. 353 : concevons aaffi an cube dont le côté ^ e'èftà-dire dotit le câté da 
côté qui lui fert de.bafe,<f5it aajcela étant; 441* fera Taire dé la bafe,& 
ja^ le contena folide-dë ire^ube: & fi da centre du cube on inbagine des 
lignes menées aux quatre angles de la bafe., elies feront les lignes, esté* 
lieures d'une pyramide ifofcéle dont la bafe ^ la même que la bafe da 
cube 9 favolr, 4aS & dont la hauteur perpendiculaire ella; donc le 

contenu folide de cette pyramide fera -^ ou -^ , par le corollaire du 

dernier article; mais comme cette pyramide a la même hauteur a que 
la pyramide propofée, ces deux pyramides feront Tune à l'autre comme 
leurs bafes, par le corrollaire du pénultième article; on pourra donc 
avoir aifément le contenu folide de la pyramide propofée , en difant , 
comme 4a* , bafe de la pyramide dans le cube , elî à 3 bafe de la pyra- 
mide propofée , ainfî Jl^ contenu folide de la première, à une quatrié- 

me grandeur , favoir ~ , qui fera le contenu folide de la dernière ; 
donc le contenu folide d'une pyramide ifofcéle ou cône dont la bafe eft 
*,& dont la hauteur eft j, fe trouvé être -^: mais !e contenu folide 

d'un prifîne ifofcéle ou cylindre ayant une égale bafe & une égale hau- 
teur tHaby donc chaque pyramide ifofcéle ou cône efl un tiers d'un 
prifme ifofcéle ou cylindre ayant une égale bafe & une égale hauteur 
perpendiculaire. C. Q. F. D. 

Corollaire i. 

Le amienu folide étime pyramide ifofcéle ou iun cône ifofcéle fe trouve en' 
tnultipHant Paire de la bafe par le tiers de la hauteur perpendiculaire j m bien 
en multipliant Faire dé la b^fepar toute la hauteur, ^ puis en prenant U 
, tiers du produit. 

Corollaire 2. 

Toutes les pyramide ifof cèles & cônes if of cèles fur d! égales hafes fora com^ 
me leurs hauteurs. 

L £ M M E. 

361. Si une pyramide d'une efpèce quelconque efi coupée par un plan paral- 
lèle à fa bafe y la grandeur de lafeStionyOu (ce qui revient au même) la gran- 
deur de la bafe de la pyramide retranchée^ fera toujours la même, que lafigu^ 
re de la pyramide foit ce qiieïle pourra , auffi longtems que la bafe ^ la hàU'- 
teur perpendiculaire de h pyrajfiide totale, ^ lahauteur perpendiculaire de lajiyrat 

mi* 
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mide retranchée rejleront les mêmes : aaqtiel cas la iiftmce perpendiculaire entre le 
plan ie4afe£lion (f le plan de la bafe fera auffi la même. (Fig. 59.) 

Que J foit le fommet de la pyramide , & £ C un des côtés de fa ba- 
fe ; qae de-plus les lignes AB Se AC foient coupées par le plan de la 
feftion aux points D & £ refpedlivement , & que AFG foit la hauteur 
perpendiculaire de toute la pyramide , coupant le plan de la feûipn en 
jF, & le plan de la bafe en G, prolongés lun & l'autre s'il le fautrjoi- 1 
gnez FD^ FEj GB^ GC: cela étant, puisque la bafe de Ja pyramide 
retranchée doit toujours être femblable à la bafe de la pyramide totale, 
dont DE&BC font les côtés homologues j & puisque toutes les figures 
planes femblables font Tune à l'autre comme les quarrés de leurs côtés 
correfpondans par la 2oéme propofition du fixiéme Livre des Elémeris, 
il s'enfuit que la bafe dont le côté eft D £ fera à la bafe dont le côté eft 
B C comme DE* k BC*y c'eft-à-dire , à caufe des triangles femblable* 
comme AD* eft à AB* , ou comme A F* eft à A G*. Puis donc que 
comme A G* eft à AF^ , ainfi la bafe de toute la pyramide eft à la bafe. 
de la pyramide retranchée , auffi longtems que les trois premières quanti- 
tés refteront les mêmes , la dernière reftera la même auffi. C Q. F. D. 

COROLLAIRB. 

Puisque le nombre des côtés de la pyramide n'entre pour rien dans la démon- 
Jlration de cette propofition , qui fe trouve également vraie quel que foit le 
nombre des côtés j il faut aufji qiCon puijfe l'appliquer au cône y qui n*ejl au- 
tre chofe quune pyramide d'un nombre infini de côtés ^ que le cône foit de Vef 
péce qu'il pourra; c'efi-à-dire^foit que A G ^ hauteur perpendiculaire du cône, 
paffe par le centre de la bafe ou non. 

Théorème. 

* 

362. Si un prifme ou un cylindre de quelque efpéce que ce foit font décrits par le 
mouvement d'une figure plane montant uniformément dans une pqfition horizon^ 
taie jusqu'à une hauteur donnée y la grandeur du foîide produit ainfi fera la 
même , foit que le plan monte direStement ou obliquement à la même hauteur ; 
^ par conféquent tous prifmes ^ cylindres d'une efpéce quelconque j qui ont 
d'égales bafes ^ d'égales hauteurs perpendiculaires , font égaux , foit que leur 
fituation fur ces bafes foit droite ou inclinée. 

Pour faire mieux concevoir ceci , fuppofons que le plan , qui doit fe 
mouvoir , ne monte pas toujours , mais tantôt monte perpendiculairer 
ment , & tantôt fe meuve de côté , & cela alternativement : il eft clair 
alors 9 que la quantité d'efpace folide, ou plutôt la fomme de tous les 
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efpaces folides ainfî décrits , ne fera pas plus grande que fi le plan s'etoic 
"élevé tout le tems perpendiculairement jusqu'à la même hauteur. Que 
les tems de ces mouvemens alternatifs foienc diminués & leur nombre 
augmenté à l'infini , ce qui produira un mouvement oblique uniforme^ 
& le folide formé par ce mouvement fera égal à un folide formé par un 
mouvement perpendiculaire du même plan jusqu'à la même hauteur. 
C £. F. D. 

N, B. Ce qui vient d'être démontré au fujet des prifmes & des cylin- 
dres, peut facilement être éclairci, en donnant à quelques jeux de car- 
tes pofés d'abord direftement l'un fur l'autre une fituation oblique : car 
cette fituation fera voir clairement, que ni labafe, ni la hauteur per- 
pendiculaire, ni Ja quantité du folide ne fauroient être afFeftées par ce 
changement; mais que. plus les lames génératrices feront minces, plus le 
fplide oblicjue qu'elles repréfenteront fe trouvera vrai. 

Theo&bme. 

363. Toutes les pyramîJes S tous les cônes de quelque efpéce que ce fait y 
qui ont légales bafes ^ d'égales hauteurs perpendiculaires , font égaux entr' eux. 

Pour le prouver, concevons deux figures planes (il n'importe qu'elles 
foient femblables ou non) qui s'élèvent enfemble d'un même niveau , l'une 
direftement,& l'autre obliquement, mais toutes deux dans une poCtion 
horizontale , & toujours au même niveau ; & qu'on fe repréft nte ces 
plans comme diminuant en grandeur à mefure qu'ils s'élèvent , deforte 
que chacun d'eux fe termine enfin en un point j il fera clair alors que iî 
les corps qui ont été décrits ainfi font des pyramides ou des cônes ayant 
d'égales bafes & d'égales hauteurs perpendiculaires, les plans 9 qui les 
auront décrits , feront non feulement égaux l'un à l'autre d'abord , & 
deviendront des quantités évanefcentes quand ils feront à d'égales hau- 
teurs , mais iront auffi en diminuant de façon à être égaux l'un à l'autre 
à toutes les hauteurs quelconques ; c'efi: ce qui paroîc manifeftement par 
le pénultième article ; & partant les folides décrits pv ces plans doivent 
néceflairement être égaux. C. Qj F. D. 

Corollaire 

Il fuît de-là que tout ce que nous avons démontré au fujet des pyramides ifo- 

fcéles , des cônes , des prifmes Ç^ des cylindres relativement à la raifon que ces 

corps ont entre eux y convient également à tous les autres y quelle que f oit leur 

figure : comme y que tmtes les pyramides 6? tous les cônes fur des bafes égales 

font comme leurs hauteurs; que toutes les pyramides Êf tous les cônes de même 

Tome IL G g hau- 
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hauteur fim comme leurs bafes; & que chofie pyramide ou cône ejl k tiers 
if un prifme ou cylhidre , ayant, une bafe égale (^ une égale Aameur fer- 
fetiàculain. 

L £ M X £• ÇFig. 66.) 

364. Que AB CD rèpréfeme un t^uarré dont la bafefoit AD, & la dia- 
gonale hC; fif que du point A comme centre ^ à Pintervalle AB, on décria 
ve le quart de cercle B AD: qu'on mène aujfi la ligne EFGH ou EGFH 
quelque part au dedans du quarré^ parallèle à la bafe AD, coupant le côté 
.AB en E, le quart de cercle BD en F, la diagonale AC tf» G, & le côté 
oppofé CD en H 9 & qtion joigne A F: je dis cela étant que le quarré de EF 
j^ le quarré deEG ajoutés enfemble feront toujours égaux au quarré de EH. 

Car les triangles JBC& AE G font femblables , comme ayant un an- 
gle en J commun , & les angjes en B & en £ droits ; donc E G fera 
à EA comme BC eîtk BJ; mais la ligne 5 C eft égale à BJy par la 
nature du quarré; donc EG fera égaJe à EA^ & £ G* à £^» ,& EF*^ 

--hEG^kEF*'+EA'=zJF'=zJD'=:EH^yQ'QM'àke,EF^'+EG^ 
^EH\ C.Q.F.D. 

T H £ O K £ M E. 

365. Toute fpbére vaut les deux tiers d*un cyUnire circonfcrit , c'ejl-à-dire , 
i'un cylindre qui la -contient exactement. 

-Car fiippofant toutes chofes comme dans le dernier article (Voyez 
Bg. 60,) concevons préfentement que le quarré v^ 5 Ci) tourne autour 
de fon côté fixe AB deforte que le quarré produife un cylindre , le 
^uart de cercle la moitié d'une fphére , & Je triangle AB C un coneren* 
verfé; & que ce cylindre & conlequemment te cône & la moitié de la 
iphére foient confidérés con^me compofés d'un nombre mfini de lames 
cylîndrîqjaes-infimment minces: en ce cas fi jE^repréfente le demi-dia- 
mètre d'une de ces lames appartenant au cylindre, £ G fera le demi- 
diamétre de la partie de cette lamé qui fe trouve d^s le cône ^ & EF 
le demi -diamètre de la partie de cette lame qui eft dans la moitié de la 
fphére ;& comme (par le dernier .article) le quarré d^ £F& le quarré de 
ÈG font enfemble égaux au quarré de £//", il fuit du corollaire 6 de 
Tart. 347, que les deux cercles dont ks demi-diamétres font EF&EG 
fcnt enfemble^ égaux au cercle dont le demi-dîamétre eft £ H; ce qui 
veut dire en d'autres termes, la ligne £ if ayant été prife à difcrétion , 
que chaque lame particulière du cylindre eft égale aux deux lames cor- 
lefpondantes à la riiême hauteur , dont une appartient au cône & Tautre 
à la moitié de la iphére j donc (componendo) tout le cylindre eft égal au 

cône 


K L E M E W s D'A L G E B R Ê. 435 

fône & à fa moitië de la fphâre énfemble ; mais il a déjà été prouvé que 
le (rone efb un tiers du cylindre » ces deux corps ayant la même bafe & 
la même hauteur , (Voyez art. ^60.) partant la moitié de la fphérc doit 
être égale ma deux autres tiers ^ (feÛ-à-dire , que chaque demi-(phére 
tmt les àtvat tiers d'un cylindre de même bafe & de même hauteur. 

Imaginons préfemement deux demi-iphéres pareilles » & deux cylii>- 
drçs pareils fiir une bafe commune » les deux demi^fpbéres formeront une 
fphére , & les deux cylindres formeront un cylindre circonfcrit à cette 
fphére ^ laquelle par conféquent fera égale aux deux tiers du cylindre 
circonfcrit. C. j^; F^ D. 

H E O R £ M £. 

365. Toute fphére ejl égale à un cône ou à une pyramide ^ dont la hafe efi 
lafurface de la fphére é? dont la hauteur perpendiculaire ejlfon demùdiamétre. 

Pour le prouver, fuppofons qu'un corps terminé par des furfaces pla- 
nés, régulières ou irréguliéres, foit conftitué de façon qu'on puîifey 
concevoir une fphére infcrite, touchant chaque face en quelque point, 
ce qui convient au cube & à une infinité d'autres corps; & du centre 
de la fphére infcrite imaginons des lignes menées à chaque angle du corps 
circonfcrit: par-là ce corps fera diflingué en autant de pyramides qu'il 
a de côtés , & ces côtés ferviront de bafes aux pyramides , dont le fom- 
met commun fera dans le centre de la fphére , & dont les hauteurs per- 
pendiculaires feront les rayons menés aux différens points de conta£l,& 
partant égales : car comme tous les rayons d'un cercle menés aux points 
d'attouchémebt fotit perpendiculaires aux tangentes ;*de-même quand une 
fphére eft touchée par des plans , tous les rayons menés aux différens 
points de contaft feront perpendiculaires aux. plans refpeftifs, qui tou- 
cheront la fphére. 

Soit r le rayon de la fphére, & que j, A, r,rf repréfentent les quanti- 
tés ou aires des différentes faces du corps Circonfcrit j & les contenus 

folides des pyramides dont ce corps eft compofé feront ~ , iL , j£!L ,^ , 

3 3 3 3 * 

& la fomme de toutes ces pyramides, ou le contenu folide du corps, fera 
ar^br-4'Cr-\'dr Suppofons a-+3-+(r-+rf=j, c'eft-à-dire , que s dé- 

3 

fîgne la furface entière du corps circonfcrit , & fon contenu folide fera 
— : mais -^ eft le contenu d'une pyramide dont la bafe eft j, & 

dont la hauteur perpendiculaire eft r j dont chaque corps circonfcrit à 
une fphére eft égal à une pyramide dont la bafe eft la furface du corps , 

Gg a & 
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& dont la hauteur perpendiculaire eft le demî-diamé tre de la fphére infcrite. 
Concevons préfentement que les tJifFérens angles de ce corps circon- 
fcrit, de-même que fes différens côtés augmentent en nombre , & nous 
aurons toujours un corps circonfcrit à la fphére , quoique fous une au* 
tre forme, & auquel la propriété qui vient d'être démontrée, ne con- 
vient pas moins qu'à Taucre corps : d'où il fuit que fî nous fuppofons les 
angles & les côtés du corps circonfcrit augmentés à l'infini , deforte que 
ce corps ne diffère en rien de la fphére infcrite , la propofition fera auifi 
vraie de la fphére même qu'elle l'étoit auparavant du corps circonfcrit à 
la fphére , favoir , que chaque fphére eft égale à un cône ou pyramide 
dont la bafe eft la furface de la fphére , & qui a le rayon de cette fphére 
pour hauteur perpendiculaire. C. Q^ F. D. 

Théorème. 

367. La furface de chaque fphére eji égale à quatre grands cercles de la 
même fphére. 

N- B, Par k grand cer.:le d*une fphére f entends un cercle produit par la 
feStion d'un plan , qui paffant par le centre de la fphére la coupe en deux demi- 
fphéreSy au-lieu quun plus petit cercle naît de lafeàion d'une fphére tn deux 
parties inégales: ou bien le grand cercle d'une fphére peut être dé-fini vn cercle 
dont le diamètre efi le même que celui de la fphére. 

Que s foit la furface d'une fphére, d le diamètre, & h Taire d'un grand 
cercle de cette fphére; cela étant b fera la bafe d'un cylindre circonfcrit, 
d fa hauteur, &bd{on contenu folide ; donc par le pénultième article, 

Ja quantité ~ fera le contenu folide de Ja fphére : mais par le dernier 

article , cette fphére eft égale à un cône ou pyramide ayant pour tafe 

s furface de la Jphére, & pour hauteur pendiculaîre ^ fon demi-diamé- 

tre, dont le tiers eft -- ; partant i^ repréfentera auffi le contenu folide 

de la fphére : ce qui nous donne l'équation fuivante , favoir : ~ = iM^ 

c'eft-à-dire, s^ifi. C. Q. F. D. 

On peut déduire des trois derniers articles les corollaires fuivans. 

Corollaires. 

368. I®. Comme le diamètre d'un cercle efl à la circonférence^ c^efl-à-dî- 
te y comme y à 22 à peu près ^ ainji efl le quarrè du diamètre iune fphére 
à fa furface. 

Car fupppfant que le diamètre d'un cercle eft à la circonférence comme 
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I à r, & défignant le diamètre d'une fphére quelconque par d^ ci fera^ 
la circonférence d'un grand cercle de cette fphére, puisque comme i eft' 
a c ainfi délt^cd^ multipliez donc*-^ la demi- circonférence par L le 

rayon, & vous aurez — pour aire d'un grand cercle j donc quatre grands ' 
cerclés ou la furface de la fphére , feront cdd: mais commfe i eft à c ainfi 

ddk cddi donc &c. 

2^ D'où il fuit, que La furface de tme fphére efi égale au produit de la 
circonférence d'un grand cercle multipliée par le diamètre de la fphére. Car la . 
grandeur trirf furface de la fphére eft égale à crf circonférence d'un grand 
cercle multipliée par le diamètre d. 

«o^ La furface de chaque fphére ejl égale à la furface convexe d'un cylindre 
circonfcrit. Car fi un cylindre concave eft fuppofé fendu perpendiculai- 
rement, & puis étendu en forme de plan , ce plan fera un parallélogram- 
me , ayant pour bafe la ligne qui auparavant étoit la circonférence de la 
bafe du cylindre , & pour hauteur la même que celle du cylindre ; donc 
comme l'aire d'un parallélogramme fe trouve en multipliant la bafe par 
la hauteur, la furface de tout cylindre doit fe trouver en multipliant la 
circonférence de la bafe par la hauteur du cylindre ; mais la circonféren- 
ce d'un cylindre circonfcrit à une fphére eft égale à la circonférence d'un 
grand cercle de la fphére, & la hauteur d'un pareil cylindre eft égale 
au diamètre de la fphére; donc la furface convexe du cylindre fera éga- 
le à la circonférence d'un grand cercle de la fphére multipliée par ledia- 
mètre, c'eft-à-dire, par le dernier corollaire, t la furface de la fphérç 

infcrite. 

.4». Le contenu folîde de chaque fphére efl égal au produit de fa furface mul- 
tipliée par un tiers du rayon j ou du rayon multiplié par un tiers de la furface. 
C'eft ce qui paroît clairement par l'art. ^66. 

5<». Comme ftx fois le diamètre d'un cercle efl à la circonférence^ c'efl-à- 
dircj comme /\.2 eji à 22 ou 21 à ii à peu pris y ainfi efl le cube du diamètre 
d'une fphére à f on contenu falide. Car fi nous fuppofons que le diamètre 
d'un cercle eft à la circonférence comme i à c, la furface de la fphére 
dont le diamètre eft d fera cdd par le premier corollaire; & cette furfa- 

ce multipliée par un tiers du rayon , ou par un tiers de — , qui eft — ,don. 
jje î£. pour contenu folîde de la fphére : mais comme 6 eft h c ainfi d^ 

6 

gft ^ i^'j donc comme fix fois le diamètre d*un cercle eft à la circon- 

fiérence , ainfi eft le cube du diamètre d'une fphére à fon contenu folidc. 

G g 3 C\ 
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(J*. Le^furfaces de tùiâes les fpbires fom comme les quarrés^ ^ les c(m-^ 
tenus folides comme les. cubes de leurs diamètres ouderm-diamétres. Carfûppo- 
fant que le diamètre d'un cercle eft n la circonférence comme i à c , à 
qu outre cela dSce font les diamètres de deux fphéreà , les furfaces fe- 
ront cd^ & ce^ par le premier corollliire, & les contenus folides feront 

-^ ^ "y" P^^ '^ corollaire précédent: mais cd* cUtk ce^ comme (/*. 

eft à tfS ou comme — eftà-il :&~eftà —comme d^ eft à- 

^' , OU conmie —^ eft à J^. 

Pour faire mieux fentîr fufage des propriétés de la /phére décrites ci- 
deflus , j'ajouterai les problêmes fuivans. 

Problème I* 

369. Trouver comiîen d'acres tçute la furface de la Terre contient. 
Que. le diamètre d'un cercle foit à la circonférence comme d k c^Sl 

que e défigne la circonférence de la Terre ; cela étant — en fera le dia- 

C 

métré , & -i- Ja furface par le fécond corollaire du dernier article. 

Or la circonférence de la Terre eft de 131(530573 pieds mefure d'Angle- 
terre y ou de 24930 milles à peu près, en comptant 5280 pieds par mil- 
le: donc faifant e= 24930., nous aurons ^» =3(521504900. Or comme 
les nombres 7 & 22 ne font pas àflez.exaftspour exprimer Ja raifon qu'a 
le diamètre d'un cercle à la circonférence conjointement avec un nom- 
bre auffi grand que e*, nous empJoyerons la raifon de 113 à 355, qui 
eft bien plus exa6le,âinfi que nous l'avons prouvé dans le (i.fcholie de 

l'art. 179;) c'eft-à-dîre, foit (/=ii3 à ^:=:355» & ~ ou la furface 

c 

de la Terre fera de 1978 J1Î37 milles quarrés: mais chaque mille-quarré 
contient 640 acres ; donc fi l'on multiplie le nombre précédent de mil* 
les quarrés par 640, le produit 126611927(580 fera le nombre d'acres 
cherché. 

N. jS» Il eft aifez indifférent d'être plus exaéi: dans quelque calcul » 
que ne font les data mêmes fur lesquels le calcul eft fondé. 

Problème 2. 

37C>* j5?^^ ^fi i^ diamètre d'une fphére. concave qui tier droit tout jujle un 
gaUon mefure J* Angleterre. - 

Par le cinquième corollaire de l'art. 3 68, comme le nombre 11 eft à 21 

ainft 
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al|i0 eft k co&tenu iblide d'iine fpfaére au cQbe dfii lo|i diamètre: mais 
k .contenu £bUde de notre fphére tfl de 982 pouces cubiques ^ ou un gal- 
lon mefure d' Angleterre par la fuppoiltioa ^ doûc le cube de Ton diamè- 
tre fera de SiZ^i'^ àont h raqne cubique 8 *i35 fera le diamètre même. 
N. B. L'extraéHon de la racine cubique efl énfeignée dans la plupart 
des Livres d'Arithmétique, & dépend de la nature d'un binôme , com- 
me fait pareillement re:itra£tion de la racine quarrée; ainfi pourvu qu'on 
s'attache à bien comprendre cette dernière^ on viendra aifément à bout 
de J'autre: mais l'extradlion des racines de toutes les puiflances Cmples 
fe fait bien mieu^ encore à l'aide des Logarithmes, comme on le verra 
dans la fuite quand nous aurons expliqué la nature & les propriétés de 
ces nombres. 

Problème 3* 

371. Trwoer le poids d'un ghbe Sequ iun pouce de diamètre étant pefi 
dans Fairj en fuppofant qu'un pied cubique de la même forte Seau^ quand le 
Baromètre ejl à une hauteur moyenne^ péfe toutjufiejô libres de Troyes. 

N. B. La livre de Troyes contient 1 2 onces , chaque once 20 deniers , 
& chaque denier 24 grains. 

Si un pied cubique, ou I2x'i2x 12 pouces cubiques 4*eau péfent 

76 livres, le poids d'un pouce cubique fera ^^ - ^^ ^ d'une livre, ou 
f6xi2 X ^^x H gr^^ >g^,j^.j^re,(endivirant le numérateur & le déno- 

minateurpari2xi2>c4)7— grains. Soit préfentement 1^ diamètre d^uncer- 

cle à la circonférence comme dzcy &par le cinquième corollaire de fart. 
368 » comme }e .nombre 6i e£b à r , ainû le cube du . diamètre d'une fphé* 
re eftà fon contenu folide; par conféqueut, comme la quantité 6d efl 
à c ainfi le contenu folide d'un pouce cubique eft au contenu folide d'un 

globe d'un pouce de diamètre , & ainfi eft le nombre ^-^ poids d'un 

pouce cubique d'eau , à ^^ poids d'un globe d*eau d'un pouce de dia- 

métré étant pefé dans fair. -Soit rf= 113 & r =5355, & nous aurons 
2^^=132 .^45, ou 132 ^; donc un globe d'eau d'un pouce de dia* 
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métré étant pefè dans l'air, péfe 132^ grains. 

Dans tout ce calcul on a fuppofé que Les poids des 'corps homogènes 
dans F air font en même raifon Fun à foutre que dans le vuide , 6? par confè* 
^nt en même raifon que leurs contenus folides ; ce qui eft vrai , pourvu 

que 
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que les corps foiént homogènes. Mais pour qa*il ne refte aucune dîffi» 
culte fur cette matière^ que aSib foient les poids de deux corps A&B 
de même efpéce (fuppofons de Teau) étant pefés dans le vuide^ & que 

Teau foit 860 fois plus pefante que l'aîrj cela étant ^^ fera le poids d'u- 

ne quantité d'air égale en volume au corps A^ & g^ fera le poids d'une 

quantité d'air égale en volume au corps B. Or il eft démontré en Hy- 
droftatique, que le poids d'un corps dans l'air n'eft pas fon vrai poids , 
c'eft-à-dire le poids qu'il auroit dans le vuide, mais l'excès de fon vrai 
poids par deflus le vrai poids d'un volume égal d'air ; aînfi le poids du 

corps A^ étant pefé dans l'air, fera j— -^^=r ^^»* P^ ^^ mèmt raifbn 
le poids du corps 5, étant pefé dans l'air, fera ^: mais le nombre , 

^ efl à ^ copime aïb\ partant les poids des corps homogènes dan$ 

l'air feront l'un à l'autre en même raifon que leurs vrais poids dans le 
vuide ; mais les poids dçs corps homogènes dans le vuide font comme 
leurs volumes ou contenus folides ; & par conféquent leurs poids dans 
l'air ont auflî entre eux cette même r^fon. C, Q. F. D. 

Problème 4. 

372- Trouver le diamètre d*un globe en pefant lé globe d^ abord dans Tak^ 
6f puis dans Teau , fans avoir égard à fon poids dans le vuide. 
. Que dfoit le diamètre cherché en pouces (^ en parties de pouce y p le poids 
inconnu du globe dans le vuide ^ q le poids connu du globe pefé dans Vair^ ^ 
t fon poids connu dans Veau^ le poids p étant fuppofé ^ & les poids q ^ r 
étant pris en grains: Cela étant, il paroît par un principe d*Hydroflatî- 
que , dont il a été fait meption dans l'art, précédent , que p^-q fera le 
poids qu'aura dans le vuide un globe d'air dont le diamètre eft rf, & que 
p^r fera le poids qu'aura dans le vuide un globe d'eau de même diamè- 
tre: retranchez donc le premier poids du dernier, & le refte 5— r ex- 
primer^a le poids d'un globe d'eau dont le diamètre eft d étant pefé 
dans l'air: mais les poids de tous les corps homogènes dans l'air font en 
même raifon que leurs contenus folides par le dernier article j& ks con< 
tenus folides de toutes les fphéres font comme les cubes de leurs diamè- 
tres par le fixième corollaire de l'arc. 368 : puis donc que le poids d'un 
globe d'eau d'un pouce de diamètre a été trouvé dans le dernier article 

égal à- 132^^ ou -^^ grains, nous avons l'analogie fuivantej Commf 
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ILîl poids dont Tait d*un globe d'eau dont le diamètre ejl t pouce^eJtàK^'-^i 

foids] dans Tair iun globe ieau dont h diamètre- ejid^ ainji eji i cube du dîa- 
mitre du premier globeà d' cube du diamètre du fécond; donc à? = q — rx -IL ^ 

£? d le diamètre cberchéfera la racine cubique de cette dernière quantité. C. Q. F. T» 

Comme par exemple; fuppofons qu'un globe péfe 156^ grains dans 

l'air, & 77 dans Teau, en ce cas q fera égal à Jj6^, ^=77, j["-r=:79. 

25, & J^^ -7—= -5974587 5 dont la racine cubique ^4224 fera le 

diamètre du globe en parties décimales d'un pouce. Voyez la lére ex- 
périence dans le fcholie de la 4oémepropofîtion du fécond Livre des Prin • 
cipes de Newton* 

Au moyen des logarithmes la pratique de cette opération devient très- 
facile: car Si d'un tiers du logarithme de q— r on retranche le logarithme 
^ •7075^3^3 ^^ fcfie fera le logarithme du diamètre cherché. 

* Le grand avantage de cette méthode eft que non feulement elle fur«^ 
paflè toute autre en prédOon , ma» que fî le globe en quellion n'efl: pas; 
une fphére parfaite , elle donne un diamètre moyen, c'eft-à-dire, un 
diamètre tel que le corps auroit s'ildevenokunefphérep^aite: & quand 
même le corps propofé auroit la forme d'un cube, ou d'cm autre fcdide 
quelconque, régulier ou irrégulier, cette méthode trouveroit le diamètre 
d'un globe de la même grandeur. 

Par une façon i argumenter timte femblablé on peut déterminer le contenu 
folide d'un corps quelconque en pouces cubiques ^ en parties d'un pouce €ubi* 
que , ainf% : que q foit le poids d'un corps dans Pair , é* rfon poids dans teau^ 

tous deux pris en grains: cela étant ^ comme le nombre 2É1 grains ^pids dans 

Tair Sun pouce cubique ieau^ejl i q— r poids dans Tair Sun corps Seau égal 

en volume au corps propofé ^ ainJi ejl 1 contenu folide du premier^ à q — rx ~ 

760 

contenu folide du dernier: ainfi le contenu folide du globe d^s l'exemple 
précédent eft .31283 d'un pouce cubique. 

Si te globe dont le diamètre^ m le corps dont le contenu folide efl* cherché ^ 
ètoit plus léger que Teau^tpie r défigtie la force requifè pour le tenir fous Teau^ 
^ alors le poids de ce corps pourra s^appeller — r , auquel cas le Jigne de r doit 
être changé dans les proportions marquées ci'dejjiis , c'ejl-à-dire , qu'il faut 
mettre CI-+ T aU'lieu J^ q—r. 

Du Sphéroïde. 

, ». « 

373. Si Tonfuppofe une fpbére décomptée en un nombre infini de lames cy- 
Tome il. Hh Im- 
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lïndriques infiniment minces y & que ces lames ^ en gardant leur figure cirofi- 
îairey foienp toutes augmentées ou toutes diminuées en même rai/on y elles for* 
trieront une figure appellée fphéroïde ; ^ ce fphérdide fera plat ou oblong, fui* 
vont que les lames génératrices feront augmentées ou diminuées. Que ceux 
de nos Lefteurs, qui ignorent la nature de relJipfe, prennent ceci (s'ils 
le veulent bien) pour la définition du fphéroïde. 

Il fuît de cette définition 

Premièrement, Que chaque fpbérdîde eji à une fphére fur le mSme axe ^ 
comme une lame quelconque dans le premier de ces corps cfl à une lame pareil* 
le dans le dernier ^ bien entendu que cette féconde lame f oit précifément celle 
qui a aidé à former la première ; ou comme un nombre quelconque de lames dans 
le premier corps efi au mime nombre de lames pareilles dans le fécond, c'efl^ 
à-dire , comme une portion quelconque du premier corps comprife entre ckux plans 
parallèles perpendiculaires àfon axe, efi à une femblable portion du dernier. 

Secondement, Que chaque fpbérdde , auffi bien que chaque fphére , vaut 
les deux tiers d'un cylindre . circonfcriP. Car quoiqu'un fphéroïde Ibît plus 
grand ou plus petit qu'une fphére fiir le même axe , le cylindre cîrconi- 
fcrit au fphéroïde fera proportionellement plus grand ou phis petit que 
le cylindre circonfcrit à la fphére : car ayant la même longueur, ces deux 
corpa feront conmie leurs bafes ; c^eft pourquoi le fphéroïde aura la même 
raifon au xylindre qui Jui efi circonfcrit, que la fphére a au cylindre 
circonfcrit à la fphére. 

L £ M M £. 

- 374. La corde d'un arc circulaire efi une moyenne proportioneUe entre le 
finus verfe de cet arc ^ le diamètre. 

QUû AB C (Fig. 61) foit un demi-^cercle dont lediâmétre eft AC : après 
avoir déterminé à difcrétion un arc tel que JB, menez la ligne droite 
^5,. qui fera la corde de cet arcj mener auflî -B Z) perpendiculaire au 
diamètre AC en Z), & la Hgne interceptée -^D eft ce qu'on appelle le 
finus verfe de Tare AB. Il s'agit donc de démontrer, que la corde AB 
eft une moyenne proportioneUe entre le finus verfe AD & tout le diamè- 
tre ^C: & c'eft ce qui n'eft guéres difficDe, fi Ton mène l'autre corde 
B C j car en ce cas le triangle AB C fera re£tangle en B , cpmme étant 
dans un demi-cercle, & partant fera femblable au triangle-reélangle^^Oi? ; 
donc AD fera à AB comme AB à AC. C. Q. F. D. 

i 

PROBtEMS S. 

■375. Trouver le contenu folide d'une moitié de fphére tronquée, ou d'un de- 
iiinfphérMe tronqué, compris entre un gratd cercle perpendiculaire à leur axe 

ET 
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€f quél^ autre cercle plus petit parallèle à ce grand cercle y les deux bafes 
eppofées ^ la hauteur du corps tronqué étant données. 

N. B. Comme UAD défîgne quelquefois le quarré de JD^ ou un 
quarré donc le côté ékADy ainfi dans cet article & dans quelques au- 
très fuivans, nous ne nous ferons aucun fcrupulede défigner par Ç)dD 
faire d'un cercle dont le demi-diamétre diADy par 2(S>AD deux cer- 
ties pareils 9 &c. 

Soit ABCD (Fig. 66) un quarré dont la bafe efl: JD , & la diagona- 
le AC; & que du point A comme centre & de l'intervalle AB foit dé- 
crit le quart de cercle BAD; menez auflî quelque part dans le quarré la 
ligne ^FG/f parallèle k AD, coupant AB en E^le quart de cercle en 
F y la diagonale en G, & le côté oppofé CD en H. Enfuite, concevez 
que toute la figure fafle une révolution autour de fon côté fixe AB: en 
ce cas le quarré formera un cylindre, le quart du cercle la moitié d'une 
lphére,le triangle -^5Cun conerenverféj&l'efpacecurvî-ligne^jE/^'D 
une moitié de fphére tronquée : corps dont il s'agit de trouver le conte- 
nu Iblide, connoiflant la grandeur de AD & de £ -f demi-diamétres des 
deux bafès oppofées, & celle de AE hauteur du corps tronqué. 

11 a été démontré dann'art, sôj^me, au moyen de cette même con- 
ftruélion , que la demi-fphcre formée par la révolution du quart de cer- 
cle u4 S D , & le cône formé par la révolution du triangle ABC étoient 
enfemble égaux au cylindre formé par la révolution du quarré AB CD, 
& les raifons par lesquelles cette égalité a été prouvée en cet endroit , 
prouvent femblablement que le corps tronqué formé par le mouvement 
de Tefpace AEFD & le cône formé par celui du triangle i^£ G feront 
enfemble égaux au cylindre formé par la révolution du parallélogramme 

AEHDimm le cône formé par le triangle AEGeiï égal à©£Gx — ; 

& le cylindre formé par le parallélogramme AEHD efl égal à QAD 

jé P — AP 

xJE = 3QJDx ^=20^Z)-+ QEH^^' donc fi l'on déûgnepar/ 
le contenu folide du corps tronqué, nous aurons Téquation fuivante, 
/-l-©£Gx~=:20^Z)-+©£irx:i^}tranfpofez0£Gx^ , & 

3 -3 3 

VOUS aurez /= aO^D-t QEH-'Qt. G x -r-i mais pat le 3(Î4énie ar- 

ticle, & par le fixiéme corollaire du 347^1», QEH=QEF--^QEG ; 
donc QEH-OEG = QEF : fubftituez 0£i^ au-lieu de OEH 

— 0£G dans l'équation précédente (f=2'0AD-i-Ç)E H- QEGx — ) 

& vous aarez/= 2QAD -i- 0£ Fx ~: au-reîie ce calcul fuppofe que 

Hh 2 le 
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Jefolîde pri)pQfé eft uncdemi-fphéretronquée, Suppofons prdfeûtement 
le folide/compofé d'un nombre infini de lames cylindriques infiniment 
xninces parallèles à fa bafe , & que ces lames , confervant leur figu- 
re circulaire , fe trouvent toutes diminuées en quelque raifon donnée , 
par exemple de r à j; cela étant, il eft clair que le folide/ fera un 
demi-fphéroïde tronqué , & qu'il fera diminué en raifon de r à x ; mais 

alors la quantité iQAD^QEF x — fe trouvera pareillement dirai- 

nuée en cette même raifon j & partant / fera toujours égal à 
^QAÛ-^QElfx-i—i ce qui nous fournit le théorème fuivant pour 

déterminer la valeur du contenu Iblide des corps tronqués dont il s*agît, 
A deux fois Taire de la plus grande bafe ajoutez Faire de la plus petite; ' 
multipliez cette fomme par un tiers de la hauteur du corps tronqué ^ Êjf le pre^ 
4uit. en donnera le contenu folide. C. Q. F. T^ 

Problème ($1 

« 

376* Trouoer la Jurface connexe de quelque fegmen$ d'une fpbére^ dont la- 
bafe 6? la hauteur font données^ ( Fig. 60» ) 

Suppofant la conftruétion indiquée dans le dernier article , & ce qui 
y a été prouvé , fi de la demi-fphére formée par la révolution de l'efpa- 
,ce ^5D>on retranche la partie tronquée formée par Tefpace AEFDj 
il. reftera un fegment de fphére formé par l'efpace BEF\ & fi on ajou- 
te de-nouveau à ce fegmpnt le cône formé par le triangle AEF^ ces 
deux quantités compoferont conjointement un feéleur de fphére formé 
par l'efpace ARF; & enfin fi le contenu folide de ce feûeur fphérique 
. eft appliqué à ou divifé par un tiers du rayon ^ D , le plan ou quotient 
qui en reTultera fera égal à la furface convexe formée par Tare B F. Car 
^ comme chaque fphére efl: égale à un cône dont la bafe efl: la furface de la 
* Jphére, & la hauteur fon rayon (Voyez art* 366,) de-même (& par la 
même raifon) chaque fefteur d'une fphére doit être égal à un cône dont 
la bafe eft la partie Iphérîque de fa furface , & la hauteur lé rayon. Or 
la demi-fphére formée par la révolution de l'elpace ABD étant les deux 
tiers d'un cylindre de même bafe & de même hauteur , comme il a été 
démontré dans l'art, 3(55, fon contenu folide fera exprimé par s Q/^Z) 
* AB^^r\ Vf n -^^ _i-n^ jt\^ 4J^ 


rr^O^Dx— -+20^Dx ^i£:j & le contenu folide du corps 

trbnqué formé par l'efpace AEFD étoit aO^Dx ^-+0£iï'x — J 

retranchez cette dernière quantité de la première, & U reftera le 

fcg- 
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fegment formé par refpace 5£Fégalà20.^Z)x^-0 £Fx ^ ; 
ajoutez à cette grandeur le cône formé par le triangle A E Fdont le con- 
tenu folide diOEFx^ y & vous aurez le fefteur fphérique formé 

parl'efpace/^BFégalà aO^Dx— . Que le diamètre d'un cercle 

ibit à la circonférence comme i à c, & la grandeur zAD^c défigne- 
ra la circonférence d'un grand cercle , dont la moite ^D^c multi- 
pliée par le rayon AD , donnera AD*->^c pour aire d'un grand cer- 

de ; donc O^D=y^Z)*xc, & 2i4Z)»x — , ou le contenu folide du 

fefteur fphérique, fera zAD^ac^^: mais EB eft le fînus verfede 

l'arc J5F; & partant fi nous défignons par / la corde de cet arc, 
nous aurons a/fJDx£j3=/* par le pénultième article; & le contenu 

folide du fefteur fphérique fera à-préfent /» xcxil£ ; divifez ce produit 

par ^ , & il vous reftera la farface formée par Tare B F égale kl'xr. 

mais commeÂD'^c étoit égal àO^D, de-même l'y fera égal à©/, 
c'eft-à-dire à un cercle dont le rayon eft la corde de Tare B F: donc La 
furface de tout fegment d^une fphére ejl égale à un cercle dont le rayon ejl la 
dijlance qui fe trouve entre le point vertical du fegment 6f là circonférence 

defabafe. 

Ce qui vient d*"être prouvé ici à l'égard de la farface convexe d'^un 
fegment de fphére s'accorde parfaitement avec ce qui a été démontré 
dans l'art. 367 touchant la furface de toute une fphére. Car fi nous fup- 
pofons que l'arc 5 F eft un demi-cercle, fa corde fera en ce cas un dia* 
métré, & la furface formée par cet arc fera la furface de toute la fphé- 
re; & par conféquent la furface de cette fphére fera égaie à un cercle 
dont le rayon fera le diamètre de la fphére , c'eft-à-dire, 2ADy mais 
un cercle dont le rayon vaut 2JDc{\: quadruple d'^un cercle dont le rayon 
eft -rf D à caufe que tous les cercles font entre eux comme les quarrés 
de levirs demi-diamétres j donc la furface de chaque fphére eft égale à 
quatre grands cercles de cette fphére , comme il a éié démontré. 

Problème 7* 

377. Trouver le contenu folide d'un tonneau conjifiant en une portion rV 
fphére ou defpbéroidey terminée à chaque bout; par deux cercles égaux ^ 6? pa- 

H h 3 raU 
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ralléks qui fâjjent des angles droits avec Taxe du tonneau , k diamètre des cer* 
des le diamètre au bondtm , Êf la longueur du tonneau étant donnés. Fig. 60.) 
En gardant la conflruftion de l'art. 375, fi deux corps tronqués, teb 
que ceux que nous y avons fuppofés produits par la révolution del'efpa- 
ce AEFD autour de l'axe AE^ font joints enfemble, en appliquant la 
grande bafe de Tun à la grande bafe de l'autre , ils formeront un folide 
tel que celui qui vient d'être décrit : mais dans l'article cité le con- 
tenu du corps tronqué produit par l'efpace AEFD s'eft trouvé être 

2 0^Z)-+ QEÊy^-^ i donc le contenu du folide propofé fera 
2QAD^TQEFx— ^lesquels ^^ feront un tiers de la longueur du folide. 

Nommez le diamètre du folide dans l'endroit où il eft le plus grand, 
g, & où il eft le plus petit,/; c'eft-à-dire, faites g=2^Z), & /=2£F, 
& vous aurez QAD-g* xji, & OEF^l^^i^ par le fécond corollaire 


de l'art. 347 , & le contenu de notre folide fera 2^* -f/* x -j-xï?* Sup- 
pofons préfentement que le folide devienne d'une portion de fphére une 
portion femblable de fphéroïde, & la quantité 2^* -+/* x-^^x {i fera 

diminuée en même raifon que le folide , & par conféquent y refiera tou- 
jours égale : ce qui nous donne le théorème fuivant pour mefurer le ton- 
neau propofé. 

ji deux fois le quarré du diamètre au bondon ajoutez le quarrè du diamètre 
des cercles parallèles; multipliez la/omme par un tiers de la longueur du ton- 
neau, (^ puis dites comme le nombre 14. ejl à 11, ainji ce dernier produit eji 
au contenu requis. 

N. B. Si les deux cercles par lesquels le vaifleau eft terminé au deux 
bouts font inégaux , les deux corps tronqués doivent être mefurés fépa- 
rément , & puis ajoutés enfemble. 

Si l'on vouloit exprimer le contenu du tonneau en gallons , il faudrojc 
prendre en pouces les diamètres ^ & /; & au-lieu de faire ufage de la 

■ 9/4P 

raifon de 14 à 11 , la quantité 2^*-+/*x — ^ devroit être divifée py 

359 , & le quotient défîgneroit le nombre des gallons que le tonneau 
contient. Voyez Art. 353, 


E L E. 
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LIVRE IX. 

EN QUATRE PARTIES. 

I. Des PuilTances & de leurs Expofans ; & de la Méthode 
de Newton pour décompofer un Binôme. 

IL Des Logarithmes , de leur ufagé , & des meilleures Mé- 
thodes d'en faire le Calcul. 

m. De rinvention des Divifeurs. 

IV. De PArithmétique des Qiiantités fourdes. 


PARTIE L 

Bîs Puiffances S àe leurs expofans. 

Art. 378. T^JOus avons déjà eu occafîon de confidérer les expofans 

X^ des puiflances , relativement à Tufage qu'on en fait 
en Algèbre pour exprimer les différens degrés des puiflances d'une façon 
abrégée; mais l'incomparable Newton a porté cet ufage bien plus loin en 
l'étendant à un grand nombre de beaux théorèmes , tant en Algèbre 
qu'en Géométrie, & particulièrement dans la doûrine des Fluxions. 
Pour en donner une jufle idée au Lefteur , il efl prié de jetter les yeux 
fur les fériés fuivantes y auxquelles j'ajouterai les éclairciâemens néces* 
faires. 

Pmjpmces fans leurs expofans. 


XXX XX. XXXX. XXX. XX. X. 1. S. ' 


* XX* XXX' xxxx* xxxxx 

Fuis- 
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Puiffances mec leurs expo/ans. " ' ; 

a;^ x+. x^. X*. x\ x"". x ». x *. x K x — +. x — ^ 

Cette efpéce de table contient deux rangées , dont la première efl 
une fuite de puiflances exprimées fans leurs expofans,la racine commu- 
ne ou quantité fondamentale étant x; la féconde fuite exprime les mê- 
mes puiflances par le moyen dé leurs expofans. 

Observations. 

379. !*• Il paroît par cette table y que chaque puiffance fuivante ejl le 
quotient de celle qui la précède immédiatement divifée par la racine commune x, 
£3^ que chaque expofant fuivant fe trouve en retranchant Tunité de Pexpofant 
qui précède immédiatement. Ceft ainlî que x^ divifé par x donne a; , x di- 

vifé par x donne i, i divifé par x donne — , — divifé par x donne -- 

fs^c.de-même encore, 2—1 = 1, 1—1=0 — 1=^1, —1 — 1=— 2 , 
Êf^. puis donc que chaque rangée fournit une fuite régulière, 
il s'enfuit que les expofans négatifs ont la même propriété que 
les expofans affirmatifs d'exprimer les puiflances auxquelles ils appar- 
tiennent, & que X — * repréfente — par la môme raifon que »* repré- 

fente xx. 

2"*. Donc par quelque nomlre que F expofant dtune puiffance foit exprimé ^ 
ce même nombre précédé d'un Jîgne négatif fera Fexpofant du réciproque de 
cette puiffance , ou de Tunité divifée par cette même puiffance. Par exemple , 

fi le nombre 2 efl: l'expofant de :c x , — 2 fera Texpofant de -L j fi £ eft 

XX 

l'expofant de a: , — i fera l'expofant de — ; & ainfî de fuite. 

3 * . Dans tous les cas y F addition des expofans répond à la multiplication des puis • 
fances auxquelles Us appartiennent ; cejl'à-dire ^fi deux puiffances quelconques de 
la même quantité font multipliées enfemble , F expofant du multiplicateur ajouté à 
l expofant du multiplicande , donnera V expofant du produit s Ainfi x^ multiplié par 
x^ àQnntx^y(XisxanQxxyiXxxàorinexxxxx : ainfix* xx ^ donnea; — '^com- 
me xx x -i- donne — ; ainfî x * x x—i donne x~^ comre JLx — 

XXX X XX XXX 

donne ~ — : ainfî. x* x x-— * donne x' , cornue xx x — donne i : 

XXXXX ' ' XX 

ainfî x^ X x** donne x^ comme xxx x i ^onne xxx. 

4*. Pa- 
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^ 4^ . Pareillement lafouJiraSion des expo/ans répond à la dhijiùn despuiffances ; 
c'eft'à^dire y Ji quelque ptd[pince d'une quantité efi divijiepar unepuiffànce quelam- 
que de la même quantité^ t expofant dudivifewrjcufirait de F expofant du dividende 
kiffe de rejie F expofant du quotient. Amû x^ divifé par x* donne pour quotient x ' , 
comme XXX divifé parxx donne pour quotient x : aînfi x* divifé par x — ^ don- 

nç pour quotient X y, comme xx divifé par -i- donne pour quotient xxxxx; 
ainfl X — * divifé par x-+^ donne pour quotient x — ^, comme— divifé 

XX 

par XXX donne — î— raînfix"^* divifé par x ^ donnex*. comme — di- 

*^ xxxxx XX 

vifépar-^donnexjaînfix^divîféparx— "donne x%comme i divifépar— 

donne xx : enfin , x* divifé par x* donne x* , comme xx divifé par xx donne i. 
5*. Si r expofant d'une puijjhnce eji mubiplié ;>jr 2 , 3 , 4, &c. le produit 
fera F expofant du quarré^ du cube &c. de cette puijfance: & partant fi F ex- 
pofant de quelque puiffance efi divifé ;)ar 2 , 3 , 4 , &c. le quotient fera F expo- 
fant de la racine quarrée , de la racine cubique &c. de cette puiffance. Ainfî 
le quarré de x* eft x^, fon cube x^, fa quatrième puiffance x^: d'un 
autre côté, la racine quarrée de x'* eft x*, fa racine cubique x+, là 
racine quarré-quarrée x^ ^c. de*même la racine quanée de x ou de x' 

eft X * , fa racine cubique x^, fa racine quarré-quarrée x^ (^c. pareille- 
ment la racine quarrée de— ou x"" « eft x — ^, la racine cubique x— î» 

fa racine quarré-quarrée x ' £?r. ainG encore x ' marque la racine cubi- 
que de x% x la racine quarré-quarrée de x\ Et généralement, x*" fi- 
gnifie la racine de x"* dont Texpolànt eft «j comme fi y* = x*, cela fi* 
gnifieroit que y eft cette racine de x* dont l'expofanteft «,& qu'il faut 
exprimer par x"^; & par conféquent quand x* s=y' ,on fera toujours 

m 

en droit d'en inférer que la quantité y eft égale à x »", ou que la quanti- 

té X eft égale à y*. 

6**. Les puiffances font réduStibles à d^ autres plus fimples^ toutes les fois 
que- UsfraStions^ qui leur fervent d'expofanSy font réduStibles à de plus fim 
pies fraSions. Ceft ainfi que la racine quarré-quarrée de x* eft la même 

a l 

que la racine quarrée de x, parce que x'=x *. 
Tmell. li 7«. Si 
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7*. iSî Tetpôfant ffune pu^ance efi me froBUùn imprùprmmt dite y ^ que 
cette fraStm fsia changée en un timbre en$ier Mec unefiraStian adhérente , la 
puiffancefe trouvera décomfofée par-là en deux autres puiffimces^ dont tum 
aura pour/on expofant le nombre entier & foutre pour le Jien la fraStion ai- 

bérente. Par exemple 4=2-hi, & par cela même x =Jf* x x^; c'eft- 
à-dire la racine quanée de x^ eft; égale k xx multiplié par la racine 
quarrée de x. 

8'. Des puijpmces fourdes peuvent être réduites à la même racine par une 
réduStion de leurs expo/ans fraStionaux à la même dénomnation^ & cela f oit 

qu'elles déjignent les puiffances de la même quantité ou non. Ainfi x* & y^ 

I * 

font les mêmes grandeurs que x &y ; c'eft-à-dire, la racine quanée 
de Xy&h racine cubique de y font les mêmes grandeurs que la flxiéme 
racine de x' & la fîxiéme racine dej^^ : & de cette manière on peutcom^ 
parer enfemble les quantités fourdes de différentes racines fans aucune 
extraélion de ces mêmes racines. Comme par exemple ^ fi Ton deman- 
doit, quelle de ces deux quantités eft la plus grande y la racine quarrée 
de 2 ou la racine cubique de 3 ? Je répondrois , la racine cubique de 3 ; 

car la racine cubique de 2 ou 2^, ou 2^, efl égale à 8* ; mais la racine 

cubique de 3 , ou 3^, ou 3', eft égale à j?^j ai: la quantité 9' eft plus 

grande que 8 • 

9*. Ce qui a été dit touchant les expo/ans déjignés par des nombres entiers ^ 
fCefl pas moins vrai à regard des expo/ans frallionaux , /avoir ^ que T addition 
& /a fpuJiraStion de ces expo/ans répond à la multiplication ^ à la divifum 

des puiffances auxquelles ils appartiennent. Ainfi 5— fj=|, &«'x x^s=3^ , 

ce que je démontre ainfi. Soit y*=xî cela étant par la cinquième ob- 

f 5 1 * i î 

fervation nous aurons 3/ = a;' , y'=Ji',oua7', y=a:'^, ou a?', &y'=x': 

mais y^xy* eft égal à y' par la troîfiérae obfervatîon; donc x' multiplié 

par x^ donne x^. De-même puisque i—j=i, on peut démontrer que 

X* divifé parx^ donnera x'j car y'divifé par y* donne y, qui eft égal 

à x^ ; & les démonftrations feront les mêmes dans tous les autres cas. 

Du Théorème de Newton pour changer un binôme ^ ou plutôt tes puiffan* 

' ces d'un binôme , en fériés finies ou infintesjuivant que la nature d'une pa- 

reilje puiffance pourra le permettre. 

380. 
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380. Ce théorème eft d'un fi grand ufage dans presque toutes les par- 
ties des Mathématiques , & particulièrement dans la plus fublime Géo- 
métrie , que le Leâeur ne fauroit trouver mauvais que je m'y arrête un peu. 

I m 

I -+ X Jignifie cette puijpmce du binôme i^x dont Texpofant ejl m. Ainfi 


i-l-^=:i, par la même raîfon çie «• = i ; aînG i— f-a;=i-+x, parla 
même raifon que :i;*=:x;& fi Ton fait une multiplication continuelle par 
I -f ic , en commençant par le premier multiplicande i -f a? , on formera 
d'autres puiflances du binôme i H-x^ de la manière fui vante: 



j;=i-+2JC-+ XX. 


•3 
i-+a;=iH-3x-+ 3XX-+ x^ 

I -+-«=: i-+4j;-+ 6xX'+ 4x^-+ x\ 

s 
i-+af=i-i-5X"+ 10XX-+ I0X5-+ 5X+-+ x^é 

N. B. Les cogfficiens numériques des termes de chaque férié font appelles 

ks xmcim de la jmffance à laquelle appartient la férié. Ainfi i H- x = i — h (5a? 
-+ isxx -+ 205f' -h 15JC+ -+ <S«' -+ ix^, & les coëfficiens numériques i > 
6, 15 9 20, 15, 6, I, s'appellent les «ncf> de cette fîxiéme puiflknce; 
381* Après avoir à Taide d'une multiplication continuelle obtenu la 
fixiéme puiflance du binôme i -+-x, compofée d'un nombre fuffifant de 
termes pour fornier une induâion , examinons préfentement quel rapport 
ces termes ont l'iin à l'autre (en cas qu'ils en ayent un qui foit viflble) 
ou comment ils peuvent fe déduire Tun de Tautre , afin que (s'il eft pof- 
0ble) tious puiifions perfabum , fans avoir rçcours à des puiflances iqter- 
médiaires, former une férié repréfentvit une puiflance quelconque don- 
née du binôme i -+ x confidéré comme racine. Pour en venir i bout, 
il efl; bon que le Leâeur fâche y que quantité de fériés de tous les gen- 
res, font formées par une addition continuelle , ou par une continuelle 
multiplication des termes d'autres fériés plus (knples que celles qu'elles 
forment; & voilà pourquoi toutes les fois qu'on propofe une férié , dont 
la loi ou la génération n'efl: pas apperçue immédiatement ,* il ne fera pas 
mauvais de rechercha: par quelles additions <w multiplications fes tèrtfieM 

U 2 ont 
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€QC été produits : on trouve aflez aifément les additions 5 en retranchant 
chaque terme du terme immédiatement fuivant , & les multiplications 
^ce qui eft le cas en queftion préfentement) en divifant chaque terme 
par le terme qui le précède immédiatement : ainfî la rériei'-+a-+^-f-r 
^d &c. efl: formée par une multiplication continuelle des termes 

i, -, 4-5 - fiJ*^« i car I ><T donne a, & ax- donne b.&bx-r donner 

j ' a ù c I n ' 

i^c. Si nous appliquons maintenant cette obfervation à la férié repréren- 
tant la fixiéme puiflance du binôme i-+x, favoir, i-+(yx-+ï5x* 
H-^ox^ -+ ija:+H-6a;^-+iJc^, nous trouverons que les termes de Cet- 
te férié font produits par une continuelle multiplication des termes fui* 

vansji-. —, 2-. -^ ou -L-, 3-.-_^ou-^, 4». -^o^\* 

S" ^ ou -^, enfin 4^ du -^ : deforte que la férié dont les tenues 
continuellement multipliés donnent la fbdéme puiflance du binôme 
Ih^, eft-4i-l-^-+-^^-H.-+.JiLH.2f.: on eft d'abord 

I A 3 4 56 

frappé de la régularité de cette férié , les coêfficiens des numérateurs 
décroiiFant conftamment d*une unité , &, les dénominateurs au-contraire 
croiffant de cette même quantité ; ce qui donne lieu de préfumer que la 
même régularité fe trouveroit pour toutes les autres puiflances ; que fi 
Ton concevoit quelque doute à cet égard , on pourroit s'afTurer de la vé- 
rité de cette induÔion, en efTayant laichofe fur d'autres puîifances, & 
le réfultat de ces effais feroit toujours que fi quelque puiflanceapourfbn 
ezpofant m , les fraâions, par la multiplication continuelle desquelles 
tous les termes de cette puiflance après Je premier font produits , feront 

— X, —7-^3 "F" ' ~T" ' — 5~^ — 6 xcyc. Mais on voit 
clairement par la manière dont ces puiflances fe déduifent l'une de Tau* 
tre à Taide d'une continuelle multiplication par i xx, que l'unité ou i fe» 
ra toujours le premier terme de chaque puiflance : donc Si Tm fait cepre^ 

wf^rwn* i=A, ^ Ax=B,~^Bx=C,Î^Cx=D, î~^ 
®"^iEx=F,2^Fx=;G &c. on aura i^^=:A-+B-+CH-D-+E 


>+ F-+- G &c. : ou plus élégamment {conformément à la manière dont New- 
ton exprime ces fériés) ainfi^ iH-x^iH-yA x-+ ~— Bx-+ ^^^^^ 

Cx H- ^=^ D X -+ ï=i E X H- ~:i F X &ç. ', oi les lettres capitales 

A, 18, C, &o refiréfentent les termes de lafiruàmfurefiHlss'iUtmt; 

c'en. 
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ç^^ft'à'direy A reprifmU^ h premier terme i, B Jignifie Je fecand terme 
S Al , C fig^^fi^ * trcijféme terme I^ZlL Bx &c* Tout ceci fera éclair- 
ci par des exemples dans Farticle fuivant. 

Exemples pour faciliter TiMettigence du théorème précédent. 
382. !•. On demande d'élever tout d*un coup le binôme i -+» à la 
feptiéme puiflance. Id -?=:i., ZiZl ^ | , "HZZl^l &c. 


donc i-+x=:i-h|i^«-+|J5«M-|C«-+|Z)a?-+|£x-+|/î'x-+-{Gx. 
Après avoir couché ainû la férîe, en exprimant 2f^ nt—i^ ^~^ ^^^ 

en nombres, îl faut en faire le calcul de la manière fui vante; i% 1=^, 


.7 


r4-2iaf*H-35a;>-+35x+-+2i:c^-t-7X^--fa;7; .. 






3». i-« = n-ix--<^»H-^»c-fia;^|x-Cjt-+|x~i)a;-{-^x_£x, 
oii le iigne H- marque fimpletnent que les termes fuivans doivent être 
.ajoutés au précédent , foit que ces termes foient afBrn?aiifs on négatifs. 

La môme férié pourrit auiE être exprimée aînfi ; x— arc=i— 1^« 
r-^Sx— |Cx— |ûx— ^£5f. Voicile calcul des termes, i*. i—-^, 

4^-|Ci=•^|xIOx3=-.Iox5-D,5^-.|Dx=:-|x-,Io:c4-.H"JJ^;♦ 

= £, 6\ -^£x=-)x5Jf^=:-.a:î = F,- donc i-^x ^i^sx-^iox^ 
— ioa;J-4-5x+— a;% les termes étant alternativement aiErmatifs & né- 
gatifs. 

4 

On peut inférer des Jeux derniers exemples , qu'après avoir trouvé quelque 
puîjjhnce du binôme i -^ x , on n"a qu'à changer les fignes de tous les termes 
qui appartiennent aux puiffances impaires dex^ & quon aura par ce moyen 


la mime puiffance du binôme i — x. Aînfi i-f « =: i ^^x -h io«* -f- lox^ 
ja?+-+.ar^ : changez les fignes des termes -+50;, -f lox^ ^ -^x^ ^ Se 


vous aurez i— «55i-5«H-ioa:*-.io4fJ-+5«4— ^^ comme aupara- 

li 3 vant. 
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a 

vant. La raîfon en eft xnanifefte; car fî la grandeur x eft négative 
toute puîflance impaire de x fera négative auiS ^ au-lieu que toute puis* 
fance paire fera affirmative autant que fi la grandeur x étoit affirmative 
elle-même; ainfi — a;x— a;=-fa?*, & -+x* x— af=:— «J, &— :r^x 
— 0;=:-+»;+, & -+a;+ X— ^=— a-y, S'r. 

* 383. Si quelque puijjance (Tm binôme doit être multipliée par m nombre 
donné comme Xi y on pourra s'y prendre de deux manière^ ^ famr y en muUi* 
pliant chaque terme dont cette puijjance eji compofée parn, ou bien^ en mul- 
tipliant fimpîement le premier terme ^ qui ejl toujours connu ^ par n (^produit 
quon peut app'eller A) (^ puis en dérivant de ce premier terme tous les autres 

_ 4 

comme ci-deffus. Par exemple ; i — x x ,n peut s'exprimer ainfi y « — 4» Jf 

^6nx^'-4nx^'+nx^;ou bien ainfi, n^-^Jx-r-lBx-'lCx'-iDx: 
car les termes de cette dernière férié, étant calculés^ fe trouveront être 
les mêmes que ceux de la première : c'efl: ainfi que le premier terme fe- 
ra f2=2^, le fécond fera — $^x=:— $xn^=--4«^> & ainfi du refl:e. 
384. -^ Faide de ce dernier artick nom pouvons exprimer par une férié telle 

■ ■ ' ' » 

puijjance quon voudra Sun binôme quelconque y comme p H- q , ^n conjidérant 

le binôme p'+q^ comme le produit de deux grandeurs multipliées Tune par Tau^ 
rrtf , /OTwr, iH- Y S'p: car;fi/)H-g=: I-+ -^xj), nous aurotis J^^ 


•m m 


= I H- 4-^P* ; mais le premier terme de I -f- — réduit en forme defé^ 

F P 

rie fera i : multipliez donc ce premier terme i pêxp^, faites le produit 
p^^Ay comme dans le dernier article, & dérivez de A tous les autres 

termes de la manière qui a été enfeignée ci-defFus, mettant -^ àla pla* 

P 

ce de X, iSc vous aurez |>-+ j = p* -+ — y "+ — j— y- H r— • 

-^6?(r.Amfip-+î ==j)JH-f y H-7-f H-j-^=pîH-3P^ 


3^ : mettez i à la place de 3, & vousaurezpH-i =p^-l-3jpp-+.3^-f i; 

quantité qui eft, & qui doit être la même que xH-p ; la feule diffé- 
rence qu*il y a, eft que la férié fe trouve renverfée. Et c'efl ce qui fait, 


*m 


quV» réduijant le binôme p -+ q ^ férié ^ on aies mêmes coefficiens pour deux 
termes quelconques également éloignés des extrêmes. 

385. Ilparoît par ce qui a été dit^ que fi m expofant de la puiffance à lO' 
qiielle le binôme iH-x doit être élevé y efi un nombre entier S affirmatîf^ 

la 
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h férié , qui repréfentera cHte pàjjance^ aura uw fin^ & par cela même ne 
fêta compofée que im nombre fini de termes ^ fans quoi elle s* it endroit à Finfi^ 
ni : car il 171 efl un nombre entier & affirmacif , }a progreilion de$ 0uiné<* 
rateursïw, ^-'•ix ^""^1 ^""3» ^^' ^^^9 fi on la continue, paffer 
par w— w ou o, ce qui rend un des termes J^B^C^ D^EyF, Gy&c. 
égal à rien j & fi Fun de ces termes efi: égal à rien , il détruira néceiTû* 
rement tous ceux qui la fuivoit , & par cela même la férié aura une fin. 
Par exemple , la férié qui donne la troîfiéme puiflànce de i -+ a? , fera , 
étant régulièrement contimiée , i -K| Ax-^lBx^^Cx^^Dx^^Etx 
^iFx ^c. î mais le terme E de cette férié, qui efl: égal k{Dxj^ fera 
égal àrîen; & fi J£ n'efl: rien, F^ qui efl: égal à - j»£a? ne fera rien 
auflî} & fi /^n'eft rien, G, qui eftégal à — |Fx,fera pareillement égal 
i rien;deforte que les quatre premiers termes feront des grandeurs réel- 
les, & la férié fera terminée-là. Si la quantité m efl: négative, w— i 
fera plus négative encore, & m— ^ encore plus négative ; tellement que 
dans ce cas la progreffion w, m — i,?» — 2 ^c. ne fauroit paffer par le 
néant; & ainfi la férié A^B^C^D ^c. doit être infinie , je veux dire, 
quant au nombre des termes. Si m n'efl: pas un nombre entier , mais 
une fraftion , comme fi m- 1 , nous aurons w — i = |, w - 2 = |, w - 3 = i, 
171 — 4::^— i,m— 5=— i Ê?^- ; donc on peut dire en ce cas que la progres- 
fion m,m— i,w-2,w— sS'r- pafle à côté de zéro , mais point par zéro ; 
& partant la férié doit être infinie. Mais il fera parlé plus au long de 
ces fériés infinies dans les articles fuivans. 

386. Comme --+1 efl fexpofant de la première puiffance rff iH-Xj àinfi 

— I fera Texpofara de ~rr • ^^ ^^^^ avonè prouvé qu'un nombre quel- 
conque étant Texpofant d'une puiflancè^ le même' nombre négatif fera 
Texpofant de la grandeur réciproque de cette puiflànce , ou de funîté 

divifée par elle. Suppofons donc qu'on veuille changer la fraftion j^^ 

oui-rfjc en une férié infinie : icir^=-"ij— p — — j^— — i, -^| 
^ l-.~i, 2§c. donc eii.ce.ca8 chaque coefficient fera-ij & ainfi 
nous aurons TTic =i^Ax~Bx-Cx-Dx-Ex^Fx à l'infini =i-a;-l-x» 


— I 


_a.}_fa;+_a;yH-a;*- à l'infini S'c. De-nvÈpe nous aurçns i -x = i-+» 
_|.j.a ^^i-^ -54-+ X' -i- x* i^c. à l'infini. 

387. Qu'il faille réduire en férié la fraftion J^L. On peut confidi- 
rer ici r-^ comme Jp mtdtiplié par r-^ ou bien par f^Y '- ^^^^ 
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le premier terme de p^q , fi Ton réduit cette grandeur en fcrie , eft 

^— I ou -j- ; voyez art. 384 : multipliez ce premier terme — par le 

multiplicateur commun Jp, & le produit J fera le premier terme de la 

férié : donc-^ rr^n- éî^ÊI^^^^^c. àrinfini,=^-+ 4i 

/>— f p P P p p 

-f- ^ -+ d^ -f dîl &c ; qui eft une férié infinie dont les termes font 
P* P^ P^ 

dans une progreflSon géométrique continue, & obfervant entre eux Is 
raifbn de p à 9; par conféquent'plus la quantité* j[ eft petite en compa» 
raifon de l'autre quantité p , plus la féiie fera convergente , c^eft-à-dire, 
plus un nombre quelconque de termes pris depuis le commencement de 

la férié approchera en valeur de la fraCtion originale -^, pourvu qu'on ^ 

prenne toujours le même nombre de termes : d'où il fuit , que plus la 
quantité q ejl petite en comparai/on dep^ moins il faut prendre de termes 
pur repréfenter la férié entière avec le même degré d^exaâitude; ^ la chofç 
ri ejl pas feulement aînfi dans le cas préfentj mais aujfî dans le cas de tcmtes 
les autres fériés j qui naijfent d'une racine binôme pH-q om p— q. 

Pùur que la férié foit rendue plus convergente , il faut toujours la commen-- 
cer par la plus grande partie du binôme. Comme fi la quantité p étoit plus 
grande que q dans le binôme p-h^, il faudroit commencer la férié par j): 

car qu'on téduifej>H- q en une férié, & Ton aura p -+î =))• ^ y -y 

^ îlzzJ ^ -+ ^n^ £f '^c. comme dans fart. 384- Suppofons la gran- 

^ P 3 P 

deur q égale à zéro , ou du-moins infiniment petite en comparaifon de 
p ; <& Ton verra aiféraent, que chaque terme fuivant de cette férié fera 
infiniment plus petit que le terme qui le précède immédiatement, que par 
cela même tous les termes après le premier peuvent être confidérés com- 
me é vanefçens , ôf. conféquemment que toute la férié fera comprife dans le 

premier terme,, comme elle doit l'être : car fi j=o,il fuit quep-H-? 
^p^i donc*fi la quantité q eft presque égale à zéro, un petit nombre 
des premiers termes de la férié fera presque égal à la férié entière, & 
pourra être pris pour la férié même toutes les fois qu'il n'eft pas néces» 
faire de porter l'exactitude au dernier point. 

Mais pour revenir .à notre fdjet ; puisque la fra£lion — ^ a été trou* 

vé2 ég Je à la fuite infinie J^^^:iiÇ^:d£ h-^&c. quand 

la 
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la gràtadeur 4 eft'plus petite que p., les termes de cette fuite décroiïTent en 
jHrôportion condilae (dont il fera pairie plus au long dans rartîdé fuivant) : 
nous inférons de-là par la raifon des contraires, 3«'tt«^y«/f^ de quantités dé* 

croîJPantes en proportion géométrique continue y comme A-i-^ -3^ Refera , 

P P 

quoique continuée à T infini y Jimplement égale à une quantité finie ; laquelle quan- 
îîté finie fe trouve en multipliant A , premier ^ plus grand terme de la férié ^parV^ 
antécédent de la rai/an que les termes ont entre eux , &puis en divifant le produit par 
p-^q, excès de t antécédent par-'dejfus le conjéquent: on concevra mieux là 
chofe par les exemples fuivans exprimés en nombres. ' ?- 

Soit i)=2, ?=i, & A^iy en ce cas J^ — ^ & la faite fera 

i-+|-+^-H-i-4-/T &c. donc la fuite i-fi-l-i-+i-+T'5 &c. , quoi- 
que continuée à Tinfini , fera fimplement égale à 2 , ce qui paroît d'ail- 
leurs par l'argument que voici. Le premier terme i eft égal à 2— i ou 
à 2 — I; partant i -H-^ = 2— 1=2— | ; donc i-+{-+:j = 2^i ou à 
^-4 j donc i-+|-fi-fi = 2— i ou à 2 — ,\; donc i-+|-4-iH-^ 
-j-y^ = 2— T5 &c. d'où l'on peut inférer que cette férié ne peut jamais 
furpaffer le nombre 2 , ni même y atteindre à moins que le nombre des 
termes ne foie infini. Soit ^= 10,9 = 19 &^=i, & nous aurons là 

fuiteinfinieiH--i.-f .-i--+-i^-f-i- {^fc. = — ou H^li & 

10 100 1000 looco ^ p • 9 

pour s'en afTurer davantage encore, on n'a qu'à réduire la firaftioni ea 
parties décimales, qui feiont .uni Se à l'infini. 

Si la fraftion J^L efl mife en férié, cette férié fera A^"^ H — |- 
— é^ -f --^ — Se. à rinfini. Soit P = 2 , û = i , & ^= i ^ comme dans 

le premier exemple , & nous aurons — ^ = •=-,& la férié fera ï -* i 7+ ? 

— 4-+ j,£3*c. donc, eco»wr/ô, la férié infinie i— i^'i-^iH-Tsf^'^.ftraéga- 
le à la fraftion | , ce qui paroît d'ailleurs ainfi. Le premier terme i eft 
égal à|H-ii donc i-{=|-ij donc i-iH-|=.j-H^jdoac i-f-+i 
_4 = |-Jj; donci-i-l-i-i-t:,'î=|-^-T.^<^- • 

S'il falloit mettre en une fuite infinie cette fraâion ^ Zi.2x ' ~Cxs o'i i"+*» 


nous aurions —, — ^— , ~T~» ""ï""» ~7~ ^'^^ ~*r'* T"» T * 
-5 -5 ' 


îr>^^c. .donc I -+ «= i.-|/f * - IB a; - |Gx t-iO« r-|£«.Êftr. = -ax 

4 5- 

30:* •--4a;5 r+5a:t-. 6s* fî^(r. 4 Tinfinî; 

388. Camm^ tQutes les puijfanc^s d'un blnSme^ dont les expo/ans font des 
Tome IL Kk nom- 
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nombres entiers Éf affirmatjtfs fora, produites pir une mHltipIkatkn continuelle, 
de-même toutes les puijjances ydont les expof ans font des nombril entiers (^ ni- 


gcftifsy font produites à îaide d'une continuelle dîvijîon. Aînfî i-+x ovt 
--^ étoît dans le pénultième article , fuivant le théorème de Newton , 
î — a; -+ a:* — a;' -h r^— x^ -+ x"^ &c. j & Ton aura le même quotient , fi 
la fra6lion — — eft. changée en une fuite infinie par une divifion aâuel- 

le de I par I H- a? fuivant les règles ordinaires de divifion, en mettant 
des étoiles dans les endroits vuides du dividende, comme dansTart. 14: 

fi Ton dîvife de-nouveau ce quotient par i -4- x, on aura- — ■ 


ou I -+ x = I — 2» -f 30:* — 4* ' -+ 5«* — 6x^ &c. conmie dans le dernier 
article , & ainfî de fuite. 

Mais on pourroit propofer ici une quefiion capable d'embarrafler 
même un Leéleur très - intelligent (qui ne féroit que médiocrement 
initié à ces myfléres) : voici quelle eft cette queftion. Puisque ces 
fériés s'obtiennent par divifion, comment fe peut-il que continuées 
^ l'infini elles ne donnent pourtant point le vrai quotient? comme 
elles ne le font furement point, dans un. grand nombre de cas: car (i 
i eft dlvifé para -^-x, le quotient fera i^x-^x* — x^ -+-x+, coipme 
éi-(feflus* Suppofbns préfentement x^iy & le vrai quotient de i di- 
vifé par I -+ X fera certainement | ; mais la fuite qui donnera le quotient 
en ce:cas, fera ï*-i-+i— iH-i — i Êftr. à l'infini, de laquelle fi on 
prend des termes en nombre pair h fomme fera zéro , au-lieu que fi 
le nonAre de terities qu'on prend eft impair, la fomme fera i; de- 
forte que le quotient donné par cette fuite fera toujours trop grand 
ou trop petit, & jamais égal à {. 

Je réponds, que fi on divife i par i-+a;, & qu'on ne place au 
quotient qu'un feul terme , le quotient fera i , & le refte — x ; fi on 
pouflfe li divifion jusqu'à deux termes , le quotient fera i-^x, & le 
refl» -^xx; fi le nombi» des terihcs va jusqu'à trois, le quotient fe- 
ra i'-X'+xx\ &.le xgS^ — «^ ; Vil y a quatre termes, le quotient 
fera i -* x -+'xx ^ixfi ^ & le refte •-fx+, & ainfi à l'infini. Or fi x 
eft moindre que i , xx fera moindre quç x, & aiofi de fuite , auquel 
cas les reftes iront en diminuant ; & fi la divifion eft continuée à I in*. 
fini, 1^. ieftes^.devi^Mrtot dés quantités évànefcentes, & le dividen-' 
de étant épuifé, la férié, i— *-+x*;6fr. fera le vra^ quotîéftt.' Si ^ 

eft égal. à I, chaque puiflance de Xy cowne a?*, xf^ ^c. fera égale 

à I ; 
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i'i ; & par cbnféquent le refte en ce cas fera tajujoursH-* i ôq— i i 
même quoique la divifion foit continuée à l'iâfini ; pa^^tout où- il y 
a un tefte le quotient n'eft point exaft, mais toujours trop petit ou 
trop grand fuivant que le refte eft affirmatif ou négatif; donc en ce 
cas la Térie I— «-H**— «* Éj'c. , quoique continuée à l'infini., ne don- 
ne pa? le vrai quotient. , Si, a; eft plus, ^rand-que.f » a; x fera pins grand 
àue i» &, x} plus' grand que xxy & ^nfi de fuite j donc en ce caè lès 
reftes bien loin d'aller. en diminaant, augmenteront de plus en plus ; <Sf 
fi la divifion eft pouflëe à l'inifini, les reftes feront infiniment grands, & 
partant la férié i-«-l-** (^c. pouffée àrinfiai, fera jnfiflUEkent élw^ 
gnée du vrai quotient: ce font -là les fériés qu'on appelle divergen- 
tes: mais fi X eft plùs^ grancL que i, & qu'on Commence la- divifion 
par X au-lieu de la commencer par. i, conformément à ce qui a été 
dit dan» le dernier- article , la férié- avancera plus vite ou plus lentei 
ment vers le vrai quotient, fuivant que l'excès de a? par-deflûs i eft 
plus grand, ou plus petit}. car en ce cas, le qùotieût de x^, divifé par 

«4 I fera - - A- -+ -T - -^ r»". &^- à l'infini. - „ . . 

" Çefl une^chofe ufîtée dans la divifion ordinaire , toutes les fois qu il y a un 
refte , de corriger le quotient en foppléant une fraûion , dont le numérateur 
eft le refte, & dont le dénominateur eft le divifeur : fî Ton fait la même chbfe 
ici, le quotient fera toujours lexaâ, à: quelque bout dû divifeur que la ndivifioa 
commence , ou à quelque endroit qu'elle finifle : par exemple fi i eft divifé 

par i-}-x,le quotient fera ^ , ou i — 7- ■> ou i •-xH- , ou, 

I — jc— (-X* î^ , & ainfi de fuite ; c*cft-à-diro^, fi «— i le quotjbn^ 

ferai, ou i — i,pu Tr-H-i,ou i-r-i-i-i-|,& ainfidefuiteilequa- 
tient étafit toùjoûrs'une Tetilê' & même fraftibn , * faVoîr 5. ' * 

389. Qu'il foit queftion à-préfent dé tirer là racine quarrée diel^.1? 
à faide du théorème de Newton^ comme' nous Tavons fait auparavant 

à la manière ordinaire; voyez art. 19 v cas 7./ Or i/iHhx,, fuivàps 

w, ', ^; A *~r*"î j- ■ «:•' *«— I '4to~2.' ^~3 «r-^ 

rexpreffion de Newton, eft i -tx , d;onc-, "\o" r — j~ > — T" ? T7^? 
'ïni en ce cas , font des quantités ég îles à | ,— { ,— | ,— 4 ,— /^ j— -^ 8^r. & 

forment une fuite régulière de fraftîons, dont les numérateurs vont décroîs- 
fant du nombre 2, tandis que les numérateurs croiflent de ce même nom- 


bre; deforteque l'-t-x* ^i-i-{/tx^iBx-'lCx-'iDx&c.=^i-+{x—ix^ 
^$— ^x+ &c. précifément comme dans le cas indiqué ci-defFus, 

Kkz Pour i 
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Pour s'en convaincre on n'a qu'à tenter la chofe par multiplication, coniJ 
me nous l'avons fait dans le même cas : car fi cette racine étant multi- 
pliée par elle-même produit i -fo?, ce fera une marque certaine que la 
racine a été bien aflSgnée. • ^ 

Si la quantité x efl fuppofée plus grande que i^ il faut corn- 

mencer le calcul pa/ a; , & le premier terme de la fuite fera x* oa 

rr^ 6f^., ou 


Vx^ & nous aurons alors X -+i *= /x — H|-^ —V^ 


» » • 


Si l'on demande de réduire cette fraflion ^ " ou i^^iT* ^« „ 

Vi— AT* " *^xx enu- 

' ■ i 

ne fuite infinie, cette fuite fera; i — xx'= i -h^j^xx-^ ^Bxx-h ^Cxx 

Enfin , foit à changer en une fuite infinie' cette quantité iH-x^- id 
au-lieu de w, ^^—-^ -^—^ ^c- il faut employer ^, T""^ , 7-^ 


&c. ou -r^^T—j ^TJ^^^ c. donc i-f3g"^=i-f^A-+ ^^Bx 


n 


fin 


Zn 


n 


2n 


m 


=2- Car -+ .2L_J2 Dx j où les fignes -+ fîgnifient fimplement que 
ces terme? doivent être ajoutés enfemble fuivant îes régies de J*addidon, 
foit qu'il, leur arrive d'être" aflSimatifs ou négatifs. Si l'expofant * eft 
laiffé indéterminé, & qu'on ne demande qa'un petit nombre de termes 
de la Téne , il conviendra de l'ej^primer aînfi , i-+a;'^=i-+^^l+î!î 

un 

H *J &c. 


2if n an , ^n 


Pauroîs pu démontrer ce théorème deftiné à trouver les coefficiens 
d'un binôme réduit- en férié de bien d'autres manières; mais il mep»- 
roît que le Lefleur aimeroit mieux en donnoître Tufage; c'eïl pourquoi 
^ je me hâte d'appliquer ce^thédrême au tàlcul des logarithmes. 


< .. « • 
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PARTIE IL 

Des Logarithmes^ de leur ufage^ fif des meilleures Méthodes ien 

faire le calcul. 


Définition des Logarithmes y (^ Corollaires quon en peut déduire. 

390. T E^LoGAAiTHMÉs /ofit une fuite de nombres artificiels placés vis 
• à vis des nombres naturels y ordinairement depuis 1 jufquà 100000 j 
& déterminés de façon que leur addition réponde à la multiplication des nombres 
naturels auxquels ils appartiennent ;c*ejl-ihdirey fi Ton multiplie enfemble deux 
nombres , (^ quon en forme ainfi un troifiéme , kurs Logarithmes étant ajoû* 
tés enfemble feront le Logarithme de ce troifiéme nombre. 

Ainfi o .3010300, logarithme commun de 2, ajouté à * 
.4771213, logarithme de 3, donnent 
^ o .7781513, logarithme de 6, parce que le nombre 6 eft le 
produit de 2 & de 3 multipliés enfemble. 

Il fuît de cette définition, i^. Que dans une table de logarithmes queU 
con^Sy le logarithme de t unité ou de i fera zéro: car comme i n*augmen- 
te ni ne diminue le nombre qu'il multiplie , pareillement fon logarithme 
n'augmentera ni ne diminuera le logarithme auquel il eft ajouté; & par- 
tant le logarithme de i doit être zéro. 

2*. Par une raifon toute pareille y le logarithme ctune fraEtion proprement 
dite fera toujours négatif; car une pareille fraftion diminue toujours le 
nombre qu*elle multiplie, & partant fon logarithme diminuera toujours 
le logarithme auquel il fera ajouté. 

3*». Cette propriété des logarithmes y par laquelle ils ont été définis ci - dejfiis^ 
facilite extrêmement la multiplication : car pour multiplier un nombre par 
un autre, il fuffit d'ajouter enfemble leurS logarithmes, & leur Ibmme 
fera un troifiéme logarithme, vis-â-vîs duquel fe trouvera dans les tables 
le nombre naturel qui eft le produit requis. 

4"*. La fouJlraStion des logarithmes répond à la divifion des nombres natu- 
rels auxquels ils appartiennent; c'eft-à-dire , toutes les fois qu'il faudra dî- 
vifer un nombre par un autre, il fuffira de fouftraire le logarithme du 
dîviféur du logarithme du dividende, & le refte fera le logarithme du 
quotient :& ainfi, à l'aide des logarithmes, la divifion fera changée en 
fouftra6bion , comme la multiplication l'a été en addition. Donc y comme 
chaque fraSlion n'eji autre chofe que le quotient du numérateur divifé par le 
dénominateur y fon logarithnie fe trouvera en retranchant le logarithme du dé*' 

Kk 3 nmU 
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nominateur du logarithme du numérateur. Pour démontrer cette vérité ft- 
voir , que le logarithme du divifeur fouftrait du logarithme du dividende 
laiffera le logarithme du quotient ; que le nombre ^foit divifé parle nom- 
bre 5 , & que le quotient foit le nombre C% que de-plus les logarithmes 
des nombres JyB&C foient a,b&c refpeélivement j je dis cela étant, 
que le nombre a- i fera égal kc: car puifque par la fuppofîtion 4 = C, 
nous aurons J =BC/& a=b-i-c pixh définition ; donc a-b=c. 

S". Comme toute quatrième proportionelle fe trouve eif multipliant en/emble 
le fécond nombre ^le troiftéme , (^ en divifant le produit par le premier , ainft 
le logarithme de chaque quatrième proportionelle fe trouoera en ajoutant enfem- 
hle le logarithme du fécond nombre ^ celui du troifième, & en retranchant de 
lafomme le logarithme du premier. Ceci abrège «Si facilite toutes les opé- 
rations de la règle d'or, furtout pour ceux qui fe font accoutumés à fai- 
re ufage des tables des logarithmes , dont futilité eft merveiljeafe dans 
la Trigonométrie, tant plane que fphérique. 

6". Si Aejlun nombre ayant pour logarithme a, le logarithme de A* fe^ 
ra 2a, celui de A» , 3a &c celui <fe ^ , _a, celui de-L^ -sa, &c. Et 

généralement y le logarithme de A^ fera axm, £5* cela y que fexpofant m 
foit un nombre entier ou unefraSlion , affirmât if ou négatif: d'un autre côté , 
Jiqejl logarithme de quelque puifpince de A, par exemple de "A™ , en ce cas 

:^fera le logarithme de A. La raifon de tout ceci eft manifeftej car 

comme J* eft le produit de ./^multiplié par lui-même , aînfi fon logarithme 
fera le logarithme de -^^ ajouté à lui-même, ou double', c*eft- à-dire 2a. Le 
même raifonnement eft applicable aux puiflances plus élevées de la gran- 
deur j^. De-plus, comme --i- eft le quotient de l'unité dîvifée par ^, fon 

logarithme fe trouvera en retranchant ai , lo^garithme de -^^, de zéro, 
logarithme de i , ce qui donne — ^ ; & ainfî des puiflances plus baffes. 
Enfin, comme VJ^ étant multipliée par elle-même, produit Jj ainQ 
fon logarithme, étant ajouté à lui-même, doit faire a; donc le loga« 
rithme de yJ fera î<«,& ainfi de toutes les autres puiffances exprimées 
par des fraélions. Nous trouvons donc ici un nouvel exemple de fox* 
trême utilité d'une bonne table de logarithmes y lavoir , d'élever un 
nombre à une puiflânce quelconque donnée , ou de tirer d'un nombre 
une racine quelconque, toutes ces opérations fe faifant avec une égale 
facilité , uniquement en multipliant le logarithme du nombre par Texpo- 
faut de 4a puiflânce donnée , ou en le divifant par l'expofant de la ra- 
cine donnée: par exemple, il faut doubler le logarithme d'un nombre 

pour 
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pom avoir le ^uarré de ce nombre , le tripler ^Qr avoir le cube &Ci, 
en prendre la moitié pour avoir la racine quanée, le tiers pour avoir >là 
racine cubique &c. ceci, dis-je, ne peut être que d'une extrême utilité 
dans un grand nombre de cas , & particulièrement en calculant l'intérêt 
de l'intérêt , où il faut quelquefois extraire la trois cens foixante cinquième 
racine d'un nombre , & quelquefois élever cette racifte à la trois cens 
foixante cinquième puiflance, ce qui ne feroit guéres poflible, s'il fal» 
loit s'y prendre autrement ; pour ne rien dire des méprifes fans nombre 
qui feroient en quelque forte iné vittbles dans un (i long dt fi pénible cal* 
cul, & qu'on prévient toutes par l'ufage des logarithmes. On ne fau< 
roit à-la- vérité fe promettre d'avoir par ce moyen des puiffances entières, 
& moins encore des racines complètes ; mais dans la plupart des cas on 
obtient aifément autant de termes qu'il eft nècefikire. 

7*. Si des nombres y cojnmeAyB, C , D font en proportion géométrique con* 
tinue, leurs logarithmes ^ que nous appellerons a, b , c, d, feront enprogre^'- 
fvm artbimétique : car puifque par la fuppofition ^ e&k B comme B efl 

à C comme Ce&iL D, c'eft-à-dire, puifque -4 = -^ = ^> °^"^ *"• 

rons h'^azuc^b^d^c par le quatrième corollaire} donc a,i,cr,rffont 
en progreflîon arithmétique. C. Q. F. D. 

S"*. C^ dernier corollaire indique un moyen aifé^deux nombres étant donnés ^ 
de trouver entre eux autant de moyennes proportionelles quon voudra. Que les 
nombres donnés foient J ÔcF, & qu'il faille trouver entre eux quatre 
moyennes proportionelles , que nous appellerons B^CyDyE^ deforte 
que les nombres -^,B,C,iD,£,jp forment une progreffion géométrique 
continue. Il paroît clairement par le dernier corollaire , que comme ces 
nombres font en proportion géométrique continue, leurs logarithmes > 
que nous appellerons a^byC^d^e^fy feront en progreflîon arithméti- 
que: or les deux extrêmes de ces logarithmes font connus comme étant 
les logarithmes des nombres connus ^ & F, & les logarithmes intermé- 
diaires pourront fe trouver de la manière fuivante. Que x défigne la 
différence commune de cette progreffion arithmétique; cela étant a^x 

ionca-hx om b^a^^-^^ = iHtl ^-+2xouc= iSlz±2L n-^^x 
ou J= ?£z±É.^ fliH-45f ou ^= ■^"*"^-^ } deforte que les logarithmes des 
quatre moyennes proportionelles cherchées font ilztL^ Jfzt^ ^ 

g^-+y ^ J^'^y : ainfî prenant les nombres naturels By Cj Dj E de 

ces 
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ces logarithmes , nous aurons les moy^mes proporcionelfes cherchées; 
C. Q. F. T. 

Logarithmes mejures des raifons. 

391. Les hgarîthmes font nommés ainfi à caufe, qtCib font les expofans 
arithmétiques ou numériques des raîfons : car fi Ton fait de Tanité le confé- 
quent commun de toutes les raifons , ou la mefure commune à laquelle 
tous les autres nombres doivent être rapportés^ chaque logarithme fera 
alors rexpofant numérique de la raiibn de ion nombre naturel à l'unité* 
Comme par exemple , la raifon de 8 1 à i contient a£luellement en elle-même 
ces quatre raifons , favoir , la raifon de 8 1 à 27 , celle de 27 à 9 , celle de 9 
à 3 , & celle de 3 à I ; (voyez art. 293.) c'eft ce qui fait que la raiibn de 81 à r 
défîgne quatre fois la raifon de^ à i, (voyez art, 294.) & par cela 
même le logarithme de 8 1 eft quatre fois plus grand que le logarithme 
de 3. Par exemple encore, la raifon de 24 à i contient ces trois rai- 
fons , favoir, la raifon de 24 à 12, celle de 12 à 4, & celle de 4 à i ; 
la première de ces raifons, favoir, la raifon de 24 à 12, eftia même 
que celle de 2 à i ; la féconde , favoir la raifon de 1 2 à 4 , eft la mç- 
me que celle de 3 à i ; & partant la raifon de 24 à i efl égale aux rai- 
fon de2ài, desài, &de4ài ajoutées ehfemble ; d où il fuit que 
le logarithme de 24 efl égal aux logarithmes de 2, 3 & 4 ajoutés enfem- 
ble : £t généralement, la grandeur de la raifon de A à i ejl à la grandeur 
de la raifon deB à i comme le logarithme de A ejl au logarithme de B. Ce 
qui nous fournit un moyen de mefurer toutes les raifons quels que puijfent être 
leurs conféquens : comme par exemple , la raifon de ^ i B efl l'excès de 
la raifon de ^ à i par-defFus la raifon de jB à i (voyez art. 296; ) donc 
rexpofant numérique de la raifon de ^ à 5 fera l'excès de l'expofant 
numérique de la raifon de !/^ à i par-deffus l'expofant numérique de la 
raifon de 5 à i , c'efl-à-dire, l'excès du logarithme de A par-deiTus le 
logarithme de B ; donc La grandeur de la raifon de AàB ejl à la gran- 
deur de la raifon de C à àD comme V excès du logarithme de A par-dejffîis le 
logarithme de B, qui ejl la mefurp de la première raifon y ejl à T excès du lo* 
garithme de C par-dejfus le logarithme de D , qui ejl la mefure de la dernière 
raifon: & il paroît par-là que les logarithmes font des mefurejs aufïî vérita- 
bles & auffi propres à l'yard des raifons^ que les arcs circulaires le font 
par rapport aux angles. 

Paurois pu définir les logarithmes par l'idée que je viens de donner 
ici, & en déduire toutes les autres propriétés décrites ci-delius; mais 
comme tout le monde n'a pas une notion jufle & diflinfle de la nature 
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(& dé ia cbittpofitîoti dés rât(oQi;>-f ai: jagén|d'|| vàâîcùiiealt lâs ti^cer 
d'une façon qui fût davantiage k la portée des cooutoin^i/ r <:^ i , ' ( 

I)es,Ijogari(bmêS(kBt]gg!^ 

a une table de logarithmes j on peut au moyen de cette table en former, unç,ifpj 
•finiti i autres y en augmentant ou dminuant fis logarithmes fuivam une propar^ 
$im quelconque donnée. Comme par exemple ^ que dans la table de loga^ 
jcichmes, que nous ruppofons faite ^^i^ b^ c foieut 1q9 logarithmes des 
uois nombres ji^By & C, donc îc troif}4qie eft Jje produit des deux au- 
très multipliés enfemble ; -cela, étant » a-tbzzc par^ )a â^finition* Con* 
cevons préfentement tous les logarithmes de cette table doubles i en ce 
cas a, ^ & c feront changés en 2a ^ 2b & ic; mais comme a-+b écoit 
égal à c dans la première table , ainû 2a -f ^b feront égau^ à 2c, (dans I4 
derniâre» c'ell-à-dire » que tous les nombres de cette demiç're table cqn- 
ferveront la qualité de logarithmes^ Mais quoique toutes, Qes différentes ta* 
hies /oient également parfaites y jl k calcul en ejl fait avec le même degré 
d^exaStitude celles ne font cependant pas toutes également bonnes pour tuf âge; 
car de toutes les tables de logarithmes ^ ilriy en a certainement aucune ^ dont 
on pu^e tirer meilleur parti que de cette qui eft connue vulgairement Joui . k 
nom de logaritbmMs de hx\^%. Mylord Èapeir fut le premier inventeur 
ides logarithmes ; mais notre Compatriote Mr. Briggs » Frofefleur en Géo- 
métrie au Collège de Gr^jAaw, réduifit l'invention de Napeir en tables, 
qu'il publia du confentement & avec l'approbation de l'inventeur. 

La marque diJlinSlîve de ces tables ejl^ que le logarithme de 10 y eji jy 
(S por conféquent celle de 100,2 ^ celle de 1000, 3 , celle de'i6opo\±,(^c. 

telle de lyOi celle de j^ OU de.o.i^^t^ cell^àe ~ ou de Q .01, — ^, 

^c. Dans ce fyftSme de logarithmes , leur partie qui conjîjie en un nombre 
entier j ejl toujours diflinguiedu rejie, (^ appellée Fexpofant ou la caraSé^ 
rifli^ue des logarithmes dont elle eji partie: aiofî le logarithme de ao eft 
I .301630Q, &9 pour çaraaériftique i j cehiide 2 eft o .3010309, âç 

a pour caraûérifliquô o ; celui de "^ ou o »» eft «- 1 -t- .3010300 , & 9 
cour caraéiériftique — i , &c. ... - 

Qudques avantages de ce Syfiéme. 

• . • - 

393* Quelques-uns des avantages que ce fyftême^i par-ddBis totas les 
autres , paroîtront par les confîdérations fuivantes. 
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•':. iV TOoIm; les: fotâ^ ^'on doit nfalâfrEer ou divijfer un nosère pjr 
lo, loo, iç^ &A. 09 {^^ 9Îfëmenj( ces opémtioip dans ce fyftê- 
me , uniquement en ajoutant à la cara£lériftique , ou en retranchanc 
de la caraélériflique 1^ iioii^es iV a; 3, Se; & comme ce font- 
là. des^. nombres entiers^ les opérations dont il s'iagit ne changeront 
qùè'I^aïkyfe^ logirithme, fins en rfeôer 

lâ partie décimale. \ . 

2". Auffi loDgtems que ks carafiéres qm compofent un nombre 
font les mêmes , & dans le même ordre , quelles que foient leurs pla^ 
ces rélàtîvement à la pl^ce desiinîtés/les parties décîmdes du logarith- 
me d*ûn pareil Jîombre feront toujours les mêmes. Par exemple, qoeiè 
logarithme du nombre* 34567 .Sj? foit exprimé par 4 -+ / le nombre 4 
fervant de caraéèérlitique , & / repréfentant la fomme de toutes les pat^ 
ties décimales , qui appartiennent au. logarithme ; cela étatït ^--ht fera 
le logarithme, de 345678. 9. <f^/ celui de 3456789 , 7-t-/cduid6 
34567890, (fc. D'tm autre côté >3 H- / fera le ïogarkhmc de 3456 .789 ; 
2 H- / celui de 345 .67.89 > ^ •+' celui de 34 .56789, 0-+/ celui de 3 
.456789, — ï-h l telui de o .345^789.5 -^ 2 -+ / celui de o .03456789> 
£?c. : la raifon de ceci eft claire ; car fi le nombre 54567 ,89 eft multîi 
>Hé ]^ar 10, }e produit fer^i 345678^ .9; donc fi à 4-+ ^ logarithme da 
Premier nombre, on âjçûte^ i^^ logarithme de 10, la fomtne 5 H- / fera 
le Tcgarithme du jdefnier.. Si lé nombre 34567 .89!ét6it divifé par 10*^ 
le produit feroit ^456 .789'; donc fi de 4-+/, logarithme du premier 
nombre, on retranche i , logarithme de 10 , le refte 3—1-/ fera le loga- 
rithme du dernier* Ceci nous fait voir pourquoi dans les tables de £f(g^gjr 
la partie décimale de chaque logarithme èft affirmative, que le logarith- 
me total {bit ter ou n6n;' car dans les logarithmes de tous les nombres 
plus^ grïiklf (}ûe'l^uintié , la partit infiégfide f& les parties décimales fbnt 
affirmatives j: & p^ confé^nt le$ parties décimales doivent toujours 
être telks » puisqu'elles ne font poînc changées par le changement qui 
iurive au nombi^ n^ture^ > aufii jbngtems qpe les caractères qui compo* 

fent ce. nombre foAc les mêniesf &.dans le même ordre: ainfi vHi ou 

w- ,3 peut ^ife uii lëgarîthrâe f'cepenjJànc on he^Fexprime jamais de cette 
façon, mais plutôt ainfi, ^i-+.7, la négation tombant entîéisemeDt 
fur la caraâérifiique. 

3**. Par ce moyen .on trouvé fans peine dans le fyfiéme de Bri^s b 
cara6lérifijque du logarithme d*un nombre quelconque : fuppofons qu'on 
aoîe deinan^lé quelle jefl la' caraâérifïîqtte:da logarittone de i:e nombre 

- - . 345^7 -«^ 
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34557: .89?' J« odnfidére'icf qde ce nooibirfe trbwre emaSe^iOQOo & 
100000 ; doAc loa logaricfame doit être qudjqœ nombre eatze 4 & 5 > 
donc il faot que ce Toit 4 avec qadqaespmiesdécimalesaooexées, c'eft^ 
jirdire^ fa eamâériftiiiue doit être 4. Far- Œcnipfe encoiie^ i%>porofiS;. 
qn'oa dentocb kr iûafoâënfti^iii» <itt l6giiidii|ie<de ce Jioicibœi .o.tAi 

345<J7?9: ïdjë écWfiiiferéqtiëciifàdtobre'iértrduvfceritte -l-^&'-i.,'* 

c'elt-à-dii^,«ii^6 o .i & b J:>i^ ^qu'âiâô foo Ko^ttitlkâe doit fe àoàp 
yer eatre —1 & —2, c'eft-»-dire » fon logarithme doit être— 2 avec 
qaelqueà parties décimaleis affirmativesr aiinex^es 9 pour dimiQHet il vA* 
Mition} donc la'caraâérKtiqiicinêg^.,(bâ— ^ , ^ ■ , ., 

Trinéver la caraSériJlique d'un logarHtme de Btigp^p&urtout nêrnbte donné. 

394, On peut déduire de^Ià une régie courte & aiféepourdeterminev 
la ùai^Q^énStii^ du Ic^mtfaoïp.d'tiil nombns cK>nii&. ypiciquelleei];çet» 
tt xèg\^ Si k nombre donné eji m nfimbff potier ^ o^kim nombre tàixte çom\ 
pofi d'un nombre entier (^ de pmks dicin^es ^ alors autant qu'il y, aura de 
f^s vers la gauche j après le rar% des unités y autant y aura-t-il d'umtés 
dans la caraQériftique i mais fi le nombre propofé tfe cmfifie ^en parties déci^ 
fnales 9 il faudra prendre garde au nombre des zéros qui précédent k fremief 
caraSére qui ait quelque valeur ^ ce notnhre piar^xant en^ .combien dunités .ni^ 
gatives là caraStériJlique doit confifter. Ainû k caraâériJ[Uque du lo^utith^/ 
me de ce nombre 3456^7. Spef^if, parce ^iiele iu)inbr^7« qui occupe 
le rang des unités, a quatre rangs ver? la gauche: de-mÊme,la carafté* 
riftique du logaritlipae de ce nombre o.0345i5789eft— a, parce que deux 
îéros précédent le premier caraftére qui ait quelque valeur ^ favoir 3» * \ 

Ces r^les dpiyent d!autant plus être retenues, que da|)$,qjueli^^jtâr 
blés les parties int^rates de touà I9 k^avithmes Tops omifes, & ^u^qa 
y lâifle à celui e^x 9'tù fèrt> te foin deles ft^léer hii-niéme : par cç 
moyen, les logarithmes deviennent d'un iifi^e bien pins généial^que fi y 
en ayant leurs caraâériftiques^ ib écoiû&t leibrdnts à des nombres farf^^ 
çuliers. .... .. .. t :. . . . ). » 

, Autrf idée des Logarithmes. , , 

395^. Dans li fyjiime que nous venons de décrire^ chaque nmlre naturel 
^fiy ou peut' être cônfidéré comme quelque puijjànce de ïol &foh logarithme 
Comme fexpofanf de cette puijfance: qaea foir le logarithme de quelque 
nombre naturel comme '^; C(2la étant, puisque dans lefjftôme de Briggs 
le logaû-îthme de 10 eft i , le logarithme de 10* fera a; dèG: ce qui e(l 
démontré par le corollaîre (î de Tart. 390 j donc J doit être égal à 10- , 
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ptofsquô^eis^ax nombres ontte même logaiiitfame; c'dl-i-dâre; .qçe te' 
nbmbre nâturcLi^ eft une telle puiflknce de lo qu'exprime fon logarith- 
me à. Cette remarque donne une jnouvdle idée des logarithmes , & ôte 
à ceux, qui comioiàent la natwïs des ptuOTances & de leurs, e^^o&ns^ 
tout iujec d'itre forpt is .que Ta^ditiQ)» À h fouftraâdoa dés logarithmes 
t^pdndei|it_ à la multjpli/çatipn & à la dlvliioa de leurs nombres naturels. 

A 

Précautions dmP il fyui fe fervîr mfaifant ufagcdes logarithmes JiBri^. 

39(5. Quoique ces logarithmes (comme je Fài obfervé ci-deflus) foîeiît 
préférables à tous les âuti-es , à wufe de leiîr fimplicîté, & de la facîlî-^ 
té qu*on trouve à s'en fefvir, leur ufage ne lailTe pas d'exiger quelques 
précautions, dont voici les principales. 

i\ Dans r addition des logarithmes y tout ce qui ejl tranfporté des parties 
décimales aux nombres entiers , doit être conjidéré comme affirmatif^ & ajoû* 
fé comme tel à ces nombres .quels qu'ils fOent^ i^matifs ou négatifs. AinCt 
^ g H-. 7000000 étant ajoutés à -^4-+ .8000000, lafomme fera — tf 
-+ ,5000000 ; car quoique la fomme des caraélériftiques —3 & -4 Ibit —7 , 
Tunité affirmative tranfportée des parties décimales aux nombres entiers 
réduit cette fomme à — & 

\ z\; Toutes les fois quHls'agit de faire une fouJlraStion €n logarithmes, ii 
faut ' la faire en parties décimales A For£naire ; mais fi la caraStériJlique àu^ 
ahntéfe qui dort être JmflrulPy au àt nombre fur lequel la fouJlraSlion doit fe 
pratiquer j ou de tous les deux^ y efi négative ^H faut bien preruhre garde à ce qu'exi- 
ge la nature' de ces fortes de quantités. Amfî — 3 -f .8900000 étant retran- 
chés de — I H- .7500000, il refte i .8700000 : car fi -t- 1 , à caufe de* 
paftiei décimales, eft ajouté à ^3 , caraftériftîque de ta grandeur qui 
^\i être ibuftraitè, cette carâîaériftîquè fera ^'2 , & étant fouftraite 
^e -ii^ctomine ci^deflUs, ilréftera^-H- 1. Quelquefois même (& Ceci ne 
doit pioÎDt décourager les commençàns) on eft obligé defouftraire un 
plus grand logarithme d'un autre plus petit >ce qui a toujours lieu qu^nd 
cm demanda le logarithme d'une Épaâdoii proprement dite: comme par 
exemple, fuppofons qu'il faille trouver le logarithme de i; en ce cas, 
retranchant o .3010306 j logarithme de 2 , 4e o .0000000 , logarithme 
de I , il peftera *- i -+ 6989700 pour le logarithme de J ,-. cgr d^ns. cette 
fouftraftion , H- 1 ^ iraufe des parties décimales étant ajouté à la carac. 
tériftiquç du nombrp qui doit êtte fouftraît , doniie i , qu'il faut fouflraî- 
jfeldeio, comme ci-^itus, après quoi il feftc — .!• 
.- N.3.' Le-lfgârttim d'une fr^on vulgaire peut fe troimr auffiy en ré: 
'duifant ce hkarûhm en fraSlion décimale, Mïk^^ j peutfq 

' ' " ' ' '.*,""' ' ~ trou- 
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ooaver , foit en reoanchant le logaridime dç 3 de cekî de d , ou bièfi 
eft prenant le logarithme de cette fraction décimale .6666667 9 ^^î eft le 
même que celai du nombre entier 6666667 ^ excepté qne la caraâérifli* 
^ae da fMreoûer nombre eft -* i » & celle da dernier -+ 6. 

3% En muhipHMt des logarithmes ilfaia avoir la mime attention que n&ui 
avons recûmmandée par rapport à leur adàtim. Par exemple ^ s'il s'agiflbit 
de multiplier ce logarithme — 3 H- .7000000 par 9 , le produit feroit 2t 
^-t- 3000000 } car quoique le produit de — 3 xp foit — 27 , cependant le 
nombre H- 6 fourni par les parties décimales réduit ^27 à — 21. 

4""* Çyoni il s'agit de divifer un logarithme ^or 2 , 3 , 4 &c. pour avoir, 
h racine carrée , ciMque &c. du nombre naturel auquel ce logarithme répond^ 
fi la caraSériJlique efi négative, & ne/auroitfe divifer fans fraStion^mamé* 
fbode efi de la rifoudre en deux parties ^favoir ^ une négative , qui fera divifée^ 
(S une partie affirmative , quil faudra incorporer aux parties décimales an* 
taxées. Par exemple , fl je devois prendre la moitié de ce logarithme 
«.1^70000009 je ne pourrois pas joindre — i aux parties décimales 
annexées , à caufe que ce font des quantités de différens genres } c'eft 
pourquoi je décompofe la caraâériftique -* i en deux ^parties, favoir 
^ 2-f 1 9 & puis prenant la moitié de — 2 , qui eft — i , je joins la 
partie affirmative H-i aux parties décimales annexées ^ &, prends la 
moitié de -f 17 qui eft — h 8 <&c.donc la moitié du logarithme enques* 
tion eft — I H- .8500c 00 : fi la caraâériftique avoit été — 3 , j'auroisdé- 
compofé ce nombre en — 4-+ i. Si Ton avoit demandé \ du logarith* 
me —I -+ .7000000 , j'aurois'décompofé la caraâériitique — i en*-3 -f 2, 
& aurois pris ainfl, premièrement , le tiers de — 3 , qui eft -< i ^ & puis 
le tiers de ^ 27 » qui dl H- 9 : fi la cara6térifllque avoit été ^ 2 5 je 
Faurois décompofée en — 3-+1 ; fi elle avoit été —4, je Taurois dé- 
compofée en — (J-f 2, ainfi de fuite. 

* N. B. De toutes les tables dont on s*eft fervi jufqu'à-préfent ,& donc 
les logarithmes n*ont tout au plus que fept parties décimales , je regar- 
de celles que le Doéteur Sherwin a publiées comme les meilleures à plus 
d'un égard ^& particulièrement dans ladifpofitiondcs logarithmes : ainfi 
je les recommande à mes Leéteurs , en leur conciliant de fe mettre bien 
au fait des direflions qui y. font données pour trouver les logarithmes de 
tous les nombres abfolus depuis i jufqu*à 1 0000000, & réciproquement . 
Mais j*avoue ne pouvoir pas gagner fur moi de recommander la métho- 
de qu'on y fuit pour éviter les expofans négatifs en en créant de nouveaux, 
& en employant des complémens arithmétiques* Cette pratique à-la- 
vérité eft abfblument néceflaîre pour ceux qui ne comprennent rien à 
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la aatiire, ai i Ttifige dea qêanticéi nocives; .nudi ceux tfii ibnt i» 
£dt de ces ehofes» tro(kverotit , je penfe^ les règles données ici plus nk^ 
turelies ; & comme elles portait leurs raiibos avec elles » je fuis perfua* 
de qu^elIes parojttront à un Leâeur tant fait peu intdttîeeiit fk$ âcilei 
k retenir , & moios fujettes à être comprifes <k tOL^ecè. 
. 397. Pans les t^les reconamandées ci-deflus, ^vès lest logarithmj^, 
fiir chaque page» il y a deux colomnes. Tune appellée colomne des d^« 
fiérences^ & marquée Z)» l'autre colotone des parties proporcionelles,^ 
& marquée? ^x au haut» & au baa Pro: ces deux cdotenes ont été 
ex{diquées par l'Auteur; mais conuné il fe poorroit que tout le monde 
n'entendit pas également tien ces explications Je prendr^d la liberté de 
mettre , par un feul exemple » le but & i'ufâge de ces tables dans uà 
plus grand jour;&c'e(t de l'Auteur même que cet exemple fera emprun- 
té. Qu'il foit queftion de trouver par les tables le logarithme de ce nom- 
bre compofé de fept caraûéres, favoir , 5423758 , pour cet effet je 
meu d'abord 6^ caraélériflique du logarithme cherché » conformément 
aux direëtions données dans l'art. 394: pui^j'obferve que quoique par 
le fecours des tables nous puiflions trouver le logarithme d'un nombre 
quelconque au*deflbus de iooooooq , cependant les nombres abfolus 
n'y ont, à proprement parler, pas plus de cinq caradéresjc'e{( pourquoi 
y^bdiffe le nombre abfolu donné , favoir 5423758» &^ fais 54237 .58 9 
ce qui n'affefle aucunement la partie décimale du logarithme cherché ; 
puis mettant à part la cara£lériftique , je cherche dans les tables le loga* 
rithme du nombre entier compofé des cinq cara£léres 54237 fuivant les 
direétions qui y font données , & trouve que c'eft 7342957 i j^ retran- 
che ce logarithme de celui de 54238 > c'eft-à-dire^ de 7343^37 1 & trou* 
ve pour différence 8o. Mais le. principal but de la colomae des diffé- 
rences eft d'épargner cette foufbaâion; car fi j'avois pris de cette co- 
tomne le nombre qui répond à 54^37 • partie intégrale du nombre abfo- 
lu propofé, ou fi aucun nombre ne s'étoit trouvé qui r'épondit au nom- 
bre propofé, & que j'euiTe pris le nombre le plus prochain au-deffus 
(point au-deffous) j'aurois trouvé le nombre 80 ;t >ç'efi:-à-dire,en nom- 
bre entier, 80 , fans autune ibuilra6Uon« Voici donc commçnt il faut 
concevoir la chofe. Comme le nombre abfolu pxopofé 54237 «58 eft fi- 
tné entre les deux nombres 5423^ & 542389 dcmt la différence eft i ^ 
auffi fon logarithme doit-il être entre les logarithme de ces deux nom- 
bres : or la différence de ces logarithmes eft. 80; dûns p^r la Règle d'or 
je dis , comme i ^ différence des deux nombres de la table entre lesquels 
le trouve le.nond^re propofé, efl à 80 j (différence des deux logarithmes 

entre 
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fBtie leaqucb iè trowrr Je -logarichme dieicfaé, ainfi efl: .s$,'ààfféBéace 
fiatre xotm nombre Se Je nombre prochain plus petit de la table, à 4161, 
^tffïrence entre Je k^snifaaie daudaé & le .logarithme prochain phu 
petit delatetfe; c*^ powqooi ^{oûtant cette «BflftSrence 45 an k^ 
nthme prochain phw petk de la tible, favoir, 7341^957 » j'a» 7343oo3^ 
Jequel nombre ajouté comme parties décimales i la oùraâériftique 6 , 
donne 6 .7343003 pour le logarithme cherdié. Ce nombre 46,qaiét<ût 
b qnatriérae proportioneJIe trouva d-deffiis , fe npmme la partie pro* 
portionelle, à caufe qu'il efl: la même partie proportionelle de 80, dif- 
4ërence des^deux iogarithmesprochains de là table, que .58 , partie déci- 
male du nombre propofé, eft de i, différence des deux nombres prochaii» 
delà taWe. Quiconque examinera avec un peu de^ l'opération précé- 
dente, s'appercevraaifément que cette partiepioportioneHe46 aété trou- 
vée en multipKant 80, différence commune ,' par .58 , partie décimale du 
■nombre abfolu propofé ,•& l'on auroit trouvé la même chofe fi la différen- 
ce commune 80 avoit été multipliée d'abord par .5 & enfuite par .08 , ^ 
que les produits euffent été ajoutés eh une fomme : c'efl: pour épargner la 
«dne de ces deux multiplications , que la colorane des parties proportionel. 
ks a été imaginée: car pour peu qu'on étudie la conllruaion de cette co- 
lomne on trouvera tous les produits de la différence commune 80 multi- 
pliée i^ .1, .a, .3,.4,.5 &c. jusqu'à .9 inclufivement j & fi l'on jette 
ks yeux fur le nombre vis-àrvis de .5, on verra le nombre 40, ce qui 
donneàconnoîtreque lenombre 40 eft ^ de la différence commune 80; 
pareillement, vis-à-vis de 8 il y a 64» qw ^nt voir que le nombre 54 eft^ 
de la différoice commune j mais il ne nous faut pas ^ de cette différen- 
#ce, mais 8 centièmes; ainfi on ne doit pas prendre 64, mas la dixi^ 
nje* partie de ce nomlare, favoir, 6.4 ou 6, lesquels étant ajoutés à 
40 , parde proportionelle trouvée ci-dpvant, donnent 46, à ajouter au lo- 
garithme prochain plus petit de la table pour avoir le logarithme cherché. 
Mais quand on demande toute l'exaélitude poflible, & qu'on fouhaite 
d'éviter toute eneur qui ne naît pas de rimperfeOion des logarithmes 
mêmes, il eft bon de faire foi-même le calcul des parties proportionel- 
les, comme ci-deffus, plutôt que de s'en fier à la table, où la plus gran- 
de précifion eft néanmoins ordinairement affez bien obfervéè. La rai- 
fon qui m'engagp h donner cet avis eft, que dans la table des parties 
proportionelles, les parties décimales ne font point marquées, qudqu'U 
ne faille pas négliger ces parties dans tous les cas , au-moins avant que 
l'opération foit achevée, & qu'on fâche s'il convient de les négliger ou 

non » pour diminuer l'erreur autant qu'il eft poflible. 

Ayant 
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Aya&t rempli ainti la t;âbfte que je m'écois prôpofêe concémantla na» 

tore des logarithmes etr général, & du fyftéme dkBriggs en particulier^ 

je pafTerai préfentemenc à laLogarïchmocechniè , ou Art de calculer ces 

Jogarithmes ; & en traitant cette matière j'aurai peu égard aux métho* 

des employées par les premiers inventeurs 5 qu*on peut voir dans Briggs 

Si autres , comme étant infiniment plus difficiles & plus embarraflfées que 

Jes méthodes modernes. Celle que je vais décrire , efl fondée fur le plus 

petit nombre des principes poffibles^ & tels encore qu'ils ont en par* 

tie déjà été expliqués. Au reite , je ferai de. mon mieux pour rendre 

mes idées avec autant de clarté que la nature d*un pareil fiyet pourra le 

permettre. 

De la Lagariibmotecbnie , w CtmJlruStion des Logarithmes. 

Proposition i« 

398. Dans le mSmefjifléme, les logarithmes évanefcens de tous les nombres 
qui approchent par degrés de T unité ^ font comme les différences entre ces nom- 
bres ^ runité. 

Qu'il y ait deux quantités i -+ 2 & i -f y , dont les différences avec 
Funité, favoir z &y, font fuppofées aller en diminuant par degrés , & 
s'évanouir enfin en ayant entre elles une raifon finie: je dis cela étant 
que les logarithmes des quantités i-+2&dei-+y s'évanouiront avec 
elles y & dans la même raifon. 

Il efl manifefle d'abord que les logarithmes de i -+ 2 & de i -f y s'é- 
vanouiront dans le même tems que les quantités z & y^ puisque z & y. 
ne fàuroient s'évanouir, fans que les quantités i-H-2 & iH-y deviennent 
égales chacune à l'unité; & par conféquentle logîirithme de chacune 
fera zéro, par le i. coroU. de l'art. 390. Ainfî ce que je veux princi- 
palement démontrer dans cette propofîtîon , efl que la- dernière raifon 
des logarithmes évanefcens dei-f2& i-4-y fera la même que la der- 
nière raifon des quantités évanefcentes z&y. 

Mais avant que de paffer à la démonflration , qu'il me foit permis de 
rappeller au Lefteur une chofe, que je n'ai fait qu'indiquer dans un au- 
"tre endroit , favoir , que quoique deux quantités, après avoir ceffé d'exîf* 
ter , foient également rien , ou également dans un état de non-exiflen- 
ce , il ne s'enfuit point de-Ià qu'elles doivent s'être évanouies en ayant 
entre elles une raifon d'égalité. 

Qu'un parallélogramme & un triangle, ayant la même bafe & étant 
terminés par tes mêmes parallèles , foient rendus évanefcens par la dimi- 
nution de leur bafe' commune ou de leur commune hauteur^ ou de tou- 
tes 
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te$ les deux'; alors ces deux grandeurs, après leur ëvanefcence, fe trpu* 
yeronc également dans un état de non-exiftence ; mais fi à chaque in* 
fiant de leur exiftence le parallélogramme étoit double du triangle, il doit 
être tel aufli au dernier inftant , & ainfi ces grandeurs s'évanouiront en 
ayant entre elles la raifon de 2 à j. Voyez fur les raifons évanefcentes 
l'art. 336, 

N. B. Le tems eft compofé de momens , comme une ligne efl formée: 
de lignes plus petites ; mais un infiant efl au tems ce qu'un point ma- 
thématique efl à une ligne ; on TappeUe en Latin articulus temporis , com- 
me n'étant lui-même aucune partie de tems ^ mais la rencontre de deux 
parties de tems qui fe fuccédent l'une à Tautre immédiatement , & ne 
fervant qu'à diflinguer Fune de ces parties de l'autre j & c'eft-là le fens 
qu'il faut attacher à (ie que difent les Mathématiciens^ quand ils fuppo- 
lent qu*une quantité eft changée en un moment , mais qu'elle s'évanouit 
en un infiant. Revenons préfentement à ladémonflration de la propofîcion. 
, Que la dernière raifon de z à j^ foit celle de i à m , & que la quanti-* 


té 1-4-2 foit réfûlue en une férié par le théorème de Neviton pour 
l'évolution des puifFances d'un binôme , que nous avons eu foin d'ex- 


pliquer cidefFus. & vous aurez 1-+2 = i "+^2"+-r^ — 1^"?^*"+^ 
X — ^ — x-r— — z^ É?(7.: mettez q pour la (bmme de tous les termes de cet- 
te férié excepté le premier, c*efl-à-dire , que 3= ^2 -f - x -Si— £ g*' 

lift 

2^ 0^^. 5 & vous aurez iH-2 =1— f-3,& 2 fera à f 


— X— — X 


12 3 

comme 2 eft a —2-+—^ — 7^^ '^T^ ^ ^ É^^- ^^ com* 

me I efl à •^."+7x2^^2 &c. Cette formule efl univerfelle: mais fî 


nous fuppofons la quantité 2 évanefcente , en ce cas le termt^^^^^^z 

& tous ceux qui le fuivent s'évanouiront en même tems ^ & la dernière 
raifon de 2 à 9 fera celle de i à m ; mais la dernière raifon de 2 à j^ eft 
aufli celle de i à m par la fuppofition; donc dans le dernier infiant de. 
leur exiflence , la grandeur y fera égale à 5 , ce qui donnera 1-+7 = iH-j 

= 1-1-2 , & le logarithme de i-+y fera égal au logarithme de 1-+-2 ; mais 


le logarithme de iH-2 eft au logarithme de 1H-2 comme i à fw, 

par l'art. 390. coroll. (5; donc le logarithme de i -+2 efl au logarith- 

Tome IL Mm. " ^ me 
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me de f-+y comme ikm; c'eft-à-dîre, la dernière raîfon des tegtrîtb. 
mes évaaefcejRs de i -+2 & de i -+y eft la même raifon que ceBe des 
quantités ëvanefcentes z & y. 

On peut démontrer de-roême que la r dernière raifon des logarithmes 
ëvanefcens de 1 — 2 & de i— y eft la même que la dernière raifon dçs 
quantités ëvanefcentes —2 & —y; favoir, en mettant en férié la puis-» 
faînce m du réfidu 1^2, comme nous avons fait auparavant la même 
puiflance du binôme i -H- 2. 

Cette propofitîon eft fufceptîble encore d*une autre démonftration , 
qui a pour fondement Tart. 2çS , & que voici : puisque les quantités 
1-4-2 & I --h y approchent infiniment près de l'unité, il fuît de ce qui 
a été obfervé vers la fin de Farticle cité , que la diflférence 2 fera à la 
différence y conwne la quantité de la raifon i— h2 à i eft à la quantité 
de la raifon de j -+ y à i : mais la quantité de la raifon de i H- 2 à i eft 
à la quantité de la raiibu de iH-y à i comme la mefure.de la premié* 
re raifon eft |i la mefure de la dernière^ c'eft-à^dire, par Tarticle 391 y 
comme le logarithme de i H- 2 eft au logarithme de 1.7+ y; donc le lo- 
garithme de I -1-2 eft au logarithme de i -f y comme 2 à y. C. Q. F. D. 

Puisque finalement le logarithme de i^z eft au logarithme de i-^t-y com- 
me zefiày^il s'enfuit (altemaudo) que le logarithme de i-hzeft àz com- 
me le logarithme de l'-ty ^eft à y. Nous avons donc ici un fondement 
pour élever autant defyftêmes différens de logarithmes qu ilnousplaîra, 
en affignant la raifon que nous voudrons pour dernière raifon du loga- 
rithme- évanefcent de i -+ 2 à la diflfe'rence èvanefccnte 2. Comme par 
exemple, fi dans le dernier inftant de leur exifl:ence nous fuppofons le 
logarithme de i -f 2 égal à 2 , les logarithmes dérivés de cette fuppo- 
fitioo (comme, dans Tartide fuivant) font appelles communément les lo- 
garithmes de Napeiry par. d'autres' les logarithmes naturels, par d'autres 
les logarithmes hyperboliques , à caufe du rapport qu'ils ont avec une 
certaine pi^opriété de l'hyperbole ordinaire: mais fi nous prenons quelque 
grandeur comme p diff'érente de Tunité , & que nous fuppofions que la 
raifon du logarithme de J -+ 2 à la diflférence 2 devient à la fin la raifon 
de p à r , nous pourrons en ce cas former un autre fyfl^me de logarith- 
mes difi^érent du premier; car les logarithmes de ce fyftême feront aux 
logaridimes de Napeir , en comparant- enfemble les mêmes nombres na-. 
turels , comme p à i. Cela étant , fi nous faifoos p égal à 43429448 1903 ^ 
nous aurons un fondement pour établir le fyftême des logarithmes de 
S^ggfy co(nuiie nous le verrons dans la fuite» 

Pro 
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399/ Trùuver le logarithme de Napeir pinir un nomire {ptelconque en^ 
Sieff ou pour une JraStîon quekonque^ 

C A s I. 

Que z foit un nombre plus petit que l'unité , & qu'il faille trouver 
le logarithme de Napeir pour i H- z. 

SoLirxioN» 
Prenant un nombre qudconque conwne m pour expofimt d'une puîi* 

fance, que la quantité iH-z foit étendue en férié, fuivant la méthode 


jm _ 

fit I ffi W *I . fH ftt^^'t 

— -' -- I 

I 


de Nmww,& VOUS aurez iH-« = i^ jz -h ■j-^""^**-+7^ 


2 
_«^_. >»^«-li. 


^ X X z' &c. divifez les deux membres de l'équation par m , 


x::^ — z' Éfc. : faîtes iH-q^i-t-z ,&vousaurezî=-pZ H- 7^"^^* 

3 

& VOUS aurez 1= 2 H- î^^iz* -+ iîîZ^x Jï— îz^ S'r. : cette équation 

» 2 a 3 

eft univerfelle , que Texpolant m foit ce qu'il voudra. Suppofons pré- 

fentement l'expofant m évanefcent , & les quantités ^^ , ~^ » ^^ 0^^» 

deviendront ^^ , ^^ , ^^ 0^^. : car l'expofant th étant devenu infînî- 

ment petit en comparaifon des fra£lions qtii raccompagnent, peut à 
cet égard être négligé > mais il ne doit nullement être négligé à .un au* 
tre égard : car quoiqu'une quantité infiniment petite ne produife aucun 
effet 9 fi on l'ajoute à une quantité finie , ou qu'on l'en retranche , die 
ne laiiTe pas de produire un effet infini quand quelque quantité eft mul« 
tîpliée ou divifée par elle : donc dans le dernier inftaot de m nous avons 

^— — 4-ZIi » ""^ —2 t i **"> ~g Zl5o'4— 4-IZi "^^ ~3 
m^ 2"^2 3 2^34 2 3 4 

xI^z'H-'^x^^x^^x^^x~2*0^^, où le figne--+n'eft employé 
qu'à fignifier que les termes fuivans, affirmatifs ou négatifs^ doivent 

comme tels être ajoutés aux termes antécédens. Mais ^^ x ^^=5 — -: 

•* 2 3 3> 

donc — X — rx — 7 ou — rx— ^= — -; donc — -x — -x — ^x — ; ou 

23.4 344 234D 

Mm 2 donc 
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donc dans le dernier inftant de «-, la fraéSoô ^ fe trouve être la fora 
me de laféwefaivante, z-iz'-f j2^-^a*-l-)z'-|a'-+0'<;.; mais 


la fomme de cette férié eft une quantité finie, ce que je prouve ainû. 
* La fomme de la férié fuivante , favoir , 2 -+ 2* -1- 2^ H- 2+ -4- z^ -f a<^ Rç. 

eft une quantité finie, & égale à la fraéèion —1- , comme on peut s'en 

convaincre en divifant le numérateur de cette fraftion par le dénomina- 
teur ; or cette dernière férié eft plus grande que la première , & partant 
la fomme de la première férié doit être une quantité, ou finie ou infini- 
ment petite ; mais il eft impoflfible qu'elle foit une quantité infiniment 
petite; car les deux premières 4)aires de termes forment une quantité fi- 
nie, & chaque paire fuivante ajoute quelque chofe à cette quantité j donc 

quand la grandeur m eft évanefcente, la fraftion -i, ou la fomme d^Ia 

1H 

férié 2- -|- H- y - «l- -+. y- - -|^ fî'c. eft une quantité finie; donc 

la dernière raifon .de 5 ,à m eft une raifon finie; d'où il fuit que quand 
îexpofant m eft évanefcent, la quantité 5 fera évanefcente. avec luîl 

mai$ 

* {La fomme ie la firie fuivante y favoir zH-z^H-z^-fz^-fz^H-z^ &c. eflum 

îuantité finie y & égale à la fraâion -~-0 Voici comment on peut démontrer par les Elé- 

mens SEuclide que la fuite « -f- «• -4- «J -+ »4 H- »« ^c. eft égale à la fraftion 

V— t. • ^^^^ fiiîtc eft en progreffion géométrique : donc par la i2c'mc propoû- 

tion du LÎTO V. des Elémens a, a*:: 5*, 5'— a.- donc ^aa=5'a— a«, ce qui par 
la iranipofitlon , & en divifant toute féquadon par z — zz doane ta quantité 5", c'eft-à- 

dire , la fomme delà fuite , égale à — ^^^ = . 

Qu'il me foit pennis à cette occafion dlndîquer une méthode d'obtenir par une ftnple fouf- 
traftioft , ou plutôt par un feul trait de plume, la fomme de toutes les puilTances à l'infinîd'u'- 
ne fnrâion moindre que Tunité. Monfieur àe Mxnvre^^v^x je pris la liberté de communiquer ' 
cette méthode , il y a quelques années , me témoigna en être iàiisfait , & ce n'eft qu'en con- 
féquence de l'approbation de cet illuftre Mathématicien que je donnerai ici le théorème fui vanc. 

Toute fraùim moindre que T unité pouvant être défignéepar —t^yje dis que la fomme det 

'^^'* TZTb» g^ I lab ' FF ^^- ^ ^i'^fi^iyf^ trouvera en retranchant la quantité zdudé^ 

wminatiur de la fraàion propcfée^c^eft-à-dite^que quelles que foient les valeurs de^&deh y la 

fmmede toutes les fuiffance^ de la fraàion propofie fera égaleà ^. En voici ladémonftration: 

il a été prouvé que la Ibmme de la fuite étoit la fradUon ^^ : le numérateur de cette frac- 
tion eft --i— & le dénominateur i ^^ := ^ . '^ "7* = ■■ \ z. '- •' *vifintdonc ^"Arr 

par •;;;:q7j-VIe quotient fera -j-. , ^ ' , ' 
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^ais q dans fon ëtat d'évanefcence eft le logarithme de Napeir pour la 

grandeur i -f ^ par le dernier article , & conféqueroment de Th^ par 

la fuppofidon: que fi le logarithme de Napeir pour la quantité i-t-z 
eft égal à la grandeur q évanefcente, le logarithme de Napeir pour 

i-hz fera -^ par l'art. 39a, corol. <5 , ou la fomme de la férié 
— '* -4. ** — — —4- — i^ ?1 —4- i^^c 

• ' C A s 2, 

Changeons préfentement le figne de z, & par ce moyen les fîgnes de 
toutes les puiffances impaires de z feront changés ; mais ce changement 
n'affefilera point les puiffances paires, qui refteront par conféquent les 
mêmes qu'auparavant ,& nous aurons le logarithme de Napeir pour 1—2 

exprimé par la férié fuivante,— 2 — -j-— -^ j j — ^c. 

C A s 3. 

Retranchez le logarithme de i — 2 dans le fécond cas du logarithme 
de I — h2 dans le premier, & il reftera le logarithme de Napeir pour la 

fraaion ±±I^ par fart. 390., corol). 4. favoir; 22 -+2îi-f iEn- — 

I— « ^ 3 5 7 

-+ -| — h &c. : férielDeaùcoup plus convergente qu'aucune des deux au- 

ires. Gela étant , puisque 22 x 2* = 22^ , & que 22^ x 2* donnent 22^ ^c. 
nous aurons le théorème fuivant au moyen duquel fe pourra faire le cal- 

tul du logarithme de Napeir pour la fraélion '"^* ., Faites 2z =z A, 
7Vz* = B, Bz* = C, Cz»=D, Dz*=E&c. (^ le logarithme de Napeir 
pmr lafraStion '^L fera A -4- — 1 — —H- 1 &c. 

^ '' ^ — 2 ^ 3 5 7 9 

Cas 4. 

Soit propofée préfentement une fraftion quelconque comme —, ayant 
le numérateur plus graiîd que le dénominateur , & qu'il faille trouver le 
logarithme de Napeir pour cette fraftion. Faites -IL=:ir!:?^ Se réfol- 

vant cette équation vous aurez 2= / - . Sttppofez donc J'~\ =z, 

'2Z=A, Az* = B, Bz* = C, Cz*=D, Dz'=E&C., ^vmaurezk 

Mm 3 /o^a. 
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logarithme de Napeîr pwr -^you^ce qui revient au même^ pur -l=t£( 


uni* 


3 5 7 9 

N- B. Plus la quantité ~i ou 2 eft petite en comparaîfon de T 
té, plus 1» férié -r^, B^ Cy D, E^ &c. efl convergente. 

C A s 5. 

Soit propoféeà-préfent une fraétion quelconque -i-, ayant le numéra- 
teur plus petit que le dénominateur. Afin de trouver le logarithme de 
Napek pour une pareiUe fraftion , changez la en — , dont le logarith* 

me vient d'être déterminé dans le cas précédent; ©nfuite, mettez le fi- 
gue négatif au devant du logarithme trouvé , & vous aurez le logarith- 
me de la fraftion 4~ : la raifon en eft , que ces deux fraftions —&-£-» 

r s r 

étant multipliées enfcmble produifent ii. ou i ; donc leurs logarithmes 
ajoatés Tun à fautre font égaux à zéro ; donc le logarithme de — eft le 
logarithme négatif de — ^ 

Proposition 3. 

400. Calculer le logarithme de Napeîr pour le nombre 10 par lefecours de 

la propojition précédente. 
Le logaritnme de Briggs pour le nombre 10 eft' connu, étant i , &par 

conféquent fon logarithme de 100 , de 1000 , de loooo &c. eft 2 , 3 , 4 &c. 
refpeftivement: mais avant de pouvoir déterminer quelqu'un des ancres 
( car nous raifonnons dans la fuppofition qu*aucun de ces logarithmes 
n'exifte encore,) il fera néceffaire de calculer le logarithme de Napeîr 
pour ce même nombre ; afin qu'en obfervant la raifon qu'il y a entre ces 
deux logarithmes , & par conféquent entre tous les autres logarithmes 
des mêmes nombres naturels , nous foyons mieux en état de remplir une 
férié calculée fuivant les logarithmes de Briggs. Or s'il falloit calculer le 

logarithme de Wa[p«> pour 10 ou lî en une feule opération par le fecours 

du théorème énoncé dans le quatrième cas de la propofition précédente, 

cette tâche feroit d'un ennui infupportable ; à cajfe que le nombre 2;, 

qui 
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qui en ce cas eft iîziL ou — diffère fi peu de l'unité , que la férié fe- 

rdit trop peu convergente: voyons donc s'il n'y auroit pas moyen d'ea 
venir mieux à bout à l'aide de deux opérations , de la manière fui vante. 
Le nombre 10 peut être confîdéré comme 8 multipliés par V ou |;donc 
le logarithme de 10 eil compofé du logarithme de 8 & du logarithma 
de $ ajouté» enfemble ; mais le logarithme de 8 eft triple du logarithme 
de 2 , à caufe que le nombre 8 eft la troifiéme paiflance de 2 : ainfî tou- 
te la tâche fe trouve réduite au calcul de ces deux logarithmes , favoir , le 
logaiWttne de 2 , & celui de | , qui font l'un & l'autre faciles à trouver. 

Premièrement, déterminons le logarithme de 2 ou — . Il eft mMifes- 
te ici que z ou ^ ^ —i-, & 2* =: -L:donc fi nous faifons 22 ou-i 


=:^, Jz* ou — —B. — =C, — zzD &c. nous aurons le loga- 

9 9 9 ^ 

rithme de jNiïp«> pour le nombre 2 égal kJ-t-—- -l- — — h -- — \- — 
H- — -f -£. -^JL &c. ou fi nous faifons 2=^, JL =£, ^ 

^^ 13 15 9 9 

t=C, -^ =D &c. nous aurons le logarithme de Napeir pour le nom- 
bre8égalà^H--£.^.-£.H. ^H--^-t--S--+ "" ' ^ 


3 5 7 9 " .13 15 

&c. car en faifant J=: 2 au-lieu de le faire = | , le premier terme de la 
férié , & par cdnféquent tous les autres , font multipliés par 3 ; voyez 
art. 383- 
Pour trouver -enfuite le logarithme de — nous avons z ou lz=^— -L, 

^ 4 5-+4 9' 

&2;» = -L; donc fi nous faifons -2. =JS:, ^=,1, jL=M, JLzzN 

81 ^ 9 81 ' bi '81 


&c. ; nous aurons le logarithme de Napeir pour i. =3 JSr-4- 

4 3 5 7 

(ic. Mais il fe trouve heureusement ici que chaque terme de cet- 
te férié eft égal à chaque autre terme de la férié précédente ex- 
primant le logarithme de 8: car commençant par le terme 5, nous 
aurons /C=B, L = Z), M=F^ N—H^c. ce que je démontre 

ainfi. if=4 = ^=5; £ = 4- = -^=— ==/);il^=4-==-#- 

99 8ï Si p -" ^ 81 81 

s -^ =:F; N= il = Jl - ^ ^H, ^c. Donc en calculant le loga- 
9 81 81 9 

garithme de { nous n'aurons befoin d'aucune nouvelle férié, mais fom- 
mes à même de prendre chaque autre terme de la férié déjà calculée 

pour 


egQ 
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pour le logarithme de 8 , en cora- 
mençant par le terme B ; & nous 
aurons par-là le logarithme de Na- 

pèir pour ^ égal à jB-f 


D 


-+ 


H- 


H 


5 


Ê?r. 


N. B. Si nous voulons avoir un 
logarithme exaél pour un certain 
nombre de caraéléres, il n'y aura 
qu'à calculer le logarithme pour un 
caraftére ou deux de plus , afin que 
l'erreur dans le dernier caraftére, 
ou peut - être dans le pénultième, 
n'ait aucune influence fur le relie. 

Voyez l'opération dans laquelle 5 
eft le quotient de J divifé par p , 
C le quotient de B divifé par p, & 
ainli de fuite. 
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a »30258jop2pp404 & a .30258jop2pp4oj. 
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401. Trùmer le logarithme de Briggs pour m fwmbre quelconque entier i 
mi pour une fraStim quelcmqm. 

SotUTION. 

Le logarithme de Briggs pour tm nombre quelconque eft au logarith- 
me de Napetr pour le même nombre , comme le logarithme de Briggs pour 
lo eft au logarithme de Napeir pour lo; c'eft-à-dire, parla dernière 

propofition , comme i eft à 2. 302585093 , ou comme 2 .302585003 ^^ 
à I , c'eft-à-dire , en changeant la fraftion ,en parties décimales , comme 
.4342944819 à I. Faites ce nombre .434^9448 19 ==;>, & nous aurons 
alors les logarithmes de Briggs aux logarithmes de Napeir comme ^ à i ; 
c'eft-à-dire, fi quelqu'un des logarithmes de Napeir eft multiplié par /), 
le produit fera le logarithme de Briggs pour le même nombre : mais les 
logarithmes de Napeir feront multipliés par ^ ^ fi le premier terme dç la 
férié qui les produit eft multiplié par />^ conformément à ce qui a été 

prouvé dans Tart. 383. Si donc ^ ejl la f radium propojèe , £5* qu'onfuppofe z 

égal à î^^ i au'ïieu de faire 2 2= A, comme^ ci-deJJuSy faites 2pz=As 
Az* = B , Bz* =C &c. (S vous aurez le logarithme de Briggs pour 
— égalàA'-\-'^ H- -^ &Co Comme par exemple , qu'il faille trouver le lo- 
garithme de Briggs pour le nombre 2 ou pour la fra6lion improprement di- 
te |:jepounois faire ici2=j, 2* = -i, 2pzou2^=^,-=B-=CÊfr. 

comme auparavant; mais pour varier & abréger en même tems^je ten- 
terai la recherche de ce logarithme en fuivant une autre voye. Dans cet- 
te vue, je m'attache d'abord à trouver deux puiflances des nombres lo 
& 2 qui ne différent pas beaucoup l'une de l'autre , comme par exemple 
les nombres loco & 1024,1e premier étant la troifîéme puiflance de 10 
& le fécond la dixième puiflance de 2 ; cda étant , puisque le nombre 

1024 eft le produit de 1000 multipliés par la fraftion 12^ , il s'enfuie 

que le logarithme de 1024 eft compofé du logarithme ài 1000 & du lo- 
garithme de ■ '^^^ ■ ajoutés enfemblc : mais on fait déjà que le logarith- 
me de Briggs pour 1000 eft 3 ; C donc le logarithme de Briggs pour 

-i2H- eft calculé , & ajouté au n;)mbre 3 , on aura le logarithme de 
1000 ' 

Tom IL Nn briggs 
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Brîggs pour 1024 j la dixième partie de ce logarithme fera le logarithme 
de 2, à caufe, comme on l'a vu ci-deflus , que le nombre 1024 eft la 

dixiém.e puiflance de 2. Ici donc I^ — —îî^, .^^""".f, ou 2= -îiL an 

'^ s 1000 ^ r-^s ao24 ^* 

-5-,2*r=_2--,2/)zou-^==i^,-24^==i?,-^ MaÎ3 1) 

253 ^4^9 253 » 6400P * 6400^ ^ •^"^'**' i' 

=43429448 i9î donc ^ , ou ^=.0102994739,^^ ou £= .0000014482 , 

r^— OU C= .0000060002 J ■-■= .0000004827 > — = .0000000000 ; donc 

^-f-,ou le logarithme de ~* eft .0102999566; ajoutez à ce logarith- 
me celui de 1000, qui eft 3 , & vous aurez le logarithme de 1024 ^gal 
à 3 .0102999566, & tous ces onze caraftéreS feront vrais; voyez dans 
Briggs le logarithme de 2, l'édition in folio. Mais fi Tonne vouloit pren- 
dre que fept cafaftéres, comme dans les tables ordinaires, deforte qu'il 
n'y eût que la plus petite erreur poflîble, nous aurons le logarithme de 
Brtggs pour 2 égal à .3010300. 

Proposition 5. 

, 402. Compofer une table de logarithmes de Briggs four. tous les nont' 
Ires naturels depuis i jusqu'à 1 00000. 

Ni B. Pour abréger , ou plutôt pour épargner des mots fans que la 
clarté du difcours en puiflè fouflarir, je ferai ufage de la lettre L pour 
fignifier le logarithme de: ainfi L. 2 fignifie le logarithme de 2, i. |figni- 
fie le logarithme de la fraftion | , L. 8=5L. ^ fignifie que le logarith- 
me de 8 efl; égal à trois fois le logarithme de 2 , £5^^. 

Quiconque entreprend de conftruire une table de logarithmes , ne doit 
pas s'y prendre per fabum , mais fuivre une marche régulière d'un nom- 
bre à un autre. Les logarithmes de tous les nombres compofés, c'eft- 
à-dire, tous les nombres qui font le poduit de la multiplication de quel- 
ques autres nombres y fe trouvent aifément par l'addition des logarith- 
mes de ces derniers nombres:' ainfi JL 4=2L. 2 ; L. 10 =L. 2-+ 1,5, 
& partant L. s=^L. 10 — L. 2; L. 6:=^L. 2H-L. 3; L. 8 = 3!.. 2; 
L, 9 = 2L. 3 , ^c. ; deforte qu'au moyen des logarithmes des trois pre- 
miers nombres 2 , 3 & "7 on peut déterminer les logarithmes de tous 
les autres nombres au-deflbus de 11 : or de ces trois logarithmes cehii de 
2 a été calculé dans la dernière propofition, & ceux de 3 & de 7 peu* 
vent fe déduire direftement de la même propofition : pour cet efi^et il 
faut confidérer le nombre 3 comme le produit de 2 x | , <& réfoudre ainfi 

, fon 
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Cm loigarhhine en X. a— f-£.|; & le nombre 7 comme leptodoic de 
6 xi f Se ainG refondre fon logarithme en L. 6—bL. l. Maïs comme la 


fuite ^H- ^ -h ^ G*<r. repréfentant les logarithmes de | & de ^ 0*c. eft 

le moins convçrgente au commencement de la table des logarithmes, je 
jJropoferai quelques autres expédiens pour trouver ces logarithmes. Com- 
mençons par le logarithme de 3. 

Le nombre 81 efl le produit de Scxli; donc 1. 81 =L. 8oH-I.|i; 
mais L.8o=:L. 8-f I*. 10 ou 3 L. 2. -fi. 10; & le calcul de L.|ipeutfe 
faire aifément par la férié de la dernière propofition ; car fi on étend le 
calcul des logarithmes jufqu'à dix ou onze caraéléres , afin d'en rendre les 
fept premiers vrais , ce que nous fuppoferons toujours dans ces calculs, les 

deux premiers termes de la férié, favoir J-+ '— j fuiBront ; car le ter- 

3 

me fuivant — (qui eft .00000000000 &c.) ne peut affefter que le douzié- 

me caraâére décimal Se ceux qui le foivent. Ayant donc lés logarith- 
mes de 80 & de |i*, leur fomme fera le logarithme de 81 » & le quart 
de ce logarithme fera le logarithme de 3 , à caufe que le nombre 81 eft 
h quatrième puiflbnce de' 3. 
Le logarithme de 7 fe trouvera aifément de la manière fuivante : la 

quatrième puiflancede 7 eft 2401 ; donc 4L. 7 = 2401 ; donc L. 7 zs^^^I * 

4 

mais 2401 = 2400 X -?^' j donc L.240Ï = L. 2400 H- L. J'^^} , : ot 

le nombre 2400 eft le produit de 2x2x2x3x 100 j donc Z. 
2400 r= 3Z. 2 -t- X- 3 "+ a ; donc L. 2400 eft ' connu ; il 

nous refte donc à calculer L. .2*21., en faifantzsr 2é2ir:^é22 

2400 2401 -+ 2400 

^ ■ ,L. î c^^^ ^^^°^ ^ous aurons 2* = L — -donc en ce cas, 20^2 

4801 ' 23049601 ' . > -r*^ 

OU ^=:-iÉ5i?M2^ = . 0001809183428, Az^ ou JS = 0000000000078 î 

aînfî — = .0000000000026 : ce qui montre que A donnera les onze pre* 
3 

miers caraûères de L. -^lîi- exaftement vrais , & que cette précifion 

2400 

fera portée encore plus loin fi l'on fait ^uffi entrer dans le calcul lefecond ter- 
me ^ -+:?-;& ce logarithme ajoaté à L. 2400 donnera L. 2401 » dont 

le quart eft X« 7* * - /. . • j» i.r 

Avant que d'aller plus loin , je demande quH me foit permis d obfervec 

Nn » î^e 
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le logarithme de 3 peut fe calculer indépendamment de tous les 'autres 
fogarithmes excepté celui de 10, de la manière fuivante: pxy = iof 
donc L. 9 -h L. j=^ 1 j donc i — JL. y = ^-P > donc la moitié eAL. 3. 
Il faut donc calculer ici L. y, en faifant 2; =17 & 2;*=yhî car nou& 
aurons alors 2pz ou ^=: .045715208(521, Az* ou 5 = .000126634927,, 
JS2*ou C = .000000350789 , Cz* ou /)= .000000000972 , Dz* ou 
£;;= .000000000003: ce qui nous dopne 

^= .045715208621. 

— =.000042211642. 

3 

— =.000000070158. 

— =.000000000139. 
7 

L. -^ =: .0457574905^50. 

Retranchez ce dernier logarithme de L. 10 ou i .oooooooooooo-, & 
vous aurez L. 9 =-954^^4^^509440, & I*. 3= 477^^^2^54720, en dou^ 
ze cara£léres qui font tous vrais. 

Les dix premiers logarithmes étant ainfl calculés , Du bien étasit fup*- 
pofés calculés , voici tout ce qu il y a à faire pour trouver les autres 
nombres^ Que n foit quelque nombre premier y & que les logarithmes 
de tous les nombres plus petits que n foient fuppofés connus : cela étant, 
puifque « eft un nombre premier, & partant ne fauroit être divifé par 2, 
il faut qu^il foit un nombre impair ;. donc le nombre fuivant immédiate* 

ment au-deffus,, »— |-i,doit être un nombre pair; donc ^-^ — doîtê- 

fi 

tre un nombre entier; donc L. n—t-i doit être regardé comme connu > 
étant égal à L. 2 -+ X. — ^^î^— : mais X. n — i eft un nombre connu par 

rhypothéfe ; donc le logarithme de» — i x«-+-i oùdenn— i eft con- 
nu auffi ; m^s le logarithme de nn eft égal au logarithme de n»— i ajouté 

au logarithme de ^^^ ■ : ainfi calculez ce dernier logarithme par le 

moyen de la férié , favoîr , le logarithme de — ^^ — , feifant — ' — =2; 

& ce logarithme étant ajouté au logarithme donné de « « — i , donnera 
le logarithme de « n , dont la moitié eft le logarithme de n. Par exem- 
ple, les logarithmes des dix premiers nombres étant déterminés, le 
nombre premier qui fuit immédiatement après eft n ; or L. io eft con* 
îiu par rhypothéfe , & L. i2 = L.2-+ L. djdonc L. 10-+ X.i2 = L.i2o 
eft donné: mais 11* 3:1215 calculez donc par le moyen de la férié 

JL 
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L. —, faîfant — =z, & ce logarithme ajouté à L. 120 donnera 

L. 121 ,, dont la moitié eft Z». 11 ; & dans ce calcul , de-même que dans 
tous ceux qui fuivent , il ne fera néceflaire d'employer que les deux pre- 
miers termes de la férié. Et à Taide de cette méthode , après avoir dé- 
terminé quarante des premiers logarithmes , le feul premier terme de la 
férié fuffira; car le nombre premier fuivant étant 4 1 , dont le quarré eft 1 68 1> 

le logarithme à calculer fera celui de l^ , dont le premier caraûé- 

re — qui a quelque valeur , efl: précédé de onze zéros. Et de 

cette manière le travail de celui qui entreprend de conftruire la 
table des logarithmes en queftion, fera tellement diminué^ qu'après 
avoir déterminé 1200 logarithmes, il pourra avoir les autres d'une ma- 
nîére plus direfle , c*eft-à-dire , qu'il pourra tro.uver le logarithme de 1 201 

uniquement en calculant le logarithme de la fraâion ^^ 9 & pois en 

ajoutant ce logarithme au logarithme de 1200: ainfi le premier terme 
A de la férié fuffira pour donner un logarithme de 1201 , dont la fraâion 
décimale fera vraie jufqu'aux dix premiers cara£léres. 

On peut de cette façon compofer un fyfléme entier de logarithmes 
depuis I jufqu'à looooo , avec autant de parties décimales vraies qu'o!l 
voudra ; mais (grâces à nos prédécefleurs ) cette tâche a déjà été rem- 
plie. Mr. Bri^gs nous a laiffé les logarithmes de trente i& un mille nom* 
bres ( depuis un jufqu'à 20 mille, & depuis 90 mille jufqu'à ioi mille) 
ayant chacun jufqu'à quatorze parties décimales; & Vlacq nous a donné 
une table complète de logarithmes dont les parties décimales vont jus- 
qu'à dix ; & il eft certain qu'il n'y a que l'extrême utilité de ces nom- 
bres qui ait pu obliger ceux que nous venons de nommer , à entrepren- 
dre une tâche qui demandoit autant d'induftrîe & de travail. Cependant 
cette doflrine des logarithmes, n'a pas- été fi parfaitement cultivée par 
les premiers inventeurs , que les modernes n'ayent tiré de ces nombres 
quantité d'ufages auxquels les autres n'avoient pas même fongé: comme 
par exemple , en réfolvant les équations du troifiéme & du quatrième 
degré ; en déterminant les uncia des puijQances fort élevées d'un binô. 
me; en réfolvant divers problêmes curieux relatifs aux chances , &c. ; en 
trouvartt la quadratui;e & la re6lification de diflFérentes courbes j en me- 
furant des furfaces &c. ,• en déterminant les centres de gravité de plu- 
fieiurs corps ; la nature & les propriétés des quantités de courbes mé- 
chaniques > telles que la catenaria & autres j la denfité de l'atmofphjére à 

Nn 3 toutes 
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toutes les^ hauteurs & fuivant toutes les hypothéfes de gravité j h réfî* 
ftance des fluides dans tous les cas de mouvement &c. 

Peoposition<S. 

403. Trouver le nombre naturel qui répond à quelque logarithme donné de Napeir. 

Solution. 

Que / foit le logarithme donné, & w un nombre quelconque indéfini 
qu'on fuppofe augmenté à Finfini ; cela étant 1 , en décroilTant à Fin- 
fini , deviendra à la fin le logarithme de Napeir pour le nombre 
1 -+-^: mais fi i -+- eft un nombre dont le logarithme -^ , en ce cas 




i-+.i fera le nombre donc le logarithme efl: /; donc le nombre cher- 

m 


ché efl la dernière grandeur de la quantité i -h -^ quand Fexpofant m 


fH 


fe trouve augmenté à l'infinî. Or la quantité i *-»--., étendue en férié 
fuivant le théorème de Newton aa fajet des binômes « fera ^'~^-[ -^-^ 


«— I n / «—a /^ l _, «1—3 TV / 


£ 1 -j. _fr2- c ^ -+ """^ D - ^c. : cette fôrie a pour fe- 


2 f» 3 I» 4 m 


bond terme i!!^-=^-; pour troifiéme terme -21:^ B é--^^hr^ B-i 

I m I * a m m a 

= 1-1x5-; pareillement , Je quatrième terme efl: ~^ C -^ = i - ^ 


xCiôff. Donc iH-i =1 .H-^7.-f-i-ix5^.-f-i-~xCi.-+i-^ 
y^DL^c. Cette formule efl: générale; mais fi nous fuppofons l'expofant 

4 

m devenu afluellement infini , les quantités -^y^^ ^ ^^- deviendront 
par cela même égales à zéro , £? la dernière grandeur de la quantité 


-m 


l „ , n , f^.. .1.^.1.1 r._ . . A l . 1. I ^ ^^ I 


I -4- 1 , qui ejh le nombre cherché , fera iH-A-p- H-B--H-C - H- D 
i&c.=i-+l-+Jî--t-— ^1^ h !i--r &c. C.O.F.T. 

4 I ixa 1x2x3 IX2X3><4 "^ 

Dwf réciproquement , f (w^^x /^j /(;/x jm^ nous rencontrons une férié de ce 

Retire * f avoir , i -+ — -+ h i &c. la fomme d'une 

telle 
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telle fine fera le nombre naturel qui répond atibgmtime 1 Je Napeîr, (ni-au 
logarithme de Briggs 1x434294481903. Maïs fi les termes de la férié font alter- 
nativement affirmatifs 6f négatifs , comme i — 1 -^ ** - ^' '^ 

.1 


1x2 1x2x3 . ix2X3>^4 

■-&C., en ce cas lafomme de la férié fera le nombre naturel qui répond aU 
logarithme — 1 de Napeîr. 

Ce que nous venons d'cnfeigner dans ce petit nombre de propofîtions 
peut fervir d'échantillon , entre pluCeurs autres , pour faire voir par quel- 
le route aifée Se naturelle cette dodrine de l'infini nous mené aux par- 
ties les plus abflraites & les plus fublimes des ConnoifTances Mathémaii* 
quesj & il feroit à fouhaiter que ceux qui déclament fi fort contre cet- 
te doftrine, avançaflfent quelque chofe de pareil à l'aide de l'idée qu'ils 
fe forment de l'infini: idée, qui n'a produit jusqu'ici qu'un jargon inin* 

telligible. 

Proposition 7. 

404. Trouver le logarithme de quelque nombre n allant point au-delà d$ 
dix caraStères par le moyen des grandes tables de Vlâcq. ' . 

Ces tables font le feul fyftême entier que nous ayons, que je fâche, 
où le nombre , qui exprime la fraâion décimale , va jufqu'à dix caraâé- 
Yes : à-la-vérité les tables de Briggs vont juiqa'à quatorze , mais Içs mil« 
fiers ne font pas complets. 

Quand le logarithme de quelque nombre efi: requis,, on prend ordinai- 
rement les cinq premiers caraéléres appartenant au logarithme , & on 
fupplée le refl:e au moyen d'une partie proportionelle de la difierence, 
ce qui peut fuffire, quand les logarithmes n'ont pas plus de huit ou neuf 
caraftér^s : mais fi le nombre des caraûéres efl: plus grand , la partie 
proportionelle pourroit avoir befoin d'être corrigée : & c'efl: à détermi- 
ner cette correftion que la préfente propoCtion eft deftinéci Mais avant 
toutes chofes je dois démontrer le lemme fuivant , Suppofant p = 
.4342944819, comme dans la quatrième propofition y que s repréfente un nom- 
bre qui nefeit pas au-dejfous de 10000, ^ t un nombre qui nefoitpas au- 
deffus de VurAté; je dis qu*en ce cas , le premier terme dé la férié repréf entant 

le logarithme de lafraâim ^-^^-^favoir -^^^^ ^ donnera ce bgarithme , donf 

au-moins les treize premiers caractères feront vrais j f^ par conféquent avec un 
degré d*exa£iitude bien fupérieur à celui que les grandes tables de Vhcqexigent» 

m 

. Pour le démontrer, pofons le cas ou le premier terme '^Ji£l — différé 
le plus dû vrai logarithme de lafraélion— ^ } -c'eft-'à-dire, fuppofons 
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5= looôo & f = I ; nous aurons alors ilti égal à la fraéèion ^^^^^ avant 
pour différence de fes termes i ,& pour leur fomme 20001 ; donc en ce 
cas , 2 = — i^ ; mais il fuffira pour notre deflein de faire z - ' • cela 


20000 


étant, puisque -^ ou le premier terme de la férié eft 2pZj nous 
aurons Jz* ou B^2pz^ j & — ou le fécond terme de la férié 
c:?£î^= f , =: ocQooooooootx)3 : ici donc il eft clair aue 

3 I20O0O0O0OO00O ^ **" 4^^ 

le fécond terme de la férié , quand il eft le plus grand , n*eft que le nom- 
bre 3 précédé de 13 zéros; mais généralement parlant, le nombre qui a 
qijelque valeur , ne fe trouve qu'au quinzième ou feiziéme caraftére : car 

lUrement ce terme 2£5! fera plus grand ou plus petit en même raifon que 

2' fera plus grand ou plus petit ^ & partant fi dans quelque cas z n'eft 
qu on dixième de ce qu'il eft dans celui-ci , le fécond terme ne fera qu'ua 
millième de ce qu'il eft ici» 

Ceci étant établi) que le nombre dont le logarithme eft reguis foit 
123455^789: après avoir mis 9 pour fervir decaraftériftiqueaulogarith. 
me cherché, je place un point après les cinq premiers nombres ainfi^ 
J2345 .56789, deforte que les cinq premiers çaraftéres repréfentent un 
nombre entier , & le refte, foit qu'il y en ait plus ou moins, une frac- 
tion décimale; voyez art, 393 paragr. 2: puis faifant le nombre entier 
"I2345 égal à X , & là partie décimale .5(5789=^, le logju-ithme de 

î±f fera ■■ ^^f ■ , comme dans le lemme; & ce logarithme ajouté au 

logarithme de s pris dans les grandes tables, donnera le logarithme de 
j-hr, c'eftrà-dire, le logarithme cherché. 

Effayons maintenant 11 nous ne pourrions pas réduire ce logarithme 

—îii- à une expreflTion plus fimple: pour cet effet, que c foit le loga- 

rithme de -i- , (i le logarithme de ^— , & c-^d^e izlors c fera la dif- 

férence des logarithmes de x— i & de j, ifera la différence des loga- 
rithmes dej&dejH-i, &e fera ce qu'on appelle la féconde différent 
cèdes trois logarithmes x — i,i& x-+-i; les deux premiers , fâvoir 
c 3c d^ font exprimés dans les tables , & le dernier e fera la différen- 
ce de ces deux différences. De ces définitions de c, d & e^ 
& du lemiie précédent , je déduis les équations fuivantes , favoir^ 
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c'^ .JL-, «/= --5rr • * c-'^ou e- ^^ ... Cda étant, puiyqae 

^ 4«— I ' 455-— I •> 



nous aurons 

divifez le numérateur & le dénoiflînateur de cette dernie're fraftîon par 
1/-+1, & elle fera réduite à -j-^rî ^^^^ g= ^ , ^ r > De-plus , puis- 

que ôj>=22x-+ 1 xJ comme cî-deflus, nous aurons ■ ^^ -^ ou le loga^ 


rîthme de *-^ égal à -îi^ixrf^jque t; foît le complément de ( à Tu- 
nîté , c'eft-à- dire , que r -h t; = i ; cda étant vous aurez ^^^' = 2fI+"'"+^ 


=:i-+_î— .;donc ■2-^Srx^^=<^^"^-^^î û bien que le loga- 
21-+/ ' %i-rf 2J-+/ ^ 10 


21-f/ 
rithme de ^^ fe trouve préfentement égal à (/^-+ . ^7 - 2 au -lieu de 

a5-+r dans le dénominateur de cette dernière frâftion mettez 2J— i, 
& la plus grandç eireur poflible n'égalera pas celle qui. naîtrolt du nom- 
bre 4 précédé de treize zéros , conune on le verra plus diftinffcement fi 
Ton confîdére avec foin ce qui fera dit dans l'article fuivant; alors , au- 

Beu de ^^ ■ vous aurez — -^ ou ^ &v, puisque ■ ^^ ^e com- 

21-+/ 25—1 2 »r ^ 25— •! 

me ci - deflus ; & le logarithme de -^ fe trouvera à la fin égal a dt 

s 

Après avoir gagné ce point , je tâcherai l-préfent de déterminer la 
partie proportionelle , afin de la comparer avec ce logarithme. Je dis donc ^ 
co^une I différence des nombres j&j-4-i, eftàrf différence de leurs 
logarithmes , ainfi eft t différence des nombres s &s-^t^kdt partie pro- 
portionelle de la différence de leurs logarithmes ;.ce qui prouve , que des 

deux parties dt & i^ft;, qui; compofent le logarithme de ilt/^ia pre- 
mière & la plus confîdérable partie ^r eft la partie proportionelle, & 
par conféquent l'autre parue l&v peut- être appellée la correftion -de 
la partie proportionelle. 

: Revenons préfentement à Tezemple propofô auparavant , qui étoit de 
trouver le logarithme du nombre 1^34556789. Ici donc nous trouvons 
à l'aide des grandes tables la partie décimale du logarithme appartenant 
aux cinq premiers caraûéres égale à. 09 14^ 10943, r = . 0000351 81 2, 
3= .00003517^83 > c-^d ou ^==.0000000029; donc dfr=:;joo6oi99774i'i 
mais en conigeqnc la partie pro|x)rtidnelle , il fuffira d'exprimer r par 
Tome IL O deux 
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deux «tfadUrcsBîjC'çfl:. pourquoi dans ce cas je fais f=.57, &coufé- 
ûpemment;!— t ou v=:.43; ainfî ^ t? = .^5 a & "ï"^ .00000000035 
-+; cette correftion ajoutée à .00001997741 partie proportîonelle 
trouvée ci - deffus ^ donne le logarithme de ~-- (autant qu'il eft pofB- 

ble de l'exprimer par une fradUon décimale de dix caraéléres) égal à 
.0000199778, & ce dernier logarithme étant ajouté à 9 .0914910943 ^ 
logarithme de 1234500000, donne le logarithme de 1234556789 égal 
à9 .0915110721. 

N. É. Ces opérations auroî«it pu être abrégées par la fameufe rè- 
gle d'Oughtred touchant la multiplication : règle que je voudrois bien que le 
Lefteur étudiât à fond, & Ait pratiquer en cas de befoin. 

Si nous voulons faire ufage de cette règle pour trouver la partie pro- 
portionelle dt, nous devons obferver que 3 , dernier carafilére de J, eft 
fuppofé occuper la dixième place décinîale , place dont Fexpofant , fuivant 
Ougbtredy eft -* 10; donc pour avoir onze places décimales auffi exa£le« 
jnedt qu'il fe pourra, je mets 5, dont l'expofant eft -*- 1 ^ au-deflbus 
de 3, dont Tcxpofant eft— 10, afin que le dernier caraélére dans le 
produit vers la main droite^ puiiTe remplir la onzième place décimale,, 
Voyez l'opération, 

^ 4 

.0000351783=^ ^ • .57 = ^ 

98765.=^ écrit h rebours. 34= t> écrit à rebours 


17589*5 ^^8 
21 1070 17 

24625 .245 =rt) 

2814 9200000000.= décrit à rdbours. 


^00001997741 =& , 22 


.0000000007 1 = ^ ^ t;. 


Ponc ^ = .00000000035 


405. Dans le dernier article , la féconde différence ea été trouvée 
ArrQ ,. //^.M i: -L à peu près : d'où nous pouvons inférer que cette fecon- 

de différence fera la plus grande quand la quantité x fera la plus pttite, 
c'eft-à-dire , quand la quantité s fera égale là.ioooo: fubftituez donc 

lOQOQ. à la place de.x dans la valeur -£*« & vous aurez la plus grande 


fe- 
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feccoode différence poffible égale à ^^ — é: .0006006043. * De^das» 

fi au-liea dcie dans lacorreétion ietv. on fubftîtue fa valeur *~ , br 
correaîon fera alors égale i ^ : d'où il fuit que cette correéUon fera 

° 2SS ' 

la plus grande quand le produit ^ 1; fera le plus grand , & que dans ce 
même tems le nombre s eft le plus petit ,, c'eïl-à-dire, quand f vn^, & 
X =10000; car la fomme der & v étant toujours égale à Tunîté» leur' 
produit tv fera le plus grand quand t&v feront chacun égal à i; fubfli-^ 
tuez donc ^ à la place detv^ & loooo à la place de s flans la valeur de. 

la correâlon^^, & vous aurez la plus grande correflion poflible^ éga* 

le à ' — =: .00000000054 ; car quoique les logarithmes de ces ta- 

800000000 

blés ne s'étendent pas au^elà de dix cara£léres9 il efl bon .pourtant de^ 

porter le calcul tant de la partie proportiondle.que âe:.ia cortûËtion jus^: 

qu'à onze caraftéres, afin d'en avoir plus fûrement dix. -, • r 

De ce qui a été dit dans le dernier article, on peut inférer encore, 

que vers la fin de la fuite des logarithmes , il n'efl: pas îfnpoffible que 

deux nombres , qui ne différent l'un de Tautre que d'une unité dans la 

dixième & dernière place, ayent un fèul & même logarithme datis les 

tables ée Flacq , c'eft-à^dire , que les dix prœiiers caraêléres des deux • 

logarithmes peuvent être les mêmes, quelque différence, qu'il puiffe y, 

avoir entre les cara6léres fuivans. Comme par exeiasple, le logarithme 

de ce nombre zoooooooooo eft 10 «ooooooooop, & le logarithme de 

cette firafUon •: ^^^ — eft V — .ooooooooooi ; donc 

^ ^ loooaoooooo— 1 *■' aoooooooooo — 1"~ •^"^-'^■'^-^^^^'^^^^^w'^aj*' 

fi 10 ♦oooooooooo eft le vrai logarithme de iooooopoooo,îlferaauflHe' 
plus proche logarithme de loooooooooo-,? ;(;'eft-àrdire, qu'aucun liera-, 
bre auquel il y aura dix figures décimales annexées ne fauroit l'exprimer 
plus exactement, 

P R O ? O S I T 1:0 N - 8. 

406. Trouver en dix caraSiéfe^ le nombre àkfolu appartenant à quelque /#• 
garithme des grandes tables de Vkpq^.,. 

Suppofant tout ce qui a été dit dans les. deux derniers articles^ & 
ayant mis à part la caraftériflique, cherchez dans les tables le jogarith-, 
me prochain plus petit, que le logarithme prppbfé, & Je nombre abfoîu( 
qui fe trouve vis-à-vis fera s partie du nombre denîandé. Pour trouver 
Faut» partie, r , retranchez le logarithme des tables du logarithme pro^ 

Oo 2 po- 
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ppfé, & ncapmez k reûe r ; en ce cas r fera le logarithme de la frieâoa 

*-^; mais le logarithme 4e '-^ a été trouvé dans le pénultième arti- 

cleêtre J^H- -r^^r-rî àoncdt^^ ^*^^ . . =3r: partant t-T__ ^^ 

Maïs comme d différence des logarithmes des deux nombres j & j -+ x, 
cil à I différence des nombres mêmes, ainfiefl r,quî n'eft qu'une partie 

de la première différence, à -^partie proportionelle de la dernière; 

donc la partie principale & affirmative du réfidu exprimant la quantité 
^, c'eft-à-dîre, du téfîdu ^^— £î_; cette partie, dis-jé, peut s'ap- 

peller la partie proportionelle , & la partie négative ■ ^^' - ou — peut 

s*àppeller la correélion à fouftraire ; correftion qui ne fauroit jamais ex* 
céder .0000125; c'eft de quoi on peut fe convaincre aifément en fub- 
fliciiant ^ à la place de r^;^,' & loooo au-lieu de s^ comme dans le der* 

nier article: ainfi la partie proportionelle -^ défigne la quantité r, ou 
exaaement, ou s'il s*y trouve quelque erreur, elle fe réduira tout au 
plus à I de trop dans la cinquième & dernière place. 
. Pour trouver préfentement la correftîon , que t foit exprimé par les 
deuxpçemiers caraéléres de ~ j après quoi,fi l'on retranche cette gran- 
deur de l'unité, lerefte exprimera les deux premien caraéléres de la 
quandtè v : divifez ptèfeiitément deux ou trois des premiers caraftéres 
du produit tv par deux ou trois des premiers caraftères du nombre 2J, 
& le. quotient fera une correction plus que fuffifante; lequel quotient 

étant retranché de ~ laiffera t auflî exaft qu'une fraftion décimale de 
cinq taraflréfef peut rexprimô-. 

N. B. Par ks logarithmes des tables j'entends ici les logarithmes de 
tous les nombres depuis loooo jufqu'à looooo, les logarithmes de tous 
les nombres au-deflbus de joooo étant compris dans ceux-ci» 

. . E X E M P L X» 

Ayant mis à part la caraftériftique, qu'il faille trouver le nombre ab» 
folu qui répond à ce logarithme .0915110721 :1e logarithme prochain plu» 
petit des tables eft .0914910943 , vi^à-vis àa nombre abfolu 12345 • 
donc i=ri 2345. De-phis, le logarithme des tables retranché du loga- 
rithme propoféJaifle .0000199778 or, & rf= .0000351783 j donc -£. 

d 

■ i s=5<57PO» 
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s 56790, dont les deux premiers caraSéres donnent r= .57 ; donc i — ^ 
o\xv:^*^3 9Sctvzi .245 -+ ; défignez ce nombre par . 25 , & le divîfant en- 
fuite par 25000 , qui font les deux premiers caraftéres de 25 , le quo- 
tient fera .00001 , qui efl la correéÛon; retranchez cette correftion de 

^, c'eft4-dire, de .56790, & il reftera 5<î789; donc r= 56789; & 

les carafte'res repréfcntant le nombre abfolu cherché feront 1234556789, 
lequel nombre doit être noté conformément à la caraftériftique j com- 
me fi la caraûériftique étoît 8 , la dernière figure devroit être une déci- 
male; fi c'étoit 9, les neuf caraâéres ne formeroiént qu'un feul nombre 
entier; fi la caraÂérillique étoit lo, il fàudroit augmenter le nombre 
d'un zéro vers la main droite , &c. 


^ 


LIVRE IX. 

PARTIE III. 

De T Invention des Divifeurs. 

JUfqu*îci je n*ai confidéré que les équations fimpleS & celles de deux 
degrés: mais ayant deffein de pafTer à d'autres équations plus éle- 
vées , je commencerai par donner à mes Leéleurs quelques infixuc- 
tions préliminaires y qui pourront les aider à réfoudre plus facilement ces 
équations. 

• Pour cet effet je m'attacherai^ d'abord i la matière de l'invention des 
divifeurs ; & parce que fur cet article, comme fur la plupart des autres, 
le Chevalier Newton a furpaffé tous ceux qui ont traité le même fujet 
avant lui , je donnerai fes règles , avec mes propres explications quand 
eUes paroîtront néceffaires , fans approfondir néanmoim la matière au* 
tant que l'a fait cet illuftre Mathématicien. 

Avant que d'aller plus loin , j'avertis le Leéleur , que par F invention des 
divifeurs on entend^ Tort de trouver toutes les quantités par lesquelles une 
quantité donnée , fimple ou complexe , peut\ être divifée fans refle. 

407. Si la quantité dont m cherche les divifeurs efl une quantité 
fimple y c* efl 'à -dire y fi elle n'ejl que le produit de la multiplication 
et autres quantités y ^ ne fe trouve point compofée de parties jointes 
enfemhk par le figne -4- w — , divifez - la pût fm plus petit divifeury 
^ puis le quotient par fon plus petit divifeur^ & ainji de fuite jusqu^à ce 
que vous veniez à un quotient qui ne foit plus dvoifible: par ce moyen 

Oo 3 * vous 
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vous aurez tous les prenûers éivtfeurs par lesquels la quantité prùpofie pem 
être Hvifie- Enfuite multipliant ces premiers divifeurs deux à deux, raffem'^ 
blez de cette manière autant de produits différens que vous pourrez: faites 
enfuite autant d'autres produits que vous pourrez , en multipliant ces Avifeurs 
trois à trois j & ainfi de fuite; ^ ces produits ainfi trouvés feront tous les 
divifeurs compofés dont la quantité donnée ejl fufceptibîe. 

Comme par exemple , qu'il faille trouver tous les divifeurs du nom* 

bre 60. Premièrement je divife 60 par fon plus petit divifeur 2 , & 

puis le quotient 30 par Ion plus petit divifeur 2 , puis fon quotient 15 

par 3 , & j'arrive enfin par-là au quotient 5, qui n'admet plus de dîyifion: 

j'ai donc obtenu aînfi tous les premiers divifeurs du nombre (îo, favoir, 

1,2,2,3,5; ou laiflant-là i, parce qu'il eft le divifeur commun de 

tous les nombres , 12 , 2 , 3 , 5. Je fais alors de ces divifeurs autant de 

paires différentes que je puis, les multipliant enfemble, & je trouve de 

cette manière d'autres divifeors , cotome ^x2, 2x3,2x5*3x5, c'eft- 

à-dire, 4,6,10,15: je les multiplie enfuite trois à trois, & obtiens 

par-là d'autres divifeurs , comme 2k2x3, 2x2x5» 2x3x5, c'eft-à- 

dire , 12,20,30: enfin , je les multiplie enfemble tous quatre , & il en 

réfulte le divifeur 2 x 2 x 3 x 5 , ou 60. 

Si l'on demandoit tous les divifeurs qui divifent le nombre %iahb làns 
refte ; divifez le nombre 2iabb par 3 , & le quotient "labb par 7 , & le 
quotient abb par a , & le quotient bb par b , & vous arriverez à la fin 
au premier quotient b ; donc les premiers divifeurs du nombre 2sabb 
font iiT^a^b^b: ces nombres multipliés deux à deux donneront 21^ 
3a , 3^ , 7^1 , 7^ , âZ^ , 2?3 ; multipliez-les enfemble trois à trois , & vous au« 
rez 2 1^ , 2 1 ^ , 3^3 , 3&£ , 'jab , 7bb , abb : multipliez«les quatre à quatre , as 
vous aurez 21^^,21^, $abby y abb: multipliez Jes tous cinq enfemble, 
& il en réfultera la quantité même qui étoic propofée, favoir 21 abb. 

On peut trouver de-même tous les divifeurs du nombre 2abb^6aac en 
le divifant d'abord par 2 , & puis le quotient abb^^^aac par â; après 
quoi vous arriverez au quotient indivifible bb^^ac; donc les divifeurs 
de la quantité 2abb'^6aac font 2, a, bb'-^ac;2ay2bb''6aCyabb'^^aac} 
2abb — 6aac. 

N. B. Tous les nombres y qui n* admettent aucun diviffur plus petit qu'eux-^ 
mimes y excepté V unité, s appellent nombres premiers. Ainfi 2, 3, 5 & 7 
font des nombres premiers ; au-lieu que 4, 6, 9, 10, font appelles de« 
nombres compofés , comme étant produits par la multipiic;ition d'autres 
nombres* 
408. Ce feroit fe donner une peine fort inutile que de prouver que les 

nombres 
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nombres trouvés dans le dernier article diviferont les quantités qui y 
font propoféesja chofe étant claire d'elle-même: mais il n'eft pas fi é- 
vident que ces quantités n'admettront point quelques autres diyifeurs 
que ceux qui ont été déterminés par la méthode précédente ; - c'eft pour- 
quoi je mettrai cet article au-deffus de toute exception par la démon- 
ftration fuivante. 

Soit abc un nombre dont les premiers diyifeurs fuîvant le dernier ar* 
tide font a^ b Scc^ & dont par conféquent les divifeurs compofés font 
abj acybc & abcijeàis^ cela étant , que ce nombre n'admettra point 
d'autres divifeurs que ceux-ci, foit premiers, foît compofés. Prou- 
vons-le d'abord par rapport aux premiers divifeurs : car que d foit quel- 
que nombre premier différent de quelqu'un des nombres premiers a^bâcc; 
donc a ôc d étant deux nombres premiers inégaux, il faut néceffaire- 
ment qu'ils foient premiers Tun à l'égard de l'autre ; & la même remar- 
que eft applicable aux nombres b &d^ comme auffi aux nombres c&d. 
Puis donc que les nombres a & b font tous deux premiers relativement 
à i, leur produit ^i A fera premier par rapport à rf, par l'art. 195 : pareil- 
lement puisque le nombre ab&lt nombre c font premiers à l'égard du 
nombre rf, leur produit abc fera auflî premier relativement à ce nom» 
bre ; ainfî d ne fauroit être un divifeur du nombre abci&h chofe fera 
également vraie de tout autre nombre premier quelconque différent des 
nombres a, b & c. Je dis en fécond lieu , que le nombre abc n'admet- 
tra point d'autres divifeuft compofés outre ceux qui ont été fpécifiés ; 
car nous avons affigné tous les divifeurs compofés , qui pouvoient être 
formés par les différentes multiplications des premiers divifeurs ayb&ci 
& nous avons fait voir auffi qu'il n'y a point d'autres premiers divifeurs, 
dont d'autres divifeurs compofés pouvoient être dérivés. C. O. F. D. 

JV. B. On ne fauroit douter que les nombres a & b ne foient des nom- 
bres premiers , auffi bien que le nombre c (qui eft tel par la fuppofition) ; 
car fî ^ n'étoit pas un nombre premier , il admettroit quelque divifeur 
comme ^, plus petit que lui-même: puis donc que e divife a & que a 
divife le nombre abc j e divifera auffi le nombre abc; donc a ne fera 
pas le plus périt divifeur de ce nombre , ce qui eft contre la fuppofition; 
partant a doit être quelque nombre premier; & le même argument eft 
applicable kb, qui eft (par la fuppofition) le plus petit divifeur du pre- 

mier quotient b c. 

409. Si une quantité y après aooir été divîfée par tous/es divifeurs fmpks , 
rejle encore complexe , Êf qu'il y ait lieu de foupçmner quelle admet quelque 
divifeur complexe y rangez fes dikérens membres fuivant les dimenfions de queh 

qufi 
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que lettre qu'elle contient ; puis fubjlituez à la place de cette lettre trots ou plus 
de trois termes de cette progrejfton arithmétique j 3, 2, i, 0,-1,-2; 
ce qui étant fait , placez les nombres qui réfultent de ces fubjlitations vis-à- 
vis de ces termes conjointement avec tous leurs divifeurs tant affirmatifs que, 
négatifs; ou fi les divifeurs négatifs n'y font pas y ils font au - moins fousen- 
tendus : enfin , vis-à-vis de ces divifeurs mettez toutes les progrejjions arith- 
métiques décràiffantes qui peuvent en être formées ^ en defcendant du plus bout 
nombre vers le plus bas^ comme font les termes de la progrejjîon 3,2,1,0, 
— 1,-2; mais la différence des termes des progrejftons formées au moyen des 
divifeurs doit être t unité ^ ou quelque autre nombre qui divife k terme le plus 
élevé du dividende propoféifi quelque progrejfion pareille peutfe trouver éprenez 
le terme fitué vis-à-vis de o dans la première progrejjîon , i , o, — i &c. & divifant 
ce terme par la différence commune de cetteprogreffion^ joignez le quotient avec 
fin figne propre à la lettre fuivant les dimenfions de laquelle le dividende a été 
difpofé , ^ vous aurez une quantité mec laquelle la divifion doit être tentée. 

Par exemple, que la quantité, dont on cherche ledivifeur complexe, 
foit «'— jcx— ioxH-6. Ici fubftituant les termes 1,0, — i à la place 
de X fucceffivement j je trouve que les * nombres qui réfultent de ces 
fubftitutîons font —4,6,14; fans faire attention à leurs fîgnes , je pla* 
ce ces nombres avec leurs divifeurs , vis-à-vis des termes relpeflifs de 
la progrellion dont ils font nés, de la manière fuivante: 

1,2,4. -+4» 

I, 2, 3, 6. 
I, 2, 7, i4i 

Comme la plus haute puiflance du dividende, fàvoîr as^ , n'admet aucun 
autre divifeur numérique que l'unité , je cherche parmi les divifeurs une 
progreffion arithmétique dont la différence commune foit l'unité, & dont 
les termes décroiffent de la même manière que les termes de la première 
progreffion i , o , — i , & je ne trouve qu'une feule progreffion pareille 
parmi les divifeurs , favoir , 4 , 3 , 2 ; le nombre 4 étant un des divifeurs 
fitués vis-à-vis de i , le nombre 3 un de ceux qui font vis-à-vis de o , & 
le nombre 2 un de ceux qui font vis-à-vis de — i : de cette progreffion 
4 » 3 j 2 , je prends le nombre 3 , qui eft vis^à-vis de zéro , & l'ajoutant 
à la lettre x , je tente une divifion avec la quantité * -H 3 , & je trouve 
qn'elle me réuffit ; car la quantité x^— xa?— loxH-Cî étant divifée par 
a? -+ 3 donne pour quotient a;x — 4a; -+• 2 fans relie. Par 

* {Les tiombreî qui réfultent de ces fubfiitut ions font —4,6,14.) Ceci a befota de quel- 
que explication: le nombre —4 vient de la fubfliiution de i à la place de acJ firc. ce quidocH 
ne I— •i-^io-f6="— 4: la fubUitudon de o détruit tous les termes où x fe trouve» de- 
forte qu'il relie 6 : la fubftitudoa de — i donne -*-i — i-+ioH-6«i4. 
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Rur exemple encore, qaé la quantité donc on cherché le dlvîfeàr com- 
plexe, foit 6y*— y' — 2i3f*-+3y-f 20. Ici mettant 'i,o, — i fuccèflî- 
vement pour y , les nombres qui réfulteront de cette fubftitution feront 
7, 20, 3 ,que je place avec leur» divifeurs vis-à-vis des termes i ,o,— i 
dont il^ ibnt dérivés ^ de la manière fuivante, ; ^ 


I 

7 

I. 7. 

7, 7». 

I. -I, 



■ 20 • 

I, 2, 4, 5, 10, iô. 

4, Si 

-I, -2, 

— I 

3 

I-. 3- 

. I- 3- 

— 3- -3- 


Puis .examinant les divifeurs , je trouve parmi eux quatre progreffions 
arithmétiques décroiflantes , favoir ^7, 4, i, dont la différence commji- 
' ne efl: 3; 7 , 5 , 3, dont la différence comtnùne efl 2 ; i, — 1, —'3, dont la dif- 
férence commune eftauflî 2; &— r, —2',— 3, dont la différence com- 
mune ell i. Puis donc que toutes ces différences communes divifent 6, 
coefficient du terme le plus élevé, je les effaye toutes Tune après l'au- 
tre : je commence d'abord paf la première progreflîon 7,4,1, & divî- 
fant le nombre 4 , qui fe trouve Vis-à-vis de o dans la première progrès- 
fiôn I , o , — I , par 3 , différence commune des termes de la progreffion, 
le quotient ell |; je joins ce quotient à la lettre y, & tente ainfi une 
divifîon avec y-+"|> ou (ce qui revient au même) avec 3y-+4, & el- 
le réuffit ; car fi Ôy"^ — y ^ — 2 lyy -+ 3y H- 20 font diyifés par 3y -+ 4 , le 
quotient fera 2y ^ — 3yy — 3y — t- 5 fans refte. Je confîdére après cela la pro- 
greflîon fuivante 7,5,3, & divifant le nombre 5, qui efl vis-à-vis de o, 
par 2, différence commune de la progreffion,je tente une divifion avec 
y -+ 1 ou (ce qui revient au même) avec 2y-i'S 9 inais l'opération ne 
réuflît pas. En troilîéme lieu, j'effaye s'il y a moyen de réuflTr avec la 
progreffion fuivante 1,-1 — 3, ^ divifant — i , qui efl vis-à-vis de o^ 
par 2 , différence commune de la progrefïîon, je tente une divifîon avec 
y — ^ ou (ce qui revient au même) avec 2y — i ; mais la chofe ne réuflît 
pas non plus. Enfin j 'effaye la dernière progrefïîon — i — 2 — 3 , en ten- 
tant une divifion avec y — 2; mais l'opération ne réuflît point: deforte 
que, tout bien examiné', la quantité propoféé n'admet qu'un feurdîvi- 
feur complexe, favoir 3y-+4.* En 

• Cette conclu (îon, & ce qui la pr(f cède, (èmblent exiger quelques éclaîrcîflfemen'. Oa 
peut demander pourquoi il faut fubilituer fuccefllvemenc à la place de j4 &c. dans la quan-r 
tité propoféé, les termes de la progredion arithmétique t ,0, — i? Pourquoi fannexelenoa* 
bre 3 à la lettre y dans mon divifeur ? & enfin , pourquoi le nombre 4 , (\uq j'ajoute à ^j pour 
coniplcter leidivifèur, eft pris vis-à-vis de o. Je réponds i ces trois queuions refpedlivement. 
i*. Que la "lubflitution fucccflive des termes 1 ,o»-^i à la' place de fi &c. dans la quantité 
propoféé, fuppofe y égal ù un nombre quelconque : or comme la grandeur jf a la mémo va< 
leur dans le divifeur que dans le divideude propofé, il s'enfuit que j divifera j4 &c. 2% J'an- ' 
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Eni^\ç^Ja jiu^ité propoféE (ait 24^' — 50^*-+ 49a' — 140a* 
H- 644 -J-.30* Ici fubftituant 2,1, o— i fucceffivement à la place de a 
(comme les dimenfions de la quantité propofée font fort haut) les nom* 
bres qui réfultent de la fubflitution font —42, — 23 , --+-30, -'297; je 
place ces nombres , fans aucun égard à leurs fîgnes^ avec leurs divi« 
feurs vis-à-vis des termes de la progreilion fuivante: 

h 2, 3> Cy 7j Hj ai, 42* , , -+3, -f3, H-7, 

ij 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30. 
I, 3, p, il, 27, 33, 99^ 297. 

Examinant enfuite ces divifeurs, je trouve trois progreflîans arithméiî- 
qutsdécroiflantes,favoir,i*. 3, 1,-1,-3; ^°- 3»""ii^5>-9î3'*-7> 
1 ,7" 5 5*" "• de ces trois progreflîons je prends les termes fitués vis-à- 
vis de o^ favoir — i , — 5 > ""5 j & les divifant par les différences com- 
munes de leurs progreffions refpeftives, favoir 2 , 4 , 6 , j'ai trois quan- 
tités avec lesquelles je puis tenter la divifion , favoir, a— |, a— |, & 
a—U dont la dernière a— ^ ou 6/1— 5 eft la feule qui réuffit,le quotient 
^tant 4^*— 5âj'-+4a' — 20a— 6. 

Si cette méthode ne fournît aucun divîfeur^ nous pouvons en inférer fûre^ 
ment que la quantité propofée n'admet, aucun divifeur complexe iune dimenfion: 
cependant elle peut avoir un divifeur dans lequel la quantité indéterminée 
s^éléve à deux ou à plus de deux dimenfions , comme nous le verrons tout 
à l'heure. Mais avant que d'aller plus loin , on s'attend peut-être de ma 
part à quelques éclairciffemens généraux fur la nature de la méthode qui 
vient d'être décrite } & c'eft à quoi je deftine l'article fuivant, 

410. Si la quantité ^^r-xr-- 10x^+6 eft diyifée par *-+3, le quo- 
tient leraa-x— 4iH-2 comme d^ns le premier exemple, fans refte; & 
puisqu'il n'y a rien dans cette divifioaqui reftreigne plutôt x à une va- 
leur qu'à une autre, mais que cette grandeur efl abfolument indétermi- 
née, il eft manifélle que la conclufion doit être univerfelle ; c'eft-à-dire , 
fi a; eft fuppôfé égal à un nombre entier quelconque, le nombre a;-+ 3 

fera 

nexe le nombre .3, à la jettre j, parce. que ce nombre, qui eft la différence commune de It 
progreflion arîthmétîque lo, 7, 4, i ,— 2, doit^ par Thypothéfe, être un divifeur exaft du 
terme le plus élevé déjà quantité propofée: carfî cela n^étoitpas, l'opération auroit déjà 
manqué , & il ne (èroH pas tiéceifaire d*ailer plus loin. Enfin, le nombre 4, qui complète 
te divifeur, efl pris vis-ivis de o, parce qu'étant une partie aliquote de 20» il doit divifet 
20 exactement, tous 1er autres termes étant détruits par la fubfticudon de o à là place de jr* 
Au-refle il arrive ibuvèrit que l*jpc' ration ne réuflît pias» quoique touces ces conditions tyent 
été obfervées; & la raifon en e(l« qu^oncre la puifTance la plus élevée de jr> il y en a encore 
d^aucres, dont les coediciens ne fauroieut être divifés (ans refte. 
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« 

ierâ m MÎîvîfenr du nombre x^^^'^x-^iox-^-tii.ÔLlé/^V^^ 
X* — 4ir-f2. Par exemple. Eûtes x=iô-;cela étant voui aurez h 4iyi-. 
dende x^— x«— iox-4-6=iooo— loo— ioo-+(Sî=8otf, ^ledivifçstfi 
S-+ 3 = ro*-+-3=i3, & le quotient «x— 4a;-+a=iao— 4o-+.2î=<52; 
donc le nombre 13 eft un divîfeur du nombre 866; & fi i-on divife 8oi5- 
par 13 , le (Quotient fera 62; ce qui Te trouye vrai aùflî; 

Cette obfervation préliminaire étant faké, afin de préparer le Lcsfteur 
à ce qui va fuîvre, que la quantité ax^ -+bx^-hcx'-+d admette quel«. 
que divifeur complexe d'une dimenfion , que nous lujppofbns être e !•-+/, 
& que le quotient. foit gx^Hf-te-+*, les lignes -+• ne fignifiant autre 
dhofe finon que les quantités au devant desquelles ils font -mis doivent 
être ajoutées aux précédentes fuîvànt les règles ordinaires dé Tadditîon , 
foit que ces Quantité» foient affirmatives ou négatives : il pàroît claire- 
ment par ce qui vient d'être dit , que les quantités ax^-i-bx^r^cx-i-d 
doivent former un nombre entier , de-même que. les quantités ex H-/, 
que la valeur de a; foit ce qu^elIe voudra, pourvu que^if foit un hombfe 
entier. Ceft ce qui paroît (dis-jè) clairement ; car ce n*eft que dans cet- 
te fuppofidon que là règte du dernier arti<^le peut avoir lieu ; donc a, ^', 
^9 ^9^9/ doivent être des nombres entier^; car fi quelqu'un d'eux étoit 
une fra6Udn , on pourroit afligner à x des valeurs qui rendroiènt les nom* 
bres qu'elles défignent des fràftions. Il eft évident aufli par la fuppoCtion , 
que le quotient gxx -+ te -f * doit dorei un nombre entier ^ quel que puiffe 
être le nombre entier que x repréfente ; car fuppofer , que dans toutes les 
valeurs qu'on affignera à a?, lenombreentiér e x H-/ eflun divifeur du nom- 
bre entier ax^ -+ bx* &ç. , ç'eft fuppofer que le quotient eft un nombre 
entier ; puisque fans cela un nombre quelconque peut être confidéré corn* 
me le divifeur d'un autre nombrç îdonc g^h^k font des nombres entiers^ 

Suppofons préfentement a;= I , & nous aurons ax^ h- te* --hcx-^d^a 
-+A-+r-4-i, & ex-h/^e'+fi donc fi le nombre qui réfulte de cet- 
te fuppoficion, favoir a -+è-+ c—i-rf, conjointement avec fes divîfeurs,' 
eft placé vis-à-vis de i , fuivant la rè^e du dernier article , le nombre 

e -4-/ fera un de ces divifeurs. 

, ■ • . < . • ... 

Par exemple encore, qujsafîsoj en ce c^nous aurons ax^-j-bx* 
H-ca:-+rf=:(/, & ex^f:sfi donc û d avec fes divifeurs eft placé vis- 
à-vis de G, le nombre/ fera l'un d'eux. 

Enfin, foit a?=:— i ; nous aurons alors ax^ H- te* H- c^-f-^/rr—tf »f. j 
— cH-rf , & ex-i'f=2^e-^f; par conféquent fi le nombre ^a-H-*-cH-i 
eft placé avec fes divifeurs vis-à-vis de-i, le nombre ^e-^ffe trou- 
vera parmi eux: mais les divifeurs ^-4-/,/, & ^tf^/ forment une 

Pp 2 pro- 


progrcffi(kiraridimëtiqûedécroiffante^ dont la différence commuûe .^ eft 
le nombfé par tegoel ar doit êjtre muJtîplié pour faire èx partie du divi- 
leur cherché-^ & dont k ternie /^ fitué vis-à-vis de o , étant ajouté à 
la partie ex^ rendra ^a;-+/ un divifeur complet; donc fi a 4^3 -+^ a;* 
-4- (rx-+^ admet quelque divifeur complexe d'une dimenfion, comraç 
ex'+fi il faut néceflairement qu'il y ait une progreflîon telle que nous 
Tavôns décrite; quoique le contraire ne foit pas toujours vrai, & qu'on 
ne puifle pas dire, que toutes les fois qu'une pareille progreflîon fe ren-, 
contre ^ la quantité propofée admettra un divifeur complexe de ce gen- 
re. Mais pour s'épargner ( autant qu'il eH poflîble ) d'inutiles recher- 
ches, l'Auteur de cette règle retranche toutes les progreflions, dont la 
différence commune ne divife points, coefficient du terme le plus éle^ 
vé ax^ y & avec raifon ; car fi la quantité ax^ ^c. eft divifée par ^o: 

(^c.y le premier terme daquotient fera —xxx=gxxi ainfi^rtg nom* 

bre. entier; donc e doit être un divifeur dt a. 

Si l'on demande pourquoi. TAuteur, après avoir déterminé les quan. 

tités e &/,confidére d'abord le divifeur comme x-t-^ avant qUed'en 
faire e x -+/, la raifon en efl: manifefte ; car il eft poflîble que/foit divî- 
fiblepar^, auquel cas ^ fera un nombre entier, comme/; ou s'il ne 

Feft pas, il fe pourra néanmoins quelquefois que ^fpit réduûible à de 

moindres termes, comme ~ , & quel de ces cas que ce foie qui ait lieu , 

le divifeur x -+ / dans le premier cas, & wjtH-/ dans le dernier, feront 
chacun en particuHer un divifeur plus fîmple que ex-hf. Ces cas arri- 
veront toutes les fois qu'on ne fera point ufage des • progreffions les plus 
Cmples qui fe trouvent parmi les divîfeursr; c'eft-à-dire de progreflions 
dont les termes n'admettent aucun divifeur commun. 

Si Ton objefte , qu'une quantité peut admettre un divifeur de cette 
forme — ^x— !-/,& que la règle de T Auteur qui prefcrit uniquement des 
prçgreflîons décroiflantes , ne le trouvera point; je réponds, que toute 
quantité divifible par - ^ a; -+/, peut auflî être divifée par -^ex-fi 
& quelque part que foit ce divifeur , h règle de F Auteur l'y trouvera. 

411. Si la quantité propofée ne s'Sévepàs au-dejfus de trois dimenfions , fc? ad- 
met tm divifeur complexé de deux dimenfions , îJ faut néceffairement quelle ait un 
autre divifeur d'une feule dîmenfion, lequel étanPtrouvé au tnoyen de larègle précé- 
dente , ^dhifant la quantité propofée , donnera pour quotient F autre divifeur ; maii 
ft là quantité iéléve^au'deljus de trois dimenfions^ & que fonpiuf petit divi/euf 
• . . ' nen 
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lîVft ait pas moins de-deux , un pareil divifeurfe trouvera de la manière fuivante. 
: Que x/oit la quantité indéterminée dont les puijjances compo/ent la quan^ 
iité propofée: après avoir fubjlitué les termes de cette progrejjîon 3,2,1,0, 
^ 1 y-- ^fuccejjivement à la place de x, (^ mis vis-à-vis d'eux les nombres 
qui réfultent de cette fubftitution^- conjointement avec leurs divifeurs affirma^ 
tifs y cbmmeci*dej]us, les divifeurs négatifs étant fous4ntendùSy multipliez 
les quarrés des termes de la progrejjion par quelque divifeur numérique du plus 
haut terme de la quantité propofée y que nous nommerons e, S? placez les pro- 
duits 9e,4e, ie,o, ie,4e vis-à-vis des termes de la progrejjîon , cela étant 
fait y retranchez, ces produits de tous les divifeurs de leurs rangs refpeStifsy 
tant affirmatifs que négatifs , ^ placez les rejles dans les mêmes rangs avec 
leurs fignes propres ; enfuite cjjayez Ji en pajfant du plus haut au plus bas 
rang des refies , vous pouvez trouver une progrejjion arithmétique quelconque , 
croijjante ou décroijfante ; fi vous découvrez une ou plujieurs progrejjii/ns pa- 
reilles , rangez-les vis-à-vis des termes de la première progrejjion , ^ exami* 
nez-les enfuite Vune après faulrt de la manière fuivante : que Çdans quelqu'un 
ne de ces progrejjions) z^gfoit le terme fit ué vis-à-vis de o dans la première 
progrejjion j cela étant , après avoir retranché ce terme ^ g du terme immé- 
diatement au'dejfus dans la même progrejjion y que ce rejie foit Hh f; je dis 
que la quantité compofée avec laquelle la divijion doitfe tenter y feraexx-^fx 
Ztë' Maisji Von ne peut trouver aucun divifeur de cette manière-là y cher- 
chez un autre divifeur du coefficient du plus haut terme de la quantité propofée 
pour e , 6f continuez ainji jufqu'à ce que vous ayez parcouru tous les divijeurs- 
numériques du terme le plus élevé; S Ji alors vous ne trouvez aucun divifeur 
complexe , ce fera une marque infaillible que la quantité propofée rien admet 
aucun. 

Un exemple fulEra pour édaircir cette règle» Que la quantité propa* 
fée foit a?*-— x^ — ja;»-^ lar — 6. Ici fubftituant les nombres 3,2,1,0, 
— 1,-2 fucceflîvement à la place de a?, je trouve que les nombres qui* 
réfultent de cette fubftitution font 39,6,1, — 6, — 21, — 26; je place 
ces nombres, fans aucun égard à leurs fignes, conjointement avec leurs 
divifeurs , comme il a été dit ; puis multipliant les quarrés des termes 
de la progreffion par i , qui eft le feul divifeur numérique afl&rmatif de 
i*, le terme le plus élevé de la quantité propofée, & rangeant les pro- 
diiits 9,4, I , o , 1,4 vis-à-vis des termes de la progreffion , je retran- 
che le nombre 9 de tous les divifeurs de fon rang , tant afSrmatifs que 
négatifs, c'eft-à-dîre , de 39, 13, 3, 1,-1,-3» -^3> "^39> & les 
relies, favoir 30, 4, — <î, — 8 , — 10, — 12, — 22, — 48, je les pJace 
vis-à^ vis de 9 dans le plus haut rang : j'en fais de-même avec le nom- 
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bre fuivant 4 > réIatîtifemeQt aux divifimrs de fon rang ; & aînil âct 
refte. Après cela j'examine les reftes ^ & trçtwre parmi eux deux progref- 
fions arithmétiques en defcendant du .plus haut rang jirfqu'auranglépluà 
bas, favoir, 4^ 25 0>--^>"-4j"-<55&-^<S5'r^^ j<>5^3j'^^>"-+Piqùé 
je range l'une & raucre vis-à-vis dés termes de la première progreflîott 
3 , 2 , 1 , o , — ï , —2. Dans la première, de ces deux progreffions je trou- 
ve le terme —2 fitué vis-à-vis de o dans la première progreffion; ainfi 
^=—2;. ce nombre étant retranché de o, le terme fuivant au-deffus de 
lui dans la même progreffion, donné Ht 2 pour/: il fuit de-là, que puis» 
que ^= I , le divifeur qu'il faut eflayer fera xx -+ aa?— îî. Dans l'autre, 
progreffion je trouve que Je terme vis-à-vis de b efl: 3 j donc ^=3 ; & 
ce nombre retranché de o comme ci-deflus , lai{rer-3 pour/; donc le 
divifeur tiré de cette progreffion avec lequel il faut tenter la diviGon , 
efl arap— 3»-+ 3. Je fais l'effai de tous les deux , & ils me réuffiffent l'un 
& Tautre; c'eft-à-dire, fi la quantité propofée eft divifée par l'un de 
ces divifeurs , le quotient fera l'autre divifeur. 
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Ces opérations (quand elles en ont befoin) peuvent être tant foit peu abré^ 
gies: que p,q,r,s,t,vy^/>«« les npmbres ipi réfultent des fubjlitutions de 
3,2,1,0,-1,-2, ^ que comme tels ils /oient placés vis-à-vis des termes 
de cette dernière firie; cela étante fi les nombres extrêmes 1^^ v font fort 
grands ^ou contiennent quantité de divifeurs ^ que ces^ divifeurs ^aujfi-bien que les 
refies qui naWhit d'eux ^f oient laij[JiS'lày&^ tâchez de trouver ^ s' il y a moyen ^ 
une progreffion arithmétique en parcourant les reftes qui appartiennent aux 
nombres intermédiaires q , r , s , ti fi vous trouvez, une pareille progrès^ 
fiony que les termes f oient 2f-+g, fH-g> g>"-f"+gi i^ ^fi bien clair 
alors que dans cette progreffion ^ le terme prochain au-dejfus de 2fH-g/e?- 
ra 3f-f-gî; ^ que le terme prochain au-dej/bus rf^ — f •+g/^ra— 2f-+g: 
ajoutez le nombre 9e au tenue 3f~^g, ^ ^fjciycz fi le nombre peH-sf 
r-+-g divifera le nombre p; s'il le fait, ajoutez aujji 4e à — 2f-f-g, f? 
ef/ayez fi le nombre 4e— 2f-+g divife le nombre v : jî m^^ divtfion réuf 
fit auffi , vous aurez alors une progreffign auffi complette pour tenter to- 
pera- 
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$iratm^quefi les divifeurs & les refies des nombres extrêmes p £5^ v itoient 
entrés en ligne de compte : maif fi mcun des deux divifeurs ne réujjtt y oU 
quil n'y en ait qu'un féal qui réujfijje , c'efi un figne que la prog;rejfion 
ainfi trouvée n'étoit qu^ accidentelle ^ ^ ne devait pas Jm origine à quel- 
que divjfiur complexe. 

Touc ceci fe déduit manifeftement de la règle donnée ci-defTus. 

Si le coefficient du terme le plus élevé de la quantité propofée admet 
plufieurs divifeurs , ces divifeurs pourront quelquefois embarrafler T Ana- 
lyfte ; mais dans la plup^t des cas où cette invention des divifeurs eft 
de quelque ufage, je veux dire, pour abaifler d'un ou de plufieurs de- 
grés des équations élevées, ce coefficient fera généralement parlant Tu- 
nité, ou peut aifément être rendu teLs'il nerfeft pas , comme nous le 
verrons dans un autre endroit, 

IST.^. Dans les direftions que je viens de donner j'ai pris la liberté de 
jm'écarter de la méthode de mon Auteur fur un ou deux articles, mais 
qui ne font d'aucune importance relativement au fond de la méthode 
même. 

412. Après ce qui a été dit dans l'article pénultième, le dernier artî- 
de n'exige prefque aucune explication. Car qu'une quantité quelcon- 
que ait pour divifeur ex"- ^fx'-lrg ; cela étant il eft clair que e, coef- 
ficient du terme le plus élevé du divifeur , doit être quelque divifeur nu- 
mérique du plus haut terme de la quantité propofée , par ce qui a été 
prouvé dans fart. 410. Il n'cft pas moins évident que fi x eft fait égal 
as, le divifeur tfx*-t-/x-+ g fera p^^+^/'-f^; fix=2, le divifeur 
fera4tf-+2/H-g, & ainfi de fuite ; donc parmi les diflPérens divifeurs 
fitués vis-à-vis des termes de la progreflîon 3,2,1,0,— 1,-2, on 
trouvera entre autres ceux-ci , 9^-1-3/H-g, 4^^ 2/^ g, /-+f^g^ 
g^ ^"f-^gy 4^-2/-+^î par conféquent après que tous les nombres 
9^,4/?, If , o, !<?, 4^ auront été fouftraita de tous les divifeurs de leurs 
rangs refpeftifs , on trouvera néceflairement , en parcourant les reftes 
cette progreflîon arithmétique, j/H-g., 2/-+g,/-f^, g^ -f-^g 
H-2/H-g: donc par laraifon des contraires, quand on rencontre une 
pareille progreflîon, il faut e%er fi elle fournira un divifeur compo- 
le ou non, "^ 

Si la quantité/ eft négative, c'eft-à-dire, fi le divifeur eft exprimé 
par cette formule ex^ -fx±g, la progreflîon produite par-là fera une 
progreflîon arithmétique croiflante , comme — jfztg^ — ^fztg —/H" S 
:±gy'^f±gy-t'2f±g. ~ ~ 

Enfin, fila grandeur/ eft égale à zéro, c'eft-à-dire, fi le diviferr 

eft 
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eft exx':±g, les termes de la progreffion (fi on peut Tappeller aînfi en 
pareil cas) fçront tous égaux à rt"^> & l*un à l'autre. ^ 

. 413. 5t /j quantité propofée efi compofée des puijffances de deux lettres dif- 
férentes , de façon à avoir tous les termes du même nombre de dimenjîons , à 
la place d'une des lettres mettez tunité ; puis trouvant ( au moyen des règles 
précédentes ) un divifeur complexe , sUl y en a, remplirez les dimenjîons qui 
manquent au divifeur par celles de la lettre (pii avoit été auparavant fupprimée^ 
6? vous aurez le divifeur complet* 

Comme par exemple, que la quantité propofée foit 6y+— ayJ — iia^y* 
-+3a'y-f-20^+, dont chaque terme eft de quatre dimenfîons, foit de 
la lettre y, ou de la lettre a, ou de toutes les deux réunies enfemble par 
la multiplication. Ici donc fubflituant i à la place de di, la première 
quantité fera changée en celle-ci, 6y+ — y' — 2iy*— h3y-f 20, dont le 
nombre 3y -f 4 eft un divifeur complexe trouvé par l'art. 409. Or com- 
me le nombre 3y , premier terme de ce divifeur , n'a qu'une dimenfîon de 
la lettre y, & comme l'autre terme 4 n'a de dimenfion d'aucune lettre, 
je fuppléa une dimenfion de la lettre a , & change ainfi le divifeur en 

Par exemple encore , que la quantité propofée foit a;+— ja?^ — 5^*0;* 
— t-i2a^x— (5a+: cette quantité, en fubflituant i à la place de a, de- 
vient x+— «' — 5x*-h i2Jf— (J, dont xx-^ 2.t — 2 eft un divifeur com- 
pofé trouvé par l'art. 41 1 : fuppléez les dimenfions qui manquent à ce 
divifeur par celles de la lettre a, deforte que chaque terme ait deux di- 
menfions auffi-bien que le premier^ & il deviendra xx -^ 2ax-' 2aa. 

414. Rien n*eft plus aifé que d'appercevoir la raîfon de la règle é* 
noncée dans le dernier article; car fi l'on veut bien fe donner la peine 
de dîvifer , premièrement la quantité 6y+— y^ — 2iy*H-3y-t-2o par 

3y -f- 4, & puis la quantité (îy+ — ay ^ — 2 1 ^*y * -4- 3/ï^y -f 20tf + par 3yH-4J, 
on s'appercevra d'abord que les parties numériques des deux divifions 
font & doivent être les mêmes; ce qui eft également applicable aux 
quantités qui appartiennent au fécond exemple. 

Comme il n'y a que très-peu de quantités qui foient fufceptibles de 
divifeurs complexes en comparaifon de celles qui ne le font pas, fi l'ap- 
prentif Analyfte juge à propos de s'exercer, je lui confeiUerois d'ajou- 
ter lui-même quelques exemples à ceux que j'ai donnés , & pour cet ef- 
fet de prendre quelque quantité complexe, & puis de la multiplier par 
quelque autre quantité prife à difcrétion, pourvu que le produit ne s'é- 
lève point au-delà de deux dimenfions ; car alors il pourra être fur que 
le produit aura au-moins un divifeur complexe, favoir ,1e multiplicateur. 

Il 
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Il y a encore qadqaes autres ca$ dans lesquels on peut découvrir: les 
divifeurs complexes ; mais ils font fi embarrafTans , & ont fi rarement 
lieu j que ce feroit abufer de la patience du Leéletr que d'entrer dans 
quelque détail à leur égard. 


L I V R E I X. 

PARTIE IV. 

COmme je n*ai-jufqu*icî que fimplement effleuré la doûrîne des Quan- 
tités irrationelJes ou fourdes,je deftinece Livre à approfondir cette 
do6lrine envifagée particulièrement dans l'ufage dont elle e(l pour ré* 
foudre les équations de trois ou de quatre dimenfions , afin que] le Lee* 
teur trouve ici tout ce qui a rapport à cette matière, quand îi pourra 
eji avoir befoin. 

N. B. Va ou Va fîgnifie la racine quarrée de a ; Va ou Va fignifîe la 

4 
racine cubique de a; Va fignifîe la quatrième racine de a, c*eft-à-dire, 

une quantité dont le quarré élevé au quarré feroit égal à a. 

Définitions. 

415. Un nombre rationel eji celui y dont la rat/on à V unité peut être expri* 
tnée en nombres finis ; (^ ainji comprend tous les nombres entiers y tous les 
noînbres mixtes y & toutes les fraàtons proprement dites: par exemple le 
nombre 2 1 eft un nombre rationel , parce que le nombre ^| eft à î com- 
me n à 4. Donc un nombre irrationel ejl celui dont la rai/on àruniténefau-' 
roit être exprimée en nombres finis: par exemple, fi le diamètre d'un cer- 
cle eft repréfentè par l'unité ou i , la circonférence doit être repréfentée 
par un nombre irrationel , à caufe que la raifon de la circonférence au 
diamètre ne fauroit être exprimée par des nombres finis: amfî y 2 eft 
un nombre irrationel , parce qu'il n'y a point de nombre qui puifle ex- 
primer fa raifon à l'unité , comme je Tai fait voir amplement dans une 
autre partie de ce Traité. Ce dernier nombre irrationel ^ /avoir yi^ f? 
tous les autres^ où Je trouvent mêlées les racines de nombres gu*on ne fauroit 
extraire exaSlement , s'appellent particulièrement des quantités fourdesy f? 
c'efi de cette efpéce de quantités qu'il me rejle à parler ici. 

Réduire des qudntitésfourdes de différentes racines à Vautres de môme racine. 

416. Ceft ce qui a été fait dans Tart. 379 , paragr. 8 , & je réfoudrsd 
Tome IL (^q le 


-^66 -IBi E.ME N S D'AL G E B RX 

le même pvofcdôme kd d*uae autre numiére, ainû. Qu'il fiûile rédtiTC b 
racine qoarrée de 2 & la racine cubique de 3 a des quantités fburdes 
de même racioe: or comme rezpofant de la racine quarrée eft 2, & 
celui de la racine cubique 3 , & que ie plus petit multiple commun de 
2 & de 3 eft 6, j'élève les deux racines à la même puiffance, ainiî: 

mettez x pour »^2, & y pour 1/3; cela étant noua aurons «x=2, & 

flp^ = 8 î donc x=VS: d'un autre côté, comme y = V3 , nous avons 7^=3 > 

6 

& y^=9, & y=v'9; donc la racine quarrée de 2, & la racine cuIh- 
£ue de 3 font les mêmes que la Cxiéme racine de 8 9 & que la fixiéme 

m n 

racine de 9 refpeélîvement. La formule générale eji ; que Va (^ Vbfotetà 
fes racines à réduire: pour cet effets réduifez lafraSion — à Jes moindre f^ 

termes y & nommez-la y après cette réduction ^ -^icela étant la quantité ms, 

ifui ejl égale A nr , fera U pks pefk multiple commun des deux puijfances 
m £^ n, comme dans fart. 171, coroL 2; appelions ce multiple commun p, 

m 

(^ mettons x pour Vz; nous aurons ahrs x«n=:a; ikvez les deux membres dt 
r équation à la puijpmce de ~iCe q^îfefait en tnuhipliant les deux expofanspâr 

Texpofant-^j&vousaurezxv - z^: mais p^=mSy comme ci-dejjusj&'^idonc 

p n 

XP=a% Ê?x=l/a«. Pareillemeni y fi Ton met y pour Vb^nous aurons y'^^ 

(^ yp=:V=b'j donc y = v^b': deforte ^ les racines fourdes Vz & Vb ^ 

P p 

étant réduites à la même racine , font égales à Va* & yh^ refpeSivement^ 

De r addition (^ de la fouJlraStion des quantités fourdes. 

417. Des quantités fourde s de différentes dénominations y généralement par- 
lant ^ ne font pas plus fufceptibles d'addition & de fouJlraSlhm que ne le font 
les quantités algébraïques : aînji lafomme de 1/3 Ê? Y 2 ^ V3 H- V2 , &leur 
différence V3 — V2. Mais des quantités fourdes de même dénomination peuvent 
ttre ajoutées ou retranchées aujji aifément que d'autres quantités qui font de 
même dénomination i airift 3^10-^-21/10=51^10, €^31^10— 21^10= Vio. 
£r généralement y fijleux quantités fourdes de même racine font telles queymet* 
tant à part kfigne radical commun^ tune ejl à foutre comme quelque nombre 

quar" 
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quarri à un atar^ nonére quarré ^ quand le ftgne mis iLpart.efi c^bd 
de la fictmde piffanes , om cmrnne un nombre cubique efi à m% au^r 
tre nmbre cubique ^ quand le Jigne mit à fart efi cekd de U Prùfiknê: 
ptdjjance,&c.ije âis^^en ce cas ces deux quantités fourdes- pei4vent être 
réduites en une feule , /oit ^par addition ou par fouJlraSiion fùivant qu'il fera 
nécejfaire. Comme Jiz&h déjîgnoient deux quantités y dont^^ efiia.pftsff'^n^. 
de y ^ dont z'efi à b cmme c* i d* ; je dis en ce cas que Vz^ Vhjm 
fufceptibles d'addition & de féajlraStion.: car puisque zeflàh comme c* id* ,' 

nous avons 2i-j,^h y Éj' v^a=-jxvl), 6f >^a^-v^=i:J^xV^), 6f l^a' 

i-vT)a::£Iz£xvl)- Amfiv'8-fy2=3i/2, & v'S - 1^2 = v'a : car mctr 

tant à part le fîgne radical commun, le nombre 8 efl à 2 , comme le 
nombre 4 eft au nombre j > ç'eft-à-dire , comme un quarré efl: à un au- 
tre} & partant en ce cas (r= 2, t7=i, -——=3, /~ ■>=i. Ainû 

1^18^-1^8=11^8, &t^i8->^8=i/8. 

De la mukiplication & de la divijion éks quantité four As. 

418* Toutes les fois qu il fera queflum de muhipUer ou de divifer une 
quantité fourde par une autre , commencez par ,les réduire à la même raci^ 
ne Çpar le pénultième article) fi elles ne font point déjà de même racine ; 
puis mettant à part le figne radical commun ^ mukipliez ou éSvifez uni, 
quantité par T autre j £^ placez au devant du produit ou du quotient le fi- 
gne radical commun. Ainfî Va>^Vb donne Vah^ T^^A^J» Va>^V ^ 

h= Vaby T"^^ J &c* î voîcî comment je démontre le tout. Faîtes Va^x 

& Vj=:y, nous aoFons alors «*=<!,& y* s £,&x*3'*=:âi&, Stxfsyab^ 
c'eft-à-dire , Vay-Vb-Vabx nous avons aufli ï-|=4-, & -= A^4»Ceft«. 

y p y 0-' 

à-dire, ^=^7. Par exemple encore, fi x^Va^ & y=/i,nousau* 


rons, x^^a^ &y^^b, & x^y^zzab^ & y^-j i donc ^Vab\ & 

r 

Nous ajouterons encore quelques autres exemplçs de cette forte de 
mulcipHcaticm & de divîTioo. 

Qq 2 I. 
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t t I » « g 4 

Z'^t-^b ^b^ ;^ >^, ^^ 

5. ai/Ax.v^J=..xv^W. 12.1/8x1/2=1/1(5=4. 

7.j>^*xfi/A=a*r* i4> V^9xi/9 =v"8i=i/9=3> 

8.^=7. ^ i5-2-f>^3xI3p^=4-3 = r. 

16. Lequarrédel/2-ft/3 = 2-4-3-4-2i/6=5-h2i/6. 


17. Le cube de 1/2 -f 1/3 = 2/ 2 H- 6Vi H- 9/2 -f 31^3=1 iV2-\-gVz, 

Réduire des racines de plus hautes dénominations à d'autres dénomina* 

lions plus baffes. 

419.- Pour cet effet il faut divifer tant Fexpofant de la racine que cehi de 
h puijjance dont c^ejî la racine par leur plus grande mefure commune , gj* em^ 
ployer les nouveaux expo/ans à la place de ceux dont ils font dérivés. Ainfi 

4 2 IX 4 Y2 

ya^=Vai amfî Va^ ^ = Va^f ; car faites a:= Va' ^ , & vous aurezx' * =a* ^ ; 
tirez la racine cubique des deux membres, puisque les deux expofans iz 

4' 
& 15 peuvent être divîfés par 3 , & vous aurez x^^a^; donc a;=i/a^ 

Réduite des racines fourdes à des termesphs bas ^ quand la chofeejlpojftble. 

420. Ceft ce qui fe fait en étant le figne radical^ (^ puis en réfolvant le 
nombre au devant duquel ce figne étoit placé en ceux dont la multiplication Tor 
voit produit ou en f es divifeurs par Fart. 407 ,• car fi quelqu'un de ces muU 
fipKcateurs efi répété deux ou trois fois , ou plus fouvent , le nombre , au devant 
duquel étoit le figne radical y peut être décompofé en un produit d'un nombre quar- 
fé f^ d'un nombre non quarré^ quand il s'agit de racine quarréey ou en unpro- 
âutt d'un nombre cubique £? d'un nombre non cubique , ^p^and il s'agit de ra^ 
^ine cubique y &c.ji (^ par ce moyen fa racine quarrée ou cubique fera réduite 
à la racine quarrée ou cubique d'une plus petite quantité triultipliée par quelque 
nombre rationeh 

Comme fi V7350 étoit propofée ; ce nombre 7350=^x3x5x5x7x7, 
;dont 5x'5x7x7 font un nombre quarréj ayant pour racine qùairée 5x7 
= 35 » & l'autre partie 2x3 ou 6 eft un nombre n^^uarré, donc 7350 

^ • .* =35 
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=35x55x6, & 1/7350=35^6. Par exemple encore, foît propofée 
l/288îce nombre 288=2x2x2x2x2x3x3, dont 2x2x2x2x3x3^00 
un nombre quarré , ayant pour racine quarrée 2x2x3 ou i2,&le mul- 
tiplicateur qui refte eft un nombre non quanéj c'efl pourquoi V288 

s= 1 2 V2. Enfin , foît propofée Vçô; ce nombre 96=2x2x2x2x2x3, dont 
2 X 2x2 eft un nombre cubique, ayant pour racine 2 ; & Tautre partie 

ix2x3 ou 12 eft un nombre non cubique; partant 1^96=2/12. 

« 

Dégager le dénminateur d'une fraStîm de tout caradtire radical^ 
quand la racine du fécond degré ou celle du quatrième degré ^ ou 

toutes les deux s'y trouvent mêlées. 

421. C'eft ce qui fe comprendra mieux par les exemples fuivans. 

Que le dénominateur d'une fraftion foît yb ; cela étant , fi l'on multiplie 
le numérateur & le dénominateur de cette fraftion par Vb , on aura un dé- 
nominateur égal à b nombre rationeL De-même fi le dénominateur d'u- 

4 4 

ne fraftion eft l^a -+*, multipliez Tun & Tautre terme va-^b^& vous 


aurez le dénominateur égal à ya -4- A ; multipliez préfentcment les deux 

2. 

termes Va-^by & vous aurez le dénominatçur égal à a-+i nombre 
rationel 

Que le dénominateur foit Va-^t-Vb; multipliez les deux termes par 
Vfl — VA , & vous aurez le dénominateur égal k a-^b nombre rationel. 

Que le dénominateur foit Vdi -+ V* H- Vc ; multipliez les, deux termes 
par Va-^Vb-^VCy & vous aurez le dénominateur égal à fl-+A— (? 
-^2Vab : faites' a-+b — c=dj deforte que le dénominateur foit d -+ 2V ab ; 
cela étant, fi les deux termes font multipliés par d—iVab^ vous atfrez 
le dénominateur égal à dd'-^b nombre rationeL 

Enfin , que le dénominateur foît Va-^Vb-^ multipliez les deux termes 

par Vût— VA, & vous aurez ledénominateur égala a"-VAA=<î— VA; 
multipliez de ^nouveau a -4- VA, & vous aurez le dénominateur égala 
aa—b nombre rationel. 

Extraire la racine quarrée dun binôme ^ dont les parties étant quar* 

réesfont commenfurables Tune à Vautre. 

422. N* B. Par le mot de binôme j entends ici^ de-même que dans dau- 
très endroits , deux quantités liées en/emble par le ftgne -+ ou —^ quoi- 

Qq 3 ^ que 
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que quelques Matbimaticims fe fervent du vm de rejle ùu de différences 
dans le dernier de ces cas. 

Que le binôme dont on demande la racine quarrée^ foit zzth} en ce cas. 
il ejl clair que refila plus grande partie; car fi cela n'étoit pas » ^ — £ fer 
roit un nombre négatif^ & népourroit pas avoir de racine qaarrée:que 
«— py foit la racine quarrée de ^ -+*,&qae a;— y ou y— af ,fuivantque 
la quandcé x eft plus grande ou plus petite que y , foie là racine quar* 
rée de «— *;cela étant nous aurons xx-f 2xyH-yy=a-+i,&a;r— 2a;y 
-+ yy=:a— * ; & ces deux équations feront les mêmes, foit que x repré- 
fente la plus grande ou la plus petite partie de la racine cherdiéé; de- 
forte que la même opération qui donne une partie, doit aofli donner Tau- 
tre. Ajoutez l'équation x*— 2xy-f-yyrra— ià l'équation jc*h- 7.xy -+-yy, 
&la fomme fera 2.T*H-2y* = 2^: retranchez auffi Téquation a;' — 2Jiry 
H- yy de l'équation x*-f2xy^yy, & la différence fera 4xyzz2b; la 
fomme qui naît de Taddition , que nous venons d'indiquer , eft 2x* -+ 2y* 
= 2^ ; & la différence , que donne la fouftraftion faite enfuite, eft 4xy = 2^ ; 
la première donne yjzza—x^j & au moyen de la féconde nous avons 

iyy= — ; àonca^xx^ iL, &axx-x^^ — ; & après avoir 

changé les fignes, «♦— ^x*= '^^—i & complétant le quarré, x^^ax^ 

4 

-^ = ^^^■^7^ — : fubjlituez ss à la place de aa-bb, Ê? vous aurez 

4 4 

a;+— ax*-h --2. = -j-} tirez la racine quarrée des deux membres, 
& vous aurez ara? — — =-f — ; c'eft-à-dire, li quarcé de la plus gran- 


de partie fera l^i , & le quarré de la phis petite partie fera ^ — •'; 

donc la racine cherchée du binôme fera f/i^^ H: l/^^^^ 9 fuivant que la 

quantité b ejl affirmative ou négative. 

U faut obferver ici, que jî a* É5* b* font commenfurables Tun à Foutre^ 
Tune de ces quantités peut être exprimée en parties de Vautre; (f ainfila diffé- 
rence a* — b* , (^ par conféquetit s , ne fera qu^une feule quantité Jimple , ra^ 
tionellefi la différence des quarrés de ^Ù de h ejl par hazardun nombre quar- 
ré, ^ irrationelle fi cette différence ejl quelque autre nombre: mais fi a* ^ 
b* font incmmenfurabUs Tun à Vautre , la racine cherchée donnera pks de 
peine j ^ ne pourra point être amenée à ce degré defmpHcitéy oU Von tâcb€ 
d^ arriver à Vaide de ce problême , quand la chofe ejl pofftble. 

Voici la démonftration fynthétique du théorème précédent. 

Nous 
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Nous devons prouver que ^f— î- Hh t ^^'^' efl la racine quarrée 

dtt binôme a'±^b; ou (ce qui revient au même) nous devons prouver 
qate le quatre de la première de ces quantités efl égale à la dernière. Or 
Je quârré de la fomme ou de la diflFérence de deux nombres quelconques 
i*p frniiv» &n augmentant ou en diminuant la fomme de lenrs quarrés de 


leur double produit; mais le quarré de ^^^ eft ^^ , & le quar* 
j^jç»/^lrr£. eftî:^ 5 & partant la fomme des quarrés des deux 
parties de cette racine binôme ^ a. De-plus, f/^±±L x f/" ~i-. 


donne //'ffziif j mais aa-^bbzzss, & par conféquent aa^sszzhb^ 

»j ^JizziL-3 — • aînfi //'■ ^ ■ ^"^^- , ou le reftangle des deux parties , eft 
*^ 4 4 ' ♦ 

égal à ' , & le double re6bingle eft b. Augmentez préfentement oq 
diminuez a , fomme des quarrés trouvée d-defllis , de la quantité b , 
double produit des parties, & vous aurez le quarré d^^^^-^ztA^^T" 
^a'±b. C Q. F. D. 

£ X £ X F L C I. 

Cfe demande la racine quarrée de ce binôme 3 Hh y%. Ici a = 3 , 3= 
-+ V'S ,a* — i* ou x*=9-.8=i, i=i, *-— (ou le quarré de la plus grande 

" 8 

partie ) = 2 , ^^^ (ou le quarré de la plus petite partie) = i ; ainlî la. 

racine dierchée éft t^azt i , comme on peut s*en affurer par le calcul > 
car lequaxré de ^23+1 eft 2-+ 1:^:2^2= 3:^^1/8. 

EXEMPLB 2. 

On demande la racine quarrée de 5 3+ Vi\. Ici fl = 5 , 3=:^; Vi^ , 
r— I lltfrsQ, iZIirra; ainli la racine cherchée eft 1/3 M- y^a. Mai» 

on dira peut-être, fue- la manière la plus direfile de tirer la racine quar- 
rée du binôme 5ztV245 f^roit d'extraire, avec le degré de précifioa 
dont on pourroit avoir befoin, la racine quarrée de 24, & puis la raci- 
ne quarrée de 5-1-1/24 ou 5—1^24; aulieu qu'après Textraftion de la 
racine dé^à faite de cette manière y il refte enc«we deux racines à extrai- 
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re» favoîr y^ & |/2 , avant que nous puiffions parvenir à la vraie gran- 
deur de la racine demandée. Maïs quiconque fera cette objeftion , ne 
femble point entrer dans le véritable deflein de cette Analyfe, qui tfeft 
pas tant de parvenir à la vraie grandeur de la racine demandée, que de 
rechercher la nature & la conftitution du binôme propofé; c'eft-à-dire, 
de connoître quelles quantités rationelles ou irrationelles font les ingcé* 
diens qui encrent dans fa compofition* 

Exemple 3. 
Que la racine quarrée de ce binôme, fàvoir , t/3 a ^f v^a4 foit deman- 

. r w — 2, a a ' 

=^2i=£i; mais 1/32=24 v^2, & t^S = av'aî donc ^:5ii±i3= 31/2 =^i8, 

& ^3^~^=s|/2 ; donc le quarré de la plus grande partie eft /18 , & 
2 

4 4 

le quarré de la plus petite eft v'a , & la racine quarrée requife eft v^i g H; Vz. 

EX&MPLE 4* 

On demande la racine quarrée de la quantité r r ^t 2x x Vr^—x^, dont . 
r* eft une partie, & 2xxVr*-x* l'autre. Ici je fais a=r* , & b—^t^x 
K v'r^-ar*; donca*=r+ , b^ = ^r* x* - 4.x^ , a^-^b* ou J*=r^— 4r*a;* 
-{■Ax^^ i = r» — 2ar* il±i :=r*— xS Ji~^ =:x* ;donc f* —x* eft le 
quarré d'une des parties cherchées , & :c* eft le quarré de l'autre ; de- 
forte que la racine demandée eft v'r*— x* ^fa:. 

Exemple 5* 

On demande la racine quarrée de la quantité ^ ^ ^ , ou ( ce 

qui revient au même dans le cas préfent ) on demande de trouver fépa- 
rément les deux parties qui compofent la racine quarrée dont il s'agit. 

Icia=f, i=££l=^, b-=''::=^,aa^bb ou ss=z^^z\s=:z, 

^"^^—-l — hg=- ~^" , îzti ou le quarré de la ^us petits partie eft 

égal à ^^t2f , î=f ou le quatre de la plus pet:te pjrtie eu é^alà ^^* j 

donc la plus grande partie eft [ yv-+2z, la plus petite partie eft -; Vv^^ 

& 
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& le tout ^yv-{-2z-i-{Vv—2Z. Pareillement , fi Ton avoit demandé 
la racine quarrée de la quantité ^~ ^^~^^* - , on Tauroit trouvée éga* 


le à|v'x;H-2Z— ^Vt? — 22, 

Exemple 6. 

Enfin, on demande la racine quarrée de la quantité (î-4-t/8 — Vi^ 
—1^24. Pour tourner cette quantité en binôme, je fais la partie affir- 
mative ôH-VS — a, & la partie négative —1^12 — 1/24= i; j'ai donc 
^tf = 3(îH-8-H2|/8=44-hi2i/8,**=H-i2-+24-+-2i/288:mais 

24-H2=3(5, & 2^288 = 241/2=121/8} donc fci = 36-+i2/8; 
retranchez cette quantité de aj, c'eft-à-dire, de 44— hi2 v'8, & vous 

aurez jtf-Z^i oujj=8, &j=:V8î donc .^^^±îr:3-f-|/8,&^^=3î 


àînfi la racine demandée efl V3 — H 1^8 — 1^3 , favoir — V3 , à caufe que le 


figne de i étoit négatif : maisv'3-+-V8 aété trouvée dans le premier 
exemple égale à i-f V2 ; donc la racine cherchée eft iH- v'2 — 1^3. 

Quand ilfe trouve plus d'une quantité radicale mêlée dans le quarré donnée 
leur nombre doit être (?« i -+ 2, c eft- à-dire 3 , comme dans le dernier ^cemple , ou 
I -+ 2 -+ 3 , c'eft'à'dire (5, ou I-+2— h3H-4> c'eft-à-dire 10 , &c. , com- 
me «nous le ferons voir dans l'article fuivant. 

Mais ici le grand Newton^ par un effet de fa fagacité ordinaire, fait 
une remarque, qui paroîtfort naturelle, & dont cependant tout autre 
que lui ne fe feroit peut-être point avifé. Quand plus d'une racine , dit-il , 
fe trouve mêlée dans le quarré donné , (^ que toutes ces racines font incommen- 
f arables j de fc^on à ne pouvir pas être réduites à moins de termes ^ la racine 
cherchée aura plus de deux parties ; ^ pour trouver plus facilement ces par- 
ties il faudra s'y prendre ainfi: nrnltiplitz deux de ces quantités radicales Tu- 
ne par Vautre^ ^ divifez le produit par quelqu'une des autres quantités ra^li-- 
cales y qui doit être telle que le quotient foit un nombre rationel^ ^ la racine 
quarrée de la moitié de ce quotient fera une des parties cherchées; â? il n'y a 
quà continuer ainjijufquà ce que vous ayez autant de différens quotiens quil 
y aura mcyen d'en avoir par cette méthode; le nombre des différens quotiens 
fera égal au nombre des parties dans la racine cherchée ^Ç^ chaque quotient don- 
nera une partie correfpondante. Ainfi dans le dernier exemple y î2^i22 — 1/4. 

^2, ^^^^^=4, ^^^^ zz6i donc tous les différens quotiens qu'on peut 

obtenir font 2,4,6, dont les moitiés font 1,2,3, ^^^ '^^ racines quarrée s 
Tome IL R r font 
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font I y V^f Vii ^^ ^^9^ parties de la racine cherchée. Pour ce qui e/i ief 
Jignes de ces parties j voici comment on peut les déterminer: la feule quantité 
radicak affirmative dans h quarré iormé eji yiy qui renferme deux parties de 
la racine cherchée , f avoir i (^ V2; donc les Jignes de ces deux parties i & 
V2 doivent être femblables i la quantité radicale fuivante — V^^ ^fi négative, 
(^ contient les parties i ^ V3i donc les Jignes de ces deux parties i 6P 
y 3 doivent être dijjemblables : donc la racine demandée ejl i-^yi^y^^ou 
^i— «1/2-4- >^3, tune S T autre de ces quantités exprimant également la 
racine du quarré donné. 

423. Pour répandre plus de jour fur cette dernière règle tirée de TA- 
rithtnérique Univerfelle de Newton , je commencerai par démontrer le 
lemme fui van t. 

Que a fcf b foient deux quantités incommenfurables , mais telles que leurs 
quarrés aa ^ b b foient tun ^ ï autre rationelsijedis que ab produit de leur 
multiplication fera irrationel Car a eft incommenfurable à b par Fhypo- 
théfe ; donc ab é^ incommenfurable à b^ ; mais b^ eft une quantité ra- 
lionelle; donc ^ i eft irrationel C. Q. F. D. 

Ceci étant pofé, qu'il y ait un trinôme , comme a-f3-+ c, & que le 
quarré de chacune des parties de ce trinôme foit rationel, les parties 
mêmes toutes , ou toutes à une près , étant irrationeiles ; qu'elles foient 
auffi incommenfurables Tune à Tattore, de façon à ne pouvoir être res- 
ferrées en un plus petit nombre de termes : cela étant , (i nous éievom 
au quarré ce trinôme » afin qu'en voyant de quoi il eft compofé , nous 
foyons mieux en état de le réfoudre en fes parties, nous trouverons que 
ce quarré eft aa-^^^ab-^^iac-^bb^^bc-^cc , dont les parties 
aa-^bb^cc compofent un nombre ratioael, tel que le nombre 6 dans 
le dernier article ; mais les autres trois, (avoir 2ahy lac, 2bc feront 
toutes irrationdlés.par le lemme ^ comme étoient les quantités radicales 
V8 y 1/129^24 dans, le dernier exemple. Or quiconque confidérera avec 
quelque attention ces parties irrationeiles , verra (ans peine que chaque 
partie du quarré contient deux parties de la racine, que le projduit de 
deux des parties du quarré contient toutes les trois parties de la racine 5 
& par conféquent que fi quelqu'un de ces produits eft divifé par la partie 
qui n'a point- été prife , il ne reftera qu'une feule partie au quotient. Par 
exemple, fi l'on multiplie 2ab par 2ûf^, le produit fera 45^*^, lequel étant 
divifé par la partie qui n'a point été prife , aura pour quptient 2aa i dont 
la moitié éft j^, & la racine quarrée de cette moitié eft ^, ..qui eft une 
des4>arties de la racine cherchée ; & ainfi du refte. 

Quand il y a plus de trois quantj.cés radicales 4aos le ^quarré donpé, il 

• H'eft 
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fi'dEt: pa» knp^â^ qa'ii n'y sM qoelquefcnis deux parties irratksxdles 
cmlcîpiîées Funie par l'autre qui nç faitf oient être diviféespar quelqa\mQ 
des parties qui relient ; mais û y aura toujours moyen d'avoir autant de 
quotiens difféîrens qu'il en faut pour égaler en nombre les parties qui le 
trouvent dans la radne cherchée, &. par conféquent autant qu'il eft xié- 
ceflaire d'en avoir: ainû en élevant au quarré le quadrinôme a-bb 

c-t-djle quarré fera aa'^2âb-+2ae-+2ad-hbb'+2bc-b2bdHrcc 
zcd-^di: fi Ton met à part les parties rationelles, toutes les autres 
parties au nombre de fix ( 3 H- 2 -fi ) feront irrationelles ; c'eft-à-dire, 
.2aby2acy2ad'i2bc^2bdy 2cd: or fi de ces fix parties 2ab & 2cdy ou 2ac 
& 2bdj ou 2ad & 2bc font multipliées enfemble , le produit dans ces 
trois cas-là fera ^bcd^ qui ne fauroit être divifé par aucune des parties 
qui reftent de manière à donner un quotient rationeli mais ce ne font- 
là que trois combinaifons de quinze avec lesquelles la divîfîon ne réuflît 
pas , les autres douze combinaifons donnant quatre . quotiens différens 
répétés trois fois , & qui répdndent aux quatre parties ' de la racine qua- 
drinôme ^ H- /&-+ c -+ rf. 

424. Le feîil ufage que je ferai à-préfent de TAnalyfe précédente, re- 
garde lafolution de ces fortes d'équations du quatrième degré, qui ont 
le nom & h forme d'équations du fécond degré. Par exemple, qu'on 
veuille réfoudre l'équation fuîvantej favoir, 6«* -ar^=: i : en changeant 
les lignes, vous aurez j^^-^ gj;» ==— i , & complétant le quarré , ar* — 6x^ 
H- 9 = 8 , & tirant la racine quarrée , Jcx — 3 = Hh V8 ; donc ax = 3 H; >/8, 

&ar=:H:V3ztv8 ; mais -^VZ'JLV^ eft V2-±i^ par le premier 


exemple de l'article pénultième; donc -VS d: V8 fera -•?-«- ^î ainlî 
^=-i--/2 3tï» ou.— >/2H^i; c'eft-à-dire, les quatre racines de l'é- 
quation prbpofée feront -+ V2-M , -f^2^i , -Vz-^i , & -V2-1 , & 
quelqu'unede ces valeurs étant fubftituéeà laplace dex dans l'équation ori- 
ginale , fàtisftira à ce qu'exige l'équation. Comme par exemple, que x 
foit fuppofé égalâtes H- 1 , nous aurons alors x* = 2-+i -+ 2V=3-+|/8; 
partant 6xa:= 18-*- 6 V8: de-plus, puifque a:x=3-+v8, nous aurons 
a;+=o-f-8-+6V8=:i7-+6v'8: retranchez à-préfent :»;+ de 6:t;^ , & le 
refte fera i , comme l'équation le demande j & il en fera de-même de 
toutes les autres racines de l'équation. 

Par exemple encore, foit propofée l'équation a;a;xyi28 — af+=8, ou 
a;4— :«;xxVi28=— 8. Ici le coëflBcient du fécond terme eft — 1/128, 

dont la moitié e& ^~ =- ^^ = -1/32; donc en complétant 
le quOTé, vous aurez :u^-»xyi28 H- 32 = Hîtirezla racine quarrée, 

Rr 2 ^ 
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&VOUS aurez :i?j;-^32 = -+|/:4, & a;x=v/32Hhy2j : mettez r pour 
VZ^'+VH^ & vousaurez a; = 2±^JJ niiis par le troifiéme exemple 


4 4 


du penultie'rae article, -+Vs:=yiS-^V2y & par conréquent — i/x= 
— /i8^/2i donc a;=H- 1^18 ^1/2, ovt^Vii^y2. 

425. 5î tm binôme^ dont les parties étant élevées au quarté y font toutes 
deux rationelles y efi élevé à la troijiéme puijpince ^ 6f que cette puiffance fort 
décompofée en un autre binôme de la manière que nous allonr décrire ; je dis 
que les deux parties du cube feront affeStées des mêmes quantités fourdes que les 
deux parties correfpondantes de la racine , ^ d* aucune autre ; en comparant la 
plus grande partie du cube avec la plus grande partie de la racine , fi? la plus 
petite partie du cube avec la plus petite partie de la racine. Et réciproquement. 

Car des deux quantités x &y dont les quarrés xx & y y font tous deux 
rationels, que x foit plus grande que y; cela étant x—y fera affirmati- 
ve; & il en fera de-mérae de fon cube, c'efl-à-dire , x^ ^ ^xxy -\- %xyy 
^y^ fera une quantité affirmative,- donc la quantité x^ H- 3:ryy fera plus 


grande que y^^^xxyi mais x^Hr ycyy^x^xxHr^yy ^ & y^-^^xxy 
=yxyy-+ ^xx; donc le cube de a? — y peut être décompofé en ce binô- 
me , favoir x x xx—^^yy ~" y ^ yy H- 3x0; , dont X X xx'+^yy efl la plus gran*» 
de partie; mais comme x:cH-3yy & yy-+3jê^font deux quantîcés ratio- 

Belles par la flippoficion , il eft certain que x x xx-^ zyy , qui eft la plus 
grande partie du cube , ne fauroit contenir d'autre quantité fourde que 
celle qui efl renfermée dans x, qui eft la plus grande partie de là raci- 
ne; & que yxyyH-3xx, qui eft la plus petite partie du cube, ne fauroît 
contenir d'autre quantité fourde que celle qui eft renfermée dans y, qui 
€ft la plus petite partie de la racine; & réciproquement: deforte que fi 
les quantités fourdes renfermées dans une de ces deux grandeurs, favoir, 
dans Je cube, ou dans la racine cubique , font connues , celles, qui font 
contenues dans l'autre, feront connues auffi. C 0. F. D. 

Extraire la troifiéme^ la cinquième oiilafeptiéme racine (^c. d'un binôme^ dont 
les deux parties y étant élevées au quarréy font F une Ç^ P autre rationelles. 

426. Avant d'aborder la folution de -ce problême, qu'il me foit permis 
d'ajouter au lemme précédent une autre obfervation très - importante , 
qui eft-, que Si dans quelque cas je puis trouver la racine cubique d'un multi* 

pie 
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pïe iç quelque quantité^ ce fera la même chofç quefifavoîs la racine cubique 
3e la quantité même. Car que dz ioit un multiple de rf, & que la même 
quantité dz foit auffi un cube qui ait pour racine cubique c i ainfî c:?=rfz, 

& 'T-dy&T'-Vd. 

Ces éclairciflemens étant donnés , qu'il faille extraire la radne cubique 
de la quantité fui van te, en cas qu*elle aitunepareilleracine,favoirfl:;+&, 
fuppofant que a eft la plus grande partie , & Ma plus petite. 

Pour être moins gêné dans la folution de ce problême, je rechjercherai 

moîns la racine cubique de a-^^ h que de a; ^j- A x 2, laifTant la grandeur z 
indéterminée, jusqu'à ce que je puifle lui afligner la valeur qui m'accom- 
modera le mieux. Que a?-f y foit donc la racine cubique de az-^ bZy 
'Scx-^y celle dQ az — bz; & puisque la quantité a eft plus grande que b 
par laTuppofition, c'eft-à-dire, puisque la quantité ^2— te eft aflSrmati- 
ve, fa racine cubique x^y fera affirmative auffi , & x fera la plus gran- 
de partie de la racine cubique cherchée. D'un autre côté , puisque x-+y 

eft la racine cubique de â-+Txz, &x-^y celle de a— Z>xz, nous au- 
rons (par la régie donnée au fojet de la multiplication des quantités four- 
bes ) xHhy xx — y, c eft-à-dire xx — yy^ pour racine cubique de a'-b^xZ* • 
Pour parvenir à-préfent à connoître la grandeur x* — y* , faifons de 2* 
quelque nombre rationel, quarré ou non n'importe, afin qu*en multi- 
pliant par cette grandeur la quantité a*—b* nous ayons un cube; c'eft 
ce qui peut toujours fe faire; car au défaut d'autres nombres, je puis M- 

Te 2=^*— ** > & par cela même rendre a* — b^ x2;*=: à un cube dont la 
Tacine. eft a* — è* ; mais plus le nombre affigné k zz fera petit , mieux cîe 

fera: que a'—b^^z* foit donc un cube rationel ayant pour racine «, & 
•vous aurez xx—yys». Ayant avancé jusque -Jà , que r foit une quan- 
tité exprimant à peu près la racine cubique de ,a-¥bxz, & nous aurons 
a;-l-yr=r à peu près;& puîsquea;-+y>car-y, c'eft-à-dire, r^x—y = », 
nous aurons x-y=— à peu prés: ajoutez enfemble ces deux équa- 
tions , favoir , x-l-y=r, & ^ — y=— ^ & vous aurez 2x:=t 
^— à peu près, c'eft- à -dire, plus près, que fl a?— t-y étoit 
égal à r, ou que ar-y fût égal à — ; car fi l'on prend r trop grand» 
JL fera trop petit, & leur fomme r -f- — fera une quantité intermédiai- 

r ^ 
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re: puis donc que 2«=r-f — , nouj aurons x = ^j & àînfi il s'ea 

faudra très-peu que nous n'ayons déterminé la véritable valeur de x^> 
dont nous pouvons approcher autant qu'il nous pîaîra; mais nous igno- 
rons encore de quoi la quantité x efl compofée, & c*eft principalement 
ce qu'il étoit queftion de trouver. 

Pour cet eflFet , rappellons-nous d^abord qu'il efl: prouvé par le lemme 
précédent, que ar, qui efl: la plu* grande partie de la racine, doîtren* 
fermer en foi la même quantité fburdê que az^o^ efllaphis grande par* 
tie du cube; donc il. la quantité az efl: réduite à fes moindres termes par 
Fart. 420, & qu'on rejette tout ce qui s'y trouve de; rationel deforte qu'il 
ne refl:e qu'une feule grandeur irrationelle , qui fer-a la moind re qui fè trou* 
ve dans aZy &i que nous appellerons s ; la même quantité irrationelle ^ 
fera aufli ^enfermée dans x\ c'efl:-à-dîre , que la grandeur x fera égale 
à la grandeur / multipliée par quelque nombre rationel: nommez ce non^ 


« n 


bre rationel t , c*eft-à-dire , que r x = x = îl- , & vous aurez t = >• • 

prenez le nombre entier le plus proche , ou la fraâion fimple la plus pro* 

che , fi die diffère moins de la quantité L , & vous aurez le coef- 

ficient ty & partant ?x ou :t, qui fera exactement ce qu'on demande fî 
la quantité propofée admet une racine cubique. 

Ayant déterminé ainfi ts omx^ qui efl: la plus grande partie de la ra* 
cine cherchée, l'autre partie fe trouvera aifëraent: car puisque xx—yy^ 
c'efl:-à-dire, ttss-^yy^^fiy nous aurons y :^Vj*j'—« , & toute la raci* 
ne cubique du binôme a -H- A x z (fi ce binôme a une pareille racine) fe- 
n ts^Vt*s*^n ; donc la racine cubique du binôme a^b fera 


,favoir — hou — V^'j*-^», fuivant que la grandeur i, qui 


efl: la plus petite partie du binôme , efl: affirmative ou négative, Elevez 
maintenant ce binôme à la troifiéme puifl^ance ; & s'il fe trouve alors 
égal k a-^by vous avez ce que vous demandez; finon, vous pouvez en 
inférer avec raifon que le binôme propofé n'admet point de racine 
cubique. 

Comme la plus grande partie 'de la racine a été trouvée ici indépen- 
damment de la plus petite, de -même auflî la plus petite partie peut fe 

trouver indépendamment de la plus grande-, de la manière fuivante. De 

féqua- 


EUEMENS D'ALGEB'HE. gip 

réquation«r+'y=r retranchez l'éguatiQH x—y»" , & vous aurez zy 


m 


ssr— --j donc ysa T .. ; que jfoîtla plus petite quantité fourdèrejoi' 

fermée dans bZj qui efî la plus petite partie du cube, & faites ts=^y; 
cela étant t fera le nombre entier le plus .proche ou la fraélion flmple là 

plus proche de « — î- , & ainfî la quantité ts ouy fera connue ; donc il 
fera facile de ffouver ar, cette grandeur étant égale à VtW^n^ & la 
racine du binôme qu'il étoit queflion de trouver, fera ^^^'^^^'^'"-^« 

De cette manière Tune des parties peut fe trouver indépendamment de 
fautre ; & il eft bon que Tapprentif Algébi:ifl:e fâche prendre l'une & Tau- 
tre de ces routes^ parce qu'iK arrive fouvent que Tune ou Tautre partie 
du cube elt rationelle , & en ce cas j fe trouvera dans cette partie égal 
à l'unité , & ainfî la partie correfpondante de la racine en fera d'autant 
plus facile à déterminer. 

De ce qui a été dit touchant Textraflion de la racine cubique du bi- 
nôme j;;4i (en cas que cette grandeur admette une pareille racine) 
nous pouvons déduire les régies fuivantes. 

I. Prenez un nombre rationel quekonque zz, quarri ou pas quarrè^ mais le 

plus petit le meilleur ^ S tel que z^-^-hh^zz/oit un cube rationel SHl n*y 
a pas moyen de îrmmerun nombre plus petit y on peut faire z égal i aa— bb, 

^5^ aa— bbxz^^a un cube: que fa racine. . cubique f oit n- Si aa — bb^/î 

un cube^ zz (Êf par conféquent zyfera i. 

• 2. Prenez alors un nombre entier ou une fimple fraStion , dont la valeur 

diffère très-peu de celle de la racine cubique de z-+hxz, & appeliez cette 
quantité r. 

3. Cela étant fait ^tl y a deux manières de trouver la racine cubique de la 
quantité propofée^ favoir par le moyen de ^zou de bz. Voici quelle efl la 
première de ces méthodes : fiazeji une grandeur îrrationelle , divifez le nom- 
bre qui ejl fous lefigne radical par le plus grand quarré qu'il renferme^ Q^ le 
quotient avec le Jigne radical mis au devant (que f appelle s) fera la plus petite 
quantité four de renfermée dans az: mais fi la grandeur zz efl rationelle y sfe* 
ra une unité. 

. 4. Prenez enfuite le nombre entier le plus proche^ ou la fraction, fimple la 
plus proche y fi la, valeur de cette dernière ^grmd&ur ^ére mins de celle delà 

quan* 
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quantité 1, ^ nonwfBZ celui des deux nombres dont vous ferez ufage t; 

je dis que la racine cubique du binôme z^h (Ji ce binôme admet une racine 
binôme cubique y ce qu'il faut ejffayer en élevaut au cube la racine quand elle 

ejl trouvée) fera ^l^Sii^^^ ^ fuivant qUe la quantité propofée eji a-+b 

ou a— b. 

5. Vautre manière eji^ en trouvant la plus petite quantité fourde contenue 
dans hz y Ji hitjl une quantité fourde ^ (ou fi elle ejl rationelle^ enfaifant 

s= I ,) 6f t = — I- j car en ce cas la racine cubique i(? a 3+; b (dont il faut 

2S 


faire FeJJai, comme il a été dit) fera ^tcssH-nHits^ 

N. B. Sx az eft une quantité rationelle, Topération devra fe faire 
au moyen de la troifiéme règle & de la quatrième; maïs ù bz qH une 
grandeur rationelle , il faudra avoir recours à la cinquième règle , par 
laquelle (s étant une unité) la racine cubique fe trouvera plus aifément. 

Pour ce qui ejl de la cinquième racine ^ de la feptiéme , on les extrait de 
la même manière que la troifiéme ; excepté que dans ces cas la quantité z z doit 
être appropriée de façon y qu'en multipliant ^z^-^-hh^ h produit foit une cin- 
quième ou une feptiéme racine rationelle ^ qu il faudra appeller n-yxfera la cin* 

quiéme ou la feptiéme racine de a-i- bxz, Êf au-lieu de Vz dans le déno^ 

minât eur de la racine binôme dont on doit faire tejffaiy il faut fubjlîtuer yz, 

|/z, &c. Voyez la méthode de Newton pour l'extraftion de la troifiéme, 
cinquième & feptiéme racine Ç^c. d'un binôme , dans la réduélion des 
grandeurs radicales , où notre z z répond à fa lettre J^.. 

N. B. La quatrième racine fe trouve en tirant la racine quarrèe deux 
fois , la fîxiéme racine en tirant d'abord la racine quarrée , & cnfuite 
la racine cubique , la huitième racine en tirant la racine quarrée trois 
fois^ la neuvième racine en tirant deux fois la racine cubique ^ &c. 

Exemple i. ' 

On demande d'extraire la racine cubique de la quantité fuivante, fa- 
voir , 1/980-1-1^972. Ici donc û=: 1/980, ^ = 1^972, fl* — A* =980 
—972=: 8 i donc en ce cas a^^b* y fans multiplication , efl un cube ra- 
tio- 
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dond, ayant pour racine i jpar conféquentn=22,2s*«i,z?=3r,& 1^2=1; 
Outre cela, V'95o=:3i-f,&V972=3i'-F; donc a-t-ix«=3i-+3r 
Kisr62, dont la racine cubique eft 4— ; partant r=4,& r-f— =4|. 

Enfin, 980=2x2x5^7x7 = 14x14x5» ^^ 1^980 ou ax zsi/^ysi 


r— fc — 


'donc x=v'5=*i ^.P^" P'^s,- donc -^p-=-~-=i;donG?=5i,fj=:y'5, 
(»j»-n=5-2=:3, & Vf*J*~B=v^3j donc ^ , ,oulara- 

cine, dont il faut faire l'eflai , eft v'5 -+ 1^3 > & la chofe réuflît; car lé 

cube de »/5 H- 1/3 eft 5V5-I-I5K3-1-9V5 -f3 V'3 = i4v'5H-i8/3 
=5/980 H- V 972. 

Exemple 2. 

On demande d'extraire |a racine cubique de 953 — 25. Ici a^yçôZf 
J=25, a^~^*=9<^^-<^^5 =343 .=7X 7x7; do nc n=7, 2 = 1. De- 
plus, 1/968=31-1-; donca-f*xa=3i-|-25xi=5(J, dont la racine 
cubique eft 4-i donc r=:4, &r-f ^=4-I = 9j car il s'agit ici 
de trouver la plus petite partie de la racine, comme étant rationelle; 


» 


donc en ce cas Js=i , & -_-l=t|.sai àpeu pçès; ainfî je fois f & 

par conféquent f x=i ; ce qui me donne vFs^'^Tn^VS; donc la raci- 
ne binôme dont il faut faire Teflai (eft V8 -^ i , & la chofe réuflît. 

Exemple 3. 

On demande la racine cubique de 9-V80. Ici tf=p, A =1/80, 
^2 — ô«=i, »=!, 2=1 ;.& comme 1/80 = 9 — , nous aurons a H-"* 
xz = 18 , dont la racine cubique eft entre 2 & 3 , & partant on peut 
fuppofer la grandeur r égale à 2 ou à 3 j puis donc que dans ce cas x = i, 

n 

nous aurons ^ =1 ouf, fuivant que r eft égale à 2 ou à 3 ; parr 

tant f doit être la fra6lion la plus fimple entre i & | , c'eft-à-dire |;donc 
f , & par conféquent ^J=|; ainfî /^'^*-» = -^ i & le binôme qu'on 

doit eflayer eft .^ ^^. , ce qui réulTit; car le cube du numérateur eft 

72 -^ 32 v^5 , & le cube du dénominateur eft 8 , & le premier de ces nom- 
bres divifé par le dernier donne 9 — 4 v^5 = 9 - >^8o. ^ ' - 
Tome IL S s Dans 
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' Banf tàiéf fis çof ml^^'nabiir de r nefaumt être exprimée que fort impàr^ 

fmt entera par U nombre entier, il vaudra mieux F exprimer par quelque frac^ 
tÎQfi Jimple qu'on pourra trouver aifément alnfi: qu'il/oit queflion de trouver la raci* 
ne cubique de quelque nombre donné , i$ que a^ foit le cube plus petit le plus 
proche: cela étant , fi à ce cube ^^ on tfjrotf^ aaH-^a» on aura le cube de 
z-^^à peu près; ^ fi Ton ajoute de-nouveau à cette dernière fomme aa-+a, 
m aura k cuhe de z-^^ à peu près: àînfi il fifra facile de vût fi la racine rar- 
Kque chercbJe ejl entre a ^ a— hj , ou -entre a-4- j (^ a^+f, ou entre 
à_(.| fi? a-+i. Par exemple, on avoit befoin ci-defluj de la racine 
cubique de i8,& le cube plus petitle plus proche étants 9 nous avions 
^--2 ; or fi à ce cube gonajoûtefli^-f ^fl,c'eft-à-dire 4|, on aura i2| pour 
le cube de 2 j; ajoutez de -nouveau aa-^a ou 6, & vous aurez 18 1 
pour le cube de 2 1; d'où j'infère que la racine cubique de 18 fe trouve 
entre 2j & 2|, mais beaucoup plus près de 2 1: faites donc rsf, & 

puH^uen=:i Scszzi^ vous aurez :=:lH-r|} donc t & partant 

< X = i, conune ci^efiùs^ 

EXSMPLE 4. 

On demande la racine cubique dei?Vi2-t-5- Iciaj=:^xi2=^— , 

li:i25=|^, a'^b^^ ^, « = |,2=i. Dc.plus,^=25-f,donc 

làïâdae quarrée eft 5 ; donc aH-^xZ=io, dont la jfadne cubiqae eft 
2;ainfif=2,&r-h_l=2i.=2-î-. Outre cela, ^=2<îx i?- 

= 26x|^x3, donc A~ OU «2= ^v'âJdonc f 58^3 = 1-^5 donc 

!lll= Jîà: dontJlisij donc -22 = 1 à peu près; ainfi je fais 
»=!•; donc»x= ii:?=^&**J'-«=*-|--i=i;c'eftp<ïarquoi 


yf» j»— Br= I j & la racine qu'il faut eflayer eft r -+i^=:-^."^*^" , 
& h chofe réuffit ^* car fi Ton divife le cube du nmnèrateur par le cube 
1ÎU dénominateiff , le quotient fera '-^ t^i2 H- 5. 

Dans cet exemple j'ai trouvé dabardlapartieinationeUe^àcaufede 
quelques difficultés qui paroiiToient s'y rencontrer ; mais Ja partie rationelle 
eft plus aifée à déterminer; car puisque r=2, ^=ii& ^ce cas^x=:r, 

nous 
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nous aurons ^ — - =i— — ; donc la grandeur f x, qui efl; la partie ra* 


tîonelle de la racine cherchée , eft égale à i , & t/ ** ^* H-« > Tautre par* 
de de la racine, çft —s iîl^= i^ ^ tomme ci-deflus. 

Exemple 5. 

On demande la racine cubique de 68"+|/4374* Ici /i*=:4524, 
^»^4374,j* — i*=:25o=:2^x5x5x5; donc en ce cas a* — 6* doit être 

multiplié par 4 pour en faire un cube, favoir 8x5x5x5, dont la raci- 

ne eft 2x5=10; donc n = 10, 22=4» 2 = 2, & 1/2=1/2. De-plus, 
1^4374 =^î donc 7H^x2=68H-6tîx2 = 2(S8, dont la racine cubi- 
que eft à peu près une moyenne arithmétique entre 6*j & (5|; ainfî je 

faîsr=6|îdoncr^-^=:tfl--^-2î.=8-~î m partant 




E =:4i: faites tsh partie ratîonelle égale à 45 & vous aurez 


2x 5a 


/j-f t^ttss—n 


ttss—n^ôi donc ^ V" — ^ » qui eft la racine qu'il faut elTayer, 


*^ 


€ft ^-^*^'^ , & la chofe réuflitf car fi 136 -+J4V<5, cube du numéra« 

teur, eft divifé par 2, qui eft le cube du dénominateur, le quotient 
fera 68 -+ 27 y'iî = 68 h- v'4374- 

EXEHPLB 6. 

On demande la cinquième racine de 29 V6-+ 411/3- Ici a*= 5045, 
^«—5043; doncû*— i* = 3; donc en ce casa*— 3* doit être multiplié 
pa78i, pour avoir une cinquième racine rationellej car alors elle fera 
2485 donc la cinquième racine eft 3; ainfi n=3, & 2=9. De -plus 
V5C46= 71 , & ^5043 = 71 îPar conféquent a^+b^z- 142 ^9 = 1278, 
dont la cinquième racine eft 4-+ î donc r =4> & r-+ -^ =4! En- 

fin,fla=29>«'^<îx9; doncf=A'(J=2i-î donc-— 1 =5-ii=:i-^; 


«HMl 


donc t=i, rx=:l/6, Ws'-nzzVz , & ^^--h^^i^— ^ ou la racine, 

Ss 2 dont 
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donc il fkllt faire l'eiTai , eft '"'"^'^ , & la chofe réuffit ; car fuivant 

le théorème de Wrt»fen , la cÎDcjuiéme puiOance de V6-^V^ eu sôr^s- 
■+lSoy3-ngoy6-nSoy3-t-is^6-t-gV3=i6iV6-t3(jgyjf 
laquelle fomme étant divifée par p, cinquième puiUànce du déaomina-' 
teur, donne î9/Sh-4iV3, qui eft le nombre propofé. 
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LIVRE X. 

EN DEUX PARTIES. 

I. Des Equations en général & de leurs racines. 
II, Des Equations cubiques & de celles du quatrième degré 
en particulier. 


PARTIE L 

Des Equations en général S* àe leurs racines. 
Définitions. 

427. T Es Equations tirent ordinairement leur dénomination de la plus hou- 
•*^ te puijfance , à laquelle ejl élevée la quantité inconnue qui Je trou- 
ve mêlée dans ces équations. Si la quantité inconnue va jusqu'au iroifîéme 
degré , Téquation s'appelle cubique j fi elle eft élevée au quatrième degré , 
on la nomme quarré-quarrée j fi c'eft au cinquième , quarré-cubique &c. 
Mais fi une équation peut (^par une fimple réduëlion des puijfances de la gran^ 
deur inconnue) être abaijjîe , c^efi de T équation à laquelle elle a été abaijfée^ 
qu'elle reçoit alors fa dénomination. Ainfiréquationa?^— dio;^— h^=:::o,dans 
laquelle x efl la quantité inconnue , s'appelle une équation du fécond 
degré , parce que , en fubflituant 3^ à la place de x ^ , on peut abaifler 
cette équation jusqu'à n'être plus que de deux dimenfions: par exemple 
encore, l'équation x^— hûx+H-ixx — ^=0^ efl: nommée une équation 
cubique, i caufe qu'elle peut devenir telle par la fiibfl:itution de y à la 

place de xx. 

La racine d'une équation eft une quantité telle qu' étant fuhftituée à la place 
de la quantité inconnue , elle rendra les deux membres égaux fun à T autre ; ou 
(ce qui eft la même chofe)fi toutes les parties d'une équation font difpofées dans 
un des membres^ ce qui les rend égales à zéro dans l'autre y on nomme alors ra- 
cine de r équation la quantité, qui étant fubftituée à la place de la grandeur in- 
connue , rendra toutes les quantités de T équation égales à rien. C'efl:^ainfi que 
les racines de l'équation xx — 8xh- 15=0 font 3 & 5, à caufe qu'en fub- 
ftituant quel de ces nombres qu'on voudra à la place de x toute l'équa* 
tion fe trouvera détruite ; & qu'à l'exception de ces nombres il n'y en a 

aucun autre qui puifle produire le même efiFet. 

Ss 3 428. 
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428. Chaque équation a autant de racines pejjibles & imp^le^^ qu'il y 
a de dimen fions dans la plus haute puijffance de la quantité mconnue. Ainfi cha- 
que équation cubique a trois racines, chaque équation du quatrième de* ' 
gré quatre racines &c. Mais il arrive fouvent que quelques-unes de ces 
racines font impoffibles, & quelquefois qu'elles le font toutes, fi l'expo- 
fant de la puiflance la plus élevée de la quantité inconnue eft un nom- 
bre pair ; car fans cela l'équation aura toujours au -moins une racine 
poflible, comme on le verra dans la fuite, quand nous traiterons delà 
nature des équations- Ainfî or^ = i a véritablement trois racines , maïs 
dont une feule eft réelle , favoir l'unité , les deux autres , favoir , 

~^'^'^ ? & IlilILJIl? , étant împoflîbles. Voyons cependant com- 
ment ces nombres impoûibles fubftitaés à la place de o;, rendront x'=:i ; 
& commençona d'abord par fuppofèr jî= ^ ■ \^ i . Faites — i =a, 

& V^l-h\ vous aurez alors y^ ^^^-^'^"^^^'^^\ jont a'=-aj 

3tfai=:H-3xi/— 3=23v'— 3: dc-plas, comme3=|/— 3, nous aurons 
i»=— 3, & 33^* = — 3x— 3=H-9 : enfin b^ ^ om h^ xhzz-^ ^y ^ y^ 

donc ^' == .:=idl3i2= 3 itP^^ Subftituonspré. 

fentœient '- — ^ à la jdace de :»: , &faifant — i=:a, &— iz—s-rf. 

nous aurons le premier terme de x^ , dans lequel la graadeur J ne fe trou- 
vera point mêlée , & le troifiéme terme , dans lequel il y aura feulement 
t* , comme ci-deflus ; mais le fécond terme & le quatrième , dans les- 
quels il y a ô & *' , auront leurs figues changés: donc en ce cas ar'rr 

' — I. 


8 

Nous avons déjà eu occafion de dire quelque chofc de l'origine de ces 
racines impoflibles dans les équations du fécond degré, & nous feront 
voir dans la fuite comment elles s'introduifent par-là dans des équations 
plus élevées* 

De la génération des Equations. 

Former une équation qui ait un nombre quelconque de racines données. 

429. Ceji ce qui efi facile à faire y premièrement en changeant les fignes 
de toutes les racines données ^ & puis en les joignant féparément à (fuelque 
quantité indéterminée i car fi des quantités ainfi conftituées font toutes muUi* 
pliées enfembUy ^ que le produit f oit rendu égal à zéro , on aura F équation 

reqtii' 
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tequîfe. Comme par exemple, qu*il fiulfe former une équation qui ait 
ces trois racines, fa voir i , 2 & 3, & pas davantage; cela étant , fi Ton 
change les fignes refpedKfs de ces racines , & qu'on les joigne féparé- 
ment à la quantité indéterminée or, elles compoferont les quantités x— i, 
:c— 2 , 05 — 3 ; multipliez-les toutes enfemble, & faifant leur produit =::o, 
TOUS aurez Téquation demandée, favoir, x^ — 6xx-+ii«— 6=0, dont 
les racines font les nombres d'abord propofés « favoir 1,2 & 3. 

C'eft de quoi Ton pourra s'alTurer aifément en fubftituant ces nombres 
(fun après l'autre) à la place de x dans l'équation ; mais la raifon de cet- 
te méthode fera [dus diftinâement apper^ue , fi l'on prend la peine de 
décompofer de-nouveau l'équation en ces premiers multiplicateurs de la 

manière fiiivante, a? — i x a;— 2 x x— 3 = 0; je dis donc que les racines 
de cette équation font ces trois , fayoir , i , 2 & 3 , &. pas davantage. 
Car premièrement, fi l'on fubftitue i à la pfoce de s dans l'équation 

X — ixap— 2x* — 3=0, on aura i — 1x1 — 2x1 — 3=20; ce qui doit 
néceflairemmt être ainfi, à caufe qu'un des multiplicateurs, favoir i — i 
efl; égal à rien. Faites préfentement la grandeur x égale à 2 dans féqua- 

tion précédente, & vous aurez 2 — 1x2— 2x2— 3=0, parce que 2—2 

«r^MI*^MMB apBWi^_M«* ^^M^MMMV 

efl:s=o. Enfin, faites a?=3, & vous aurez 3 — 1x3—2x3—3=0, à 
caufe que 3 — 3 l'eft. D paroît donc par la définition même d'une 
racine , que les trois racines de féquation propofée font les nombres i , 2'& 3. 
Voyons préfentement fi cette équation ne pourroit pas avoir d'autres 
tadnes outre celles que nous venons de marquer ; & (s'il eil pofiible) 
que r foit une quatrième racine différente de chacune déciles : cela 
étant, fi l'on fubftitue r à la place de x dans féquation, nous aurons 

f — ixr— 2xr — 3*=o; mais comme la quantité r efl: différente de 
chacun des nombres i , 2 & 3 , par la fuppofition , il s'enfuît que cha* 
cun des multiplicateurs r— i , r— 2 , r— 3 , doit être quelque chofe j & 
fi cela eft , il ne fera pas poffible que leur multiplication ne produi- 
fe rien du tout ; donc l'équation précédente n'admet point d'autres 
racines que celles dont il a été fait mention. 

Si je voulois ajouter une quatrième racine à l'équation précédente, ia- 

voir —5, je pourrois la difpofer ainfi, x — ixa; — 2x3;— 3xaf-|-5=o, 
ou bien multiplier l'équation cubique trouvée ci-defliis, favoir, jc)—-6a;â; 
H-iiJC— 6 par »-+5, & rendre ainfi le produit x+—x^ — i9ap« -+49» 
-30=0. 

Toutes Usfds (fitXM équation peut ttaiérement être divifie par une puiffanr 
ce fimpky ou par k quarréy ou par k cube de la quantité inconnue Jans rejle , 

c'eji 
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c'efi Une marque infaillible^ quune ou deux ou trois racines (Tùne pareille équa^ 

tionfonS égales à rien. Ainfî Téquation x^^6x^ -+ ii^x (5a?:±:o peut fe 

divifer fans refte par x; d'où j'infère, qu'une de ces racines eft égale à 
rien , comme on pourra s'en afFurer , foît en fubftituant o à la place de 
X dans l'équation, ou en conlidérant l'équation comme réfolue en fcs 
multiplicateurs ai nfi, xxx^ xX'^2^X'^^ =o, précifément comme fî 
j'avoisdit x— oxa;— ixa;— 2xx— 3 = 0: ce qui fait voir que o n'a pas 
moins de droit à être une racine de cette équation qu'aucune des trois autres. 
430. Ilparoît par ce qui vient d'être dit dans le entier article y que Jt quel- 
ques équations y dont les parties qui forment un des membres font toutes égales 
à zéro y quife trouve feul dans T autre membre ^ font multipliées enfemble, el- 
les produiront une équation d*une claffe plus élevée , dont les racines feront les 
mêmes que les leurs. Ainfî les équations fuivantes étant multipliées enfem- 
ble, fa voir x--i=o, dont la racine eft i, -x— 2=0, dont la racine 
eft g > & 3g— 3=0 , dont la racine eft 3 , elles produiront l'équation 
A?— I xx— 2xa;— 3=0, dont les racines font i, 2 & 3 , par le dernier 
article. Par exemple encore, qu'on multiplie enfemble ces équations, 
favoir, sx— 3 = 0, dont la racine eft |, 4a;_5z=o, dont la racinç 
,eft :J , & (5a?— 7 = 0, d ont la racine eft J, & elles produiront l'équatiod 

2a;— 3x4^— 5x6^—7 = 03 dont les racines font |, | & J:car fi 23î^ 

x4«^x6a?— 7=0, nous aurons par la divifion x—\xx-^^y.x^I^- 
& les racines de cette équation feront ^ , ^ & J par le dernier article! 
Enfin., que ces deux équations' foient multipliées enfemble, /avoir a;^?-^ 
— fizzo, dont nous nommerons les racines/» & ^, S^xx — cx^d=^o 
donc nous défignerons les racines par les lettres/ & j: je dis cela étant 

que les racines de l'équation xx^^ ax^b xxx'^cx^d::^ o , feront p, j, r s. 

Car premièrement, comme p eft une des racines de l'équation xx ax 

-+ A= o , il fuit de la nature d'une racine, que fi la grandeur x eft fup- 
pofée égale à j>, la quantité xx^^ax^b fe trouvera détruite; mais fi 
xx'^ax-i'bzzOj alors xx^ax-^bxxx — ex --i-d doit être pareillement 

=0; donc j5 eft une des racines de l'équation xx—dx^bxxx — cx--t-d=zo* 
& la même remarque eft applicable à toutes les autres racines ^, r, s. 

Cejl par ce chemin que les racines impojjîbks entrent dans les équations de tous 
les ordres ^ de tous les degrés. Car fî les racines d'une ou de plufîeurs équa- 
tions du fécond degré font impoffibles, l'équation ainfi formée devra 
néceflairement avoir les mêmes racines impofTibles ; & de-là vient que 
Dans chatjue é^ion le nombre des racines impojfibles eji toujours pair iiczu-^ 

fe 
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fe qae les racines d'une équation du fécond degré doivent toujours être 
toutes deux poflibles , ou toutes deux împoffibles , comme nous l'avons 
feît voir dans un autre endroit : mais fi Vexpofant du terme le plus élev^â^w 
neiquatitm ejl un nombre impair ^ elle doit avoir au-moins une racine pojjibkj 
à caufe qu'une pareille équation ne pouvant être compofée entièrement 
d'équations du fécond degré ; il doit y entrer une équation fimple de 
plus dans fa compoûtion ; & la racine d'une équation lîmple efl toujours 

poifible. 

431. L'inverfe du dernier article fera vraie auffi, favoîr, que ^i Ton 
propofe une équation d'un degré fiipérieur , dont toutes les parties , qui forment 
Tun des membres , fint égales à zéro , qui occupe feul T autre membre , ^ que 
la quantité qui dans F équation ejl fuppofée égale à zéro^ puiffefe réfoudréen 
un plus grand nombre de multiplicateurs fimples , dans lesquels la^antité incon* 
nue fe trouve plus ou moins mêlée \ & enfin ^ fi ces multiplicateurs font fuppo- 
fés chacun égal à zéro , on aura alors une fuite d* équations d*un rang inférieur^ 
mi auront toutes enfemble les mêmes racines que celles de T équation propofée : 
mais ces racines feront préfentement plus faciles à trouver ^ comme devant être 
tirées dt équations plus fimples. 

On objeftera peut-être, qu'on ne fauroit inférer avec raifon, qu'à 
caufe qu'une quantité efl: égale à rien, tous les multiplicateurs quilacbii- 
lUtuent font de même égaux à rien ; puisqu'il fuffit qu'un d'entre eux foit 
égal à rien pour détruire le tout : mais quiconque fera cette objeâion, 
n'aura pas bien conçu mon raisonnement; je n'ai pas inféré de ce qu'tt« 
ne quantité étoit égale à rien, qu'à caufe de cela tous fes multiplicateurs 
doivent être égaux à rien ou à quelque chofe ; c'eft ce qui efl purement 
arbitndre, & TAnalyde efl: le maître de faire à cet égard ce qu'il veut; 
niais j'ai prétendu dire feulement, que fi Ton veut avoir un certain nom* 
bre d'équations qui ayent toutes enfemble les mêmes racines que l'équa- 
tion fupérieure propofée, il faut faire tous (es multiplicateurs égaux à zéro. 

Quand la quantité inconnue a la même valeur dans diflférentes équa- 
tions , il conviendra alors de multiplier enfemble ces équations , & nous 
pourrons être affurés que le produit de tous les antécédens d'un côté efl 
égal au produit de tous les conféquens de l'autre , c'efl-à-dire , nous pou* 
vons avoir cette certitude fans changea la fignification de la quantité 
inconnue. Mais fi dans différentes équations la quantité inconnue a 
différentes valeurs, & que ces équations foient multipliées enfemble, 
il n'y aura qu'un feul cas dans lequel nous pourrons conclure que le 
produit d'un côté efl égal au produit de l'autre , fans attacher à la 
quantité inconnue dans la condufion une fjgqîfication différente de 
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celle qa*eDe avoit dans les prémifTes ; & fi la conféquence ne fe foUdent 
pas dans la compofidon de Téquation propofée^ elle le fera bien moins 
encore, quand cette équation fera décompofée. II y a pourtant , aî-je 
dit , un cas dans lequel des équations peuvent être ainfi multipliées fans 
rien changer à la valeur de la quantité inconnue ; & ce cas a lieu quand 
le fécond membre de chacune des équations , qui forment Téquatîon pro* 
pofée eft égal à zéro : c'eft ce que je m'imagine avoir démontré claire- 
ment dans le dernier article ; & fi la eompofîtion efl; jufte , nous devons 
admettre la réfolution comme jufte aufli^ fi nous ne voulons tomber dans 
les contradiflions les plus abliirdes. 

432. Ceji à caufe de cela même que T invention des divifeurs eft itufage 
dans la réfohitîon des équations : car en trouvant tous les divifeurs qui di- 
vifent la quantité qu'on fuppofe dans l'équation égale à zéro , fans au- 
cun relte , nous pouvons la décompofer en fes plus fimples multiplica* 
leurs. Comme par exemple, que l'équation propofëe foit x'=:i, ou 
5) ^ I =0 : cela étant , fi nous examinons la quantité x^-^i fuivant l'art* 
409, nous trouverons qu'elle a ce divifeur d'une dimenfion^favoirx— i, 
& que le quotient eft xx-^x-b 1 : faites donc a? — i =0 & xx-hx 
-+1=0, & l'équation fe trouvera décompofée en ime équation fîmple 
& du fécond degré; la racine de l'équation fîmple :c— i =0 eft i , mais 
les racines de l'équation du fécond degré j;x-f-xH-î=o font des raci- 


t^s iropofiibles , favoir — lHÏJCZ? & — î — H — 2- : au- refte nous a- 

vons déjà prouvé dans rart428, que , quelle de ces deux dernières quantités 
auflî-bîen que la premiérc-,qu*on fubftitue à la place de s, on aurax^s: i. 

Par exemple encore , qu'il faille réfbudre l'équation x^^xx^iox 
.+6=0. Cette quantité xK^xx^ioxH-ô z été examinée dans fart. 
409 , & l'on a trouvé , qu'après avoir été divif?e par a: -f 3 , le quo- 
tient étoit X3f— 4*-+2: faites x-f3 = o, & xjp— 4aîH-2=:o, & la 
racine de la première équation fera — 3 , & les deux racines de la der- 
nière 2-f- V2 & 2— V2 ; donc les racines de l'équation cubique propo- 
fée feront— 3, iiH-t/2& 2— 1/2. 

Enfin, que l'équation propofée foit aî+— rc' — 5*^-f i2x — 6=0. 
Cette quantité a?+— a;' — 5x^-4- i2x— (î a été examinée dans l'art. 411, 
& a été trouvée divifible par :cx— f-2JC — 2, & a donné pour quotient 
*x — 3a:-+3 : faites xx -f ix — 2=0, & pareillement afx— 30; -f 3 =0, 
& l'équation du quatrième degré propofée fe trouvera réfolue en deux 
équations du fécond degré ; les racines de la première équation feront 
— iH-V'S &— 1-^/3 î mais les racines de la dernière équation fe- 
ront 
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ïont împoflibles, favoir, 3~f-**-^3 ^ 3— r— 3 . Jqjjç jg, quatre raci- 
nes de réqaation da quatrième degré propofée ierooc *r i -+ V'S j 

— I — V3» 5 — « 5 

Z)« coefficiens des termes des équations. 

433. Si Tm change tm lesjignes des racines d'une équatim^ & que Fi* 
quatian mime foit difpofie de façon y que tous fes termes raJJembUs dans un 
membre foierit égaux à zéro dans T autre , f unité étant le coefficient de fon pre^ 
mter terme; je dis en ce cas y que le coefficient du fécond terme ferala fomme 
de toutes les racines ainfi changées , que le coefficient du troijiéme terme fera 
la fomme de tous les iifférens produits qui peuvent être formés d'eux en les 
multipliant deux à deux ; que le co'^fficient du quatrième terme fera la fommt 
de tous les différens produits qui peuvent être fermés en les multipliant trois 
à trois ; que le coefficient du cinquième terme fera la fomme de tous les différens pro* 
âuits qui peuvent être formés en les multipliant quatre à quatre , &c. & que de cette 
manière on pourra conjlruire une équation qui aura un nombre quelconque de racines 
données y fans qu'il f oit néceffaire Remployer une multiplication continuelle.Commt 
par exemple, fuppofons que je veuille conftruire une équation qui ait ces 
quatre racines > i* 2 , 3 & -- 5: ces racines , après qu'on aura changé leurs 
racines ,feront — i , —2 j— 3 , --{-s 9 dontia fomme eft — i ; donc — i fera le 
coefficient du fécond terme. Outre cela, tous les différens produits qui 
peuvent être formés d'eux en les multipliant deux à deux ^ font — • i x -^ 2^ 

— 1x3.— ixH-5>— 2>c~3.^^^H-55-3x-+55=-»-2,-+3,— 5jH-<5f 

— 10, — 15 * =— 19 ; donc le coefficient du troifiéme terme fera — 19. 
Tous les différens produits qu'on peut former en les multipliant trois à 
trois,font— IX-.2X— 3,— IX— 2x-^5, —ix— 3x-+5, — ax-^j 

x-+5,=— <S,-+io,— H5,^.3o,5b49; donc 49 fera le coefficient 
du quatrième terme. Enfin , on ne pourra avoir qu'un feul produit , en mu!« 
tipKant enfemble les quatre termes^ c'eft-à-dire ,— ix— 2x-f-x — Sx-+5 
^—30 ; donc —30 fera le dernier terme de l'équation, & toutel'équa» 
lionfe trouvera' conllruite , favoir , «+—«'—i9xx-+49jp—af 30=20. 
La vérité de ce que nous venons de dire paroîtra aifément fi l'on re« 
préfente les racines en termes généraux ainfi : multipliez enfemble it -^a, 
X'-^b & x-^Cj faifant le produit égal à zéro, & vous aurez une équa^ 
tion dont les racines font a^b & c par l'art. 42$^; 6c cette équation fe 


trouvera être x^*^ à — i — cx*J-h ab^ac-^ bc x x^^abcszo, 
qu'on écrit ordinairement de la manière fuîvante: 

Tt 2 • -tf 
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x^-^bxx -+acx — a^rio. 

Si x^^a^x—by x-^c & X'-^d font multipliés enfemble» on aura une 
équation dont les racines font a^byC &dj & Téquation fe trouvera être 

m m 


ab 
—a -¥ac —abc 

— J H-irf ^^bcd 

Tous les autres cas peuvent être démontrés de-même, quels que foleac 
leurs fignes , ou quelles que puiflent être leurs racines. 

Ilfuit.de ce que nous venons de dire y que fi le coefficient du premier temu 
iune équation efii^ le dernier terme fera le produit de toutes les racines mul* 
tipliées enfembk , & par conféquent qu* aucun nombre rationel ne fauroit être 
la racine iune pareille équation , c'eJUà-dire aucun divifeur affirmatif ou né-* 
gatif du dernier terme. 

Du nombre des racines affirmatives ^ négatives âans une équatiort^ 

434' Q?^ ^^ ftfrîn^j iune étpiationfont pffibles^ & que toutes lés paf-^ 
tiesfont difpofies dans un des membres^ pendant que Foutre membre ejl égal 
à zéro y le nombre des racines affirmatives (^ négatives peut fe déterminer 
aînfi : auffi fouvent que les fignes changent en paffans du terme le plus élevé 
au terme le plus bas^ autant T équation a^-elle de racines affirmatives; ^- 
auffi fouvent que des fignes femblables fe fuivent Vun T autre ^ autans a-t-elle 
de racines négatives. Comme par exemple , dans Féquatiofi «+ -^ x' — i^xx 
-+49:c — 30:1^:0, où l'ordre des fignes eft -f-,— ,—,-+, ~j-+'ckns 
le premier terme étant fuivi de -« dans le fécond 5 indique une racine 
affirmative; — dans le fécond terme fuivi de — dans le ti'oifiéme, indi- 
que une racine négative ; — dans le troifiéme terme fuivi de h- dans le 
quatrième ^ donne à connoître une autre racine affirmative ; ôc -+ dans 
le quatrième terme fuivi de -^ d^is le cinquième, une troifiéme: de^ 
forte que fi toutes les racines de cette équation font poflibles , il y aura 
trois racines affirmatives & une négative , ce qui eft vrai j car les raci- 
nes de cette équation font -hi^H-a,— f-3 &— 5, comme nous Favons 
vu dans le dernier article. 

On attribue l'invention de cette règle à notre Compatriote Harriott , 
qui a inconteftablement découvert le premier la plupart de ces pro- 
priétés 
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prvétéi générales des équations que nous avons rapportées jaTqQ'ici , 
mxBx • bien que la plupart de celles dont nous ferons mention dans la 
fuite. Mais quel qu'en foit l'inventeur, il eft certain qu'elle nous a été 
tranfmife fans démonffaration : au«nioins je n'en ai trouvé aucune dans 
les Traités d'Algèbre qui me font tombés «tre les mains , quoiqu'ils 
faflent prefque tous mention de la règle. Et véi^itablement , quiconque 
confîdérera le. nombre immenfe de cas qui doiven^ nécefikirement pafler 
en rovue dans une déraonftration de ce genre , ne fera guéres tenté d'en 
chercher une démonffaration générale ; je dis générale , les équations , qui 
ne vont pas au-delà du troifîéme degré , étant moins embarraflantes , 
comme je l'ai déjà fait voir dans le cas des équations du fécond degré , 
& que j'aurai occafion de le prouver encore, quand il faudra expliquer 
plus diftinâemeni k nature des équations cubiques. D'un autre côté , 
il femble beaucoup plus probable que la règle en queftion a d'abord été trou* 
vée par hazard , & enfuite par induâion. On a pris garde peut-étre,que tou* 
tes tes racines d'une équation étant aflirmatives, comme 7+ a, *4* ^, -+ r> 
l'équation fera x^axx-^bxx - c=6 , c'eft-à-dîrc , 

«5 —A XX ^ac X — /ïirsro. 

où il y a autaijt de changemens de figties qu'il s*y trouve de racines. Sup- 
pofons préfentement que toutes les racines d'une équation fbient négati* 

vesjcomme— a, — A,— ^ j l'équation fera alors x-i-axx-^bxx-irc^o^ 
c'eft-à-dire, 

JCKH-ft XX H-tft X -+ai^=ô, 
-+c -fie 

où il n'y a aucun changement de fîgncs du tout}' & il pjyoît clairement 
par ce qui a été dit de la formation des équations dans le dernier article, 
due Ces deu^it cas extrêmes réufliront conftanmient de*même à quelque 
degré qu'une équation puîfle être élevée; c*eft-à-dire , quand toutes ks 
racines font affirmatives , il y aura autant de changemens de fignes qu'il 
y a de racines; & quand aucune n'efl: affirmative, il n'y aura point de 
changement de figne du tout. Il s'agit donc de favoir, fi un Algébrifte 
tant (bit peu ingénieux ne peut pas , après avoir fait cette obfervation , 
qui naturellement ne devoit pas lui échapper, avoir eu envie d'effayer, 
fi dans tous les autres cas le nombre des racines affirmatives n'eft pas 
égal au nombre des variations dans les lignes rangés de fuite. 
Cette règle (conmie je Tai obfervé ci-defFus) n'a lieu que là où les racu 

Tt 3 nés 
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nés d^mt iifuàmfm poffiUes ; car fi quelqu'une d'elles eft impofliBle^ il 
n'y a pas moyen de détënniner les fignes des racines réelles. Les quan« 
tités hnpoffibles, à proprement parler, n'appartiennent à aucune claffe> 
n'étant ni affirmatives , ni négatives ; & cependant eUes paroiflênt tou* 
jours fous Tune ou Tautre £)rme; il y à plus» & le caraâére capricieux 
de ces quantités (fi j*ofe ^n'exprimer ainfi) eft tel , qa'd>iblument les mê- 
mes racines paroifleqf: quelquefois fous les deux formes: c'eftdequoi 
j'ai déjà rapporté quelques exemples dans l'art. 109 , relativement aux 
équations de deux degrés. Qu'Û* me ibît penois d'en ajouter encore 
un ou deux ici. . 

L'équation x^Hrqx^rzzoe&, défeâueufe , parce que le fécond terme 
y manque, & p&r conféquent ne fauroit être examinée fuirant la régie 
précédente ^jusqu'à ce qu'on aitfùppléé la quantité qm manque par -+ox« 
PU -^xx: que l'équation foit donc premièrement x^ —l-oa;Sx-f 9a:— 7=0 , 
& il paroîtra par la régie précédente , que cette équation a une racine 
affirmative & deux négatives: que l'équation foit enfuitè x^^oxx'+qx 
•^r=:o qui ne diffère en rien de la première que dans la manière de la 
concevoir ; & conformément à la règle précédente , toutes les racines 
feront affirmatives. Ceci eft un indice certain y qu'il y a dans cette équa* 
tion deux racines impoŒbles cachées , qui prennent la forme de quan- 
tités affirmatives , ét^t envifagées fous un ceruin point de vue, & dé 
quantités négatives^ étant confédérées fous un autre point* 

Par exemple encore , qu'il faille examiner cette équation x^ ^H-pxx 
-+3ppx — qzno au moyen de la règle précédente, & on y découvrira 
une racine affirmative, & deux négatives: ajoutons- y prèfentement une 
autre racine affirmative , comme -4- 2p , multipliant l'équation propofèe 
par l'équation x — ^=0, & nous aurons 

x^ "'^px* -^ppxx ^ ^ x H- 2^=0:. 

cette équation doit avoir deux racines affirmatives & deux négatives ; maïs 

fuivant la règle précédente toutes fes racines font affirmatives ; ce qui fait 

vqîr , qu'il y avoit dans l'équation précédente deux racines négatives 

impoffibles , qui ont été changées en racines affirmatives dans celJe-cî. 

435. Mais il faut que le Lefileur fe rappelle ici , qu'// arrive très-fou^ 

vent , princîpaletnent dans les Problêmes Géométriques^ que les racines de cer' 

taines équations font poJJîbleSy 6? q^^ cependant elles paroifjent fous la forme 

de racines impoffibles , à caufe qu'il y a dans le problême quelque limitation , 

qui n'eji point entrée dans r équation. Deux exemples fuffiront pour éclaircîr 

cette p'ropofitîon. (Voyez PI. vil Ftg. 61.) 

• Soit JBC un-cercle ayknt pour diamètre ^C, & que ^5 foit une cor- 
de 


r 
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de înfcrîte dans ce cercle; du point B menœ la ligné BD pêrpendicir- 
laire au diamètre JC; âc qu*a faille, les lignés JlB & ^C étant don-, 
nées, calculer JJ)? fegment du dîatnëtre intercepté entre le point A & 
le poîiit D. Joignez 5C, & nommez ^D «: cela étant, les triangles 
femblables -^D5 & JffCdùnnéont JC à -rf5 comme JBiADouxi 

donc x= ^^ i aînC x, racine de cette équation, fera également poffi- 

ble, foit que dB fe trouve plus petite ou plus grande que JC. Mais le' 
problème ne fèrâr pdnt poffîble , à moins que h corde JB ne foit plus 
ptetite que le diamètre AC. Nous avons donc Sd un problême produi- 
fimt une équatioa dont la racine continue à être poflibie, mênie dans le 
tems que le problême ceiFe de rétre,à caufe de la limitation indic^ijLiée ci- 
deffus, favoir, que dans le problème , laligne-^iîdoit être plus petite 
que AC. Pour espliquer ce œyftére, qusJC dt^AB foient dçux lignes 
quelconques données, & qu'il foit. quelîion de leur affignerime troifîéme 
proportionelle , que nous appellerons rc: puis donc que ÀC eHkAB 

comme AB dkkx^ nous avons de-nouveau x=zé^i mais ce problême 

efl aufli illimité que Téquation qu'il produit : car il eft certain que les 
deqx quantités AC & AB admettront iipe trçftfiéme proportîonolje , fgit 
que. ^i? fe trouve plus grande ou plus petite que^C. La folûtion de la 
difficulté confifte proprement en ce que nous avons ici une équation née 
d'un problême limité j mais cette équation fert aufli àréfoudife un pro- 
blême abfolument illimité; aind il ne faut pas s'attendre que Téquation 
foit fufceptible de quelque reflriftion , quel que foit le cas du problême 
gui la produife. 

Dans les Articles 122 & 123 nous avons eu mi exemple de deux problê- 
mes , qui ont donné une feule & même équation du fécond degré ; 'âuffi 
a-t-on trouvé deux racines également propres à réfoudre Téquation ; mais 
les problêmes étoient aflTujettis à des limitations (i différentes , que la mê- 
me racine ne pouvoît pas réfoudre les deux problèmes , une des racines 
réfblvoit un des problêmes, & Tautrc racine Taucre. Et^oferois avan- 
cer comme une propofitîon généralement vraie , que toutes les fois qu'un 
problême produit une^uation , qui a deux ou plus de deux racines , dqnt 
il ne fe trouve qu'une feule qui réfolve te problème, j'oferois avancer, 
dis-je^ qu'il doit y avoir d'autres problêmes-qui produisent la même équa- 
tion, & que les autres racines font deftinéesr à râbudre cds autres pro* 

t>lêmes. ç ' . . ; [j ^ . ,. . . • ^ 

•' Voici un fécond exemple pour faire voir que les racines des équations 
font quelquefois poffîUes dans le texns que la nature du problême, auquel 

elles 
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elles appartiennent i eft limitée au point de les exclure abfolument. 

Le côté & le contenu folide d'un cône étant donnés, on demande la 
hauteur , & le demi-diamétre de la bafe. 

Que p foit la moitié de la circonférence d*un cercle dont le demî-dîa« 
métré eft i ; cela étant p fera auflj l'aire de ce cerde » & le quairé du 
demi-diamétre de chaque cercle fera à fon aire comme i à ^; ce qui veut 
dire en d'autres termes » que fi le quarré du -demi-diamétre d'un cercle 
quelconque eft multiplié par f ,1e produit fera l'aire du cercle*. Ceciétaût 
accordé , que s foit le côté donné du cpne; & divifant par p le contenu 
folide donné, nommez le quotient ij, & le contenu folide même fènpq. 
Dédgnez la hauteur du çone par x, & par j le demi-diamétre de la ba« 

fe j en ce cas pyy fera l'aire de la bafe , & t^^K le contenu folide du 
cône ; donc -5^=;) j, &I2l-q^ & yy=-2L.Oulrecela,xx-+)rjc=jj», 

3 3 * 

par la 47^016 propofition du premier Livre des Elémens ; (car par le cô- 
té du cône nous ente;ndons l'hypothénufe du triangle, dont le mouve* 
ment a produit le cône, ou bien une ligne droite menée fur la fiirface du 
cône depuis le fommet jusqu'à la circonférence de la bafe,*) donc yy=sss 

^xx^-^f &JXX— x*=s3j, &ap^— xj«-h3j=o: c'eft-Iâ uneéqua- 

« 

tion cubique, qui, dès que les quantités s ôc q auront été exprimées en 
nombres, pourra aifément être réfolue, foie par la règle des divifeurs 
expliquée ci-deflus,ou par quelques-unes des règles que nous prefcrirons 
dans la fuite, quand nous traiterons de la manière de ré/budre les équa- 
tions du troifiéme degré. Comme par exemple, que s le côté donné du 
cône foit égal à 5 , & pqle contenu folide donné égal à iipy cela étant 
9=12, & réquatîoii x^^^ssx^+^qzzo fera changée en celle-ci, x'.^ 25* 

36=0: or il paroît par la règle des divifeurs , que la quantité x^ — 25a; 

36=30 peut être divifée fans refte par 01—4; donc le nombre 4 eft 
une des racines de cette équation. Divifons préfentemeiit Téquation 

xî— 25x-+3(5=:opara; — 4, & nous aurons l'équation a?* ^-4x— 9=0^ 
laquelle étant réfolue donnera les deux autres racines , favoir , — 2H-v'i3 
& i-* 2 •« yi 3, Donc cette équation , favoir x^ ~ 25a; -+36=0,3 trois 
racines réelles , dont deux font affirmatives, comme 4 & — 2 -+K13, 
& une négative, comme •<-2 — 1/13 ; mais cette racine négative, quoi* 
qu'elle jéfolve l'équation, ne réfojiidra pourtant en aucune façon le pro- 
blême j car die fuppofe un cas impollible, favoir, que non feulement la 

bau- 

^ CqH la quadiatuie hypothétique du cercle iaveatée par ^rcbiméA. 
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haatear da cône eft négative» mais auffi plus grande que le ôôté /comme 
on pourra s'en convaincre en examinant la chofe de près. Mais ce n'efl 
pas tout; car la quantité i2p exprimant le contenu folide du cône, eft 
affirmative; fi la hauteur eft négative, Taire de labafe, &parconfé- 
quent le quarré du demi-diamétre de la bafe doivent être auiC des quan« 
tités négatives : cette racine fuppole <lonc ce qui eft abfolument impos- 
fible dans la nature de la chofe. On peut inférer de- là que ce problê- 
me, quoique produifant une équation cubique, n'eft fufceptible cependant 
que de deux folutions. Si le nombre 5 eft le côté du cône, & que la hau- 
teur foit fuppofée égale à 4, ou à — 2H-v^i3 , le contenu folide du cô- 
ne fera 12p. Le premier de ces cas étant aflez. clair, voici comment je 
démontre le fécond : faites rrs= 13 > & la hauteur du cône fera r — 2, & 
Je quarré de la hauteur rr — 4r-t-4=i7 — 4rj retranchez ce quarré de 
2j quarré du côté , & il reftera 4r-+8 pour le quarré du demi-diamétre 

de la bafe; partant le nombre 4r -+ 8 >^p défignera Taire de labafèj mul- 
tipliez cette quantité parr — 2 la hauteur, & vous aurez le produit delà 
bafe multipliée par la hauteur égal à4rr-+8r — 8r — i6x^=4rr — 16 
xp^52 — i6xp:=36p, dont le tiers i2p eft le contenu folide du cone^ 

comme cela fe doit ; donc la hauteur r-— 2 a été bien afllgnée. ^ 

J'ai obfervé ci-deflus, que la racine négative — V 1 3—2 réfoudroit Téqua* 
tion x^ — 2SX H" 36 = o , & cependant point le problême : car faifànt r r=i3 
comme ci-deflus, & mettant x pour — r — 2 , nous aurons x^ =: — r^ — ôrr 
— 1 2r-8;fubftituez 13 à la place de rr^ & vous aurez»5=— 1 3r—78— 1 2r— 8 

S-— 25r — 8 6:de-plus, -^ 2 jrc = — 25 x— r-^ 2=:-l-25r-*-5o; donc x^ — 25* 
== — 25r — 86-+ 25r-t-5o=s: — 36; ajoutez 36 à chaque membre de cet- 
te équation , & il viendra x^ — 250; -*• 35 =? c 


De la transformation des équations. 

435. Pour faciliter la folution des équations il. y a des moyens de les 
préparer ;& pour cet effet il eft néceflâire que Tanalyfte foit bien inftruit 
des différentes transformations qu'elles peuvent éprouver, & dont les 
principales formeront la matière de cet article & de l'article fuivant : comme 

I*. Quand il y a des frayions dans quelque équation^ il faut les oter précis 
fément de-même que dans une équation fimple ^ f avoir ^ en multipliant toute té- 
quation par tous les dénominateurs fuccejjivement ; S fi après cela la plus 
Ifaute puijffance de la quantité inconnue ejl tmlsipliée par quelque autre coeffi- 
cient que r unité y ce coefficient .doit auffi être ôté de la manière fuivante. Que. 

Tome lï. Yv ^équa- 


338 ELEMENS D'ALGEBRE. 

Féquationj déSvrie de toutes fes fraStîons fait axîH-bxx-fCX^d=ô, oA 
le coefficient de lapks haute puijfance de Tincomue eji aj puis prenant une 

quantité indéterminée , comme y , faites -^ = x , en fubjlituant ^ à la place 

de X dans Féquation^ elle fe trouvera être -2 — I- -ïï- -+ £l.~d=o j««/* 

tîpliez toute F équation par zz^ & vous aurez alors une équation dans laquelle 
le coefficient de la plus haute pui/Jance de la quantité inconnue ejl tunîté , fa* 
voir y3-+byyH-acy— aad=ojf5^ quand par lafolution de cette équation 

la valeur de y fera découverte ^ çeUe de ^ ou x^ racine de F équation primi^ 

tivcy fera découverte aujji. Puis donc que chaque équation peut être ré- 
duite à une autre , dans laquelle le coefficient de la plus haute puifTance 
de l'inconnue foit l'unité , je confidérerai dans la fuite toutes les équations 
comme ayant déjà acquis cette forme. 

2^. Enfuîvant cette même méthode^ on peut quelquefois chaj^er dune équa- 
tion des quantités fourdes. Comme par exemple , que l'équation îbit x^ m ^qx 

— yr = o. Pour chaffer la quantité fourde y'r , fubftituez -2- au - Uea 


y^r 


i3 


d^ X dans Téquation : & elle fe trouvera être, JL-^ -f JL —i/f =o; 

multipliez toute l'équation par rv'r, & vous aurez y^ m H-^ry— rr=o; 
& quand on connoîtra dans cette équation la valeur de y , celle de 

jJL ou X fera connue aufll* 
yr 

^ y. Par ce moyen as^ les racines Sune équation peuvent être muUipliies 
eu divifées par un nombre quelconque. Par exemple, que l'équation loic 
!rJ-+ga;— r=o,& qu'il faille trouver une équation dont les racines foient 
ûiples des racines de celle-ci , chacune de fa racine conefpondante : voi- 
ci comment il faudra s*y prendre. Conrnie le nombre 3 eil le multipli- 
cateur afllgné, faites 3^=y> & puis fubftituant L au-lieu de rtdans Té* 

quation, vous aurez -^ H--^^ — r=o ; multipliez tous les termes 
par 27 , & vous aurez y^ H-p^y — 27r — o. Pareillement on peut divifer 
les racines d'une équation par 3 , favoir, en faifant ~ =y, & en fub- 

itituant 3y au-lieu de x dans l'équation. 

4'. Si vous voulez changer toutes les racines affirmatives iune équation en 
racines égales négatives , (^ réciproquement , vous pourrez en venir à bout ain* 
fi: que F équation foit x+— x^ — ipx* -+ 49X — 30=0 , dont les racines font 
H-i, H-»> ^^3 ^'^Jî P^i^ fubflituant ^^j à la place de H-x dansFé* 
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jmion, TOaj«r»y*-f7^—i9yy-^49y— 30=^0, i^mm dota les ra- 
cines fora ^-^i , — î^j/^S» H-5- 

5% J/y^ra i(?» aujji quelquefois de changer toutes les racines d'une équa- 
tion en leurs racines réciproques ^ aînfi: reprenez réquatîon précédente 

af+~xî — ips* -+49*? 30=0, dont les racines font i , 2 , 3 & — 5>i5c 

qu'il faille trouver une équation dont les racines foieht réciproques de 

celles-cij fubftituez ^ au-lieu de « , & féquatîon fera J— ^— -JJ-H-^? 

— 30 :±o; multipliez toute Téquation par y^,& vous aurez i— y— ipy* 
^ 49y'*— 3H)y+=:o, ou 3oy*— 49y5 -+ ipy* H-y^^i =0 , équation dont 

les racines font i-, - , - & =^. Obfervons ici , que — J, qui étoit 

auparavant la plus grande racine, c'eft-à-dîre la plus éloignée de zéro, 
fe trouve à-préfent la plus proche de zéro, étant devenue — f 

437. Il y et une autre transformation d'équations qui riejl pas moins utile 
que la précédente , furtout quand il s'agit de réfoudre des équipions du troiftémê 
ou du quatrième degré ^ ^ cette transformation conjijle à faire difparoître le 
feçtmd terme d'une équation. Par exemple ^ foit propofée cette équation généra* 
fc , X"* -+ px"* "• ' & = o {car nous n'aurons pas befoîn de plus de termes ,) fi? 
qu'il faille de cette équation en dériver une autre qui riait pas de fécond terme ^ 
(^ dont les racines ayent un rapport connu avec les racines de t équation que 
nous venons dexprimer. Après avoir pris deux quantités indéterminées 
j & z, faites y— 2= a;, & fubftituez y — 2; à la place de x dans Téqua- 
tion, & vous aurez a:«=y» — /n2y»~» ^c. par le théorème àtNev:)ton 
au fujet du développement d*un binôme; vous aurez de-plus j)a;»—r 
_^y«— X ^ç^ & l'équation r»-+px«— » ^c.zio fe trouvera préfente- 

jnent changée en celle-ci y^ltj^y'— ' fi?c.=o, dont le fecond'terme 

çfl:_îay"~' •• niaw «Itte équation ne doit pas avoir de fécond terme; 
ainfl pour retrancher ce terme de l'équation , nous devons fuppofer 
fi.^i«2;=:o; auquel cas nous aurons %=-^, & y— z ouaray — JL. 

Voici la régie au moyen de laquelle on ôte ïe fécond terme. De y , qui 
doit être la racine de la nouvelle équation y retranchez ^^ coefficient du fécond 
terme de T équation donnée dhifS par le nombre qui exprime les dimenjions du 
premier terme y Êf vous aurez un rejloy comme y — ^ y lequel étant fubflitué 

a la place de x, racine de Téquation propofée , changera cette équation eti urie 
tutre^qui n'aura pas dt fécond terme^B dont toutes les racines auront un ràpi 

Vv 2 port 
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port connu aux raànet^ék T équation Amnie : car fi des racines de la noubetë 
épation vous retranchez J^yVous aurez les racines de réquatton propofée. Par 

exemple , qu'il faille ôter le fécond terme de cette équation , x^ 6xx 

— 37«*+ 210=0: ici py coëflBcient du fécond terme, eft — 6, & ce 
nombre étant divifê par 3 » nombre des dimenfions dans le premier terme ^ 
donne pour quotient -—2, qu'on doit retrancher de 3^, ce qui donnera 
y -+ 2 ; je fubfUtue donc 3^ -f 2 à la place de X dans Téquation ^ & j'ai par • là 

— 6x* — dy*— 24y— 24 • ' 

- 37* — 37y— 74 

210 -f2IO 


y3 • — 49y H- 1 20 = O. 

Ainfi l'ëquation x^ — 6a;«- 37* h- 210=0 eft préfentement changée en 
celle-ci, y^ • —49y-+ 120=0, qui n'a point de fécond terme, & dont 
les racines, tirées à l'aide des règles que nous prefcrirons dans la fuite, 
fe trouveront être 3,5 & — 8 ; donc les racines de la première équation 
étoient J , 7 & — 6 , c'eft-à-dire , plus grandes de 2 que celles de la der- 
nière, à caufe que la quantité x a été faite égale à y -4- 2. Et de cette 
manière toutes les racines d'une équation peuvent être augmentées ou diminuées 
d^une quantité quelconque connue y (^ cela jufqu'à devenir toutes affirmatives^ 
çu toutes négatives. Par exemple , dans l'équation propofée d'abord , au- 
lieu de faire yH-2=:x, j'avois fait y — 7 = 3:; j'aurois eu alors une 
équation dont les racines feroient 12, 14 & i> c'eft-à-dire, plus gran- 
des de 7 que celles de l'équation propofée, & toutes affirmatives.: d'un 
autre côté, fi j'avois fait y-4-8=rit, j'aurois eu Une équation dont les 
racines feroient — 3, — i,— 14» c'cft-à-dire,plus petites de 8 que celles 
de l'équation propofée d'abord j & toutes négatives. 

Quand le coefficient du fécond terme d'une équation ne fauroit être divifé 
far le nombre des dimenfions dans le premier terme fans fraStion ^ la meileure 
méthode fera âe multiplier les racines de Péqualion par le dénominateur d'une 
telle fraàion y S puis d'ôter le fécond terme de T équation qui fera le réfuUat 
de cette multiplication. Par exemple ,foit l'équation x^-^ixx — 30; — 4=0, 
Comme le nombre 2 , coefficient du fécond terme , ne fauroit être di- 
yifé par 3 nombre des dimenfions du premier , fans une fraftion , fa* 
voir I , multipliez les racines de l'équation par le dén(»ninateur 3 , en 

iaifant 3^=:y^ & par cela même en mettant X-à la place de x dans 


réquaition , & vous aurez 21-— i-l^? ^ i?.— 4=10: multipliez tous le» 
. ^7 9 3 

, fer- 
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termes de f équation par 27 , & vous . aurez y^ ^ Cy» — 27^—108 r: : 
ôtez préferitement le fécond terme de cette équation, en fubftituant 
2 "^ 2 à la place de y , & vous aurez une troifîéme équation qui n'aur* 
point de fécond terme, & qui par cela même fera plus facile à ré- 
foudre. Quand toutes les^ racines z de cette dernière équation font 

trouvées 9 faites z — 2=7, & -X^zzx^ & vous aurez toutes les racinea 

de l'équation d'abord propofée. 

Quand le ficond terme d'une équation manque ^ e^^unjigne ijue toutes let 
racines affirmatives prifes enfemUefonS égales & contrains à toutes les raci* 
nés négatives prifes enfemble. Car puilquè, par fart.. 433 , le coefficient 
du fécond terme eft égal à la fomme de toutes^ les racines avec leurs ii« 
gnes changés ; quand le fécond terme manque , c'eft i-dire , quand fon 
coefficient eft égal à zéro , la fomme de toutes les racines doit être éga« 
le à zéro; c*efl-2-dire, toutes les racines affirmatives prifes enfemble 
doivent être égales & contraires à toutes les racines négatives prifes en- 
femble. Comme par exçmple , les racines de l'équation y ^ • -^ 49y 
H- 120=0 fe trouveront être 3,5& — 8;où la fomme des racines affir- 
matives 3 -f- 5 eft égale & contraire à la feule racine — 8. 

Par cette méthode de transformation^ ^ en réjhhant une équation du fe^ 
cond degré y on peut âier aufji le troifiéme terme d'une équation j ce qui ejl né- 
iejjaire danï quelques conJlruStions géométriques d* équations'. Far exemple , 
que l'équation dont oh veut retrancher le troifiéme ternie , foit x+ — 3*^ 
-+3**"*5* — ^2=0, & faites y—«z r=x comme auparavant; vous au* 
rez alors «+=y+— 4a;y^-+-62*y» &c. — 3»^ =— 3y^ H-pzy* 0^r* 
^ 3»* =r ^- 3y' &c^ i & réquâtion x^— ^x^ -4- 3** (^c. = o fe trouvera 
changée e» celle-ci: 

-^ôzz 

y4 —42 yi H-92 y*Ô^(r.=:0, 

dont le troifiéme terme eft -fpzy*: maïs cette équation ne doit ^as 

H-3 

avoir de troifiéme terme, par la fuppofîtion; donc 6zz -+ 92^-1-3=0; 
divifez le tout par 6, & voué aurez 22-+|2-4-J=ïO; tranfpoiez f ^ & 
achevez de rendre le quarré complet , ce qui vous donnera zz-^\z -h /j 
zz-tti donc en tirant la racine quarrée Z'~t'i^:±ii &z=^5 0u— i,» 
&y— 2=y-+i ou y -+ I ; fubftituez donc y H- ^ ouyn-i àlaplacedèx, 
dans l'équation «+—3x5 -H3;c* — j«— 2=0, & vous aurez de Tune & 
de l'autre de ces manières une équation qui moquera de troiiléme ter- 

Vv 3 me; 
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meicar Gy^{dkhit égal à x,réquation fera y*--y^ » -^ ¥y— fîsO: 
fîronfait)fH-i=:x, réquatîonferay+-+y5 » — ^y-.(j=o. 

De tout: ce qui vient d'être dit nous déduifons on théorème général , 
au moyen duquel on peut retrancher, le troifîéme terme* 

Que t équation foH x^-f px«— '-j-qx"*— » &c- =:o, & faitex ^ 
^ ^^ = s Sy & la quantité qu'il faudra fubjiituer à la place de x fera 

Y^^X.-+5, dontle Leéleur pourra s'aflûrer à loifir par le calcul* 

^ m 

Nous devons donc btfetver ici, que Si qeji une quantité affirmative & 
phu granie jo* p'xEni, la (guxvxité s^ & par conféquent le retranche- 
mm du troifiime terme Jera impojjibîe ; mats pojjible ions tous les autres cas. 


P A R T 1 E II. 

Des Equations du troijiétne ^ du quatrième degré. 


Des Equations du tfoifiéme degré. 

• 438. Si toutes les rachtet d'une équation cubique font rielkst ('efi-à-dire , 
fi aucune d'elles n'eft impojjtbley & que toutes les parties dTune pareille équa- 
tion Soient placées dans un des membres Juivant les dimenjions de la quantité in- 
connue, & partant fttppojêes égales àtérodans Foutre, membre;, je dis cela 
étant, qu'aajft fouvent que desfignerdiJ^MlèsfiJuivmS Tu» H autre en 
talTant du premier terme au dernier, autant cette équation, aura de tactnes 
^rmatives , ^ qu'aujfi fouvent que' dis ftgnes femblables fe fuivront lun l au- 
tre, autant elle aura de racines négatives. ■ 

Cas I. 
- Qiiè tes tro» racines de ItéqaAion cubique foient a,b & c, & toute» 
affirmatives : alors l'équation fera 

m^a -fa* • • ■ 

si — fr xs -hac X — «ifso par l'art. 433» . 
^-c —{•bc 

OÙ les fignes font -f^> -^, ■=*• » — • 

■ I •.■'■■ C A « .a» • - ■ 
Que préfentement toutes tes racines foient négatives, comme— a, 
«j—f, l'équation fera -• 
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où les fignes font h- , h- , -f , ^ ; deforte que pour trois variations de 
figues dans le cas précédent y il n'y en a aucune dans cdui-ci» 

Cas 3. 

Que les racines de l'équation foient -H- a , -+ i , — r , c'eft-à-dîre , que 
deux des racines foient affirmatives & une négative , & l'équation fera 

%^ ^b XX —acx ^abcziOy 
-+c ^bc 

donc en ce cas le terme abfolu ou dernier fe trouvera toujours être a^ 
firmatif. Que la quantité c étant prife affirmativement foit plus petite 

que - ^ ; cela étant elle fera beaucoup, plus petite que la quantité 
«-+*, qui eft égale à ""-^^^t''' ; donc — a__J-|.c, coefficient 
du fécond terme de Féquation, fera une quantité négative: il eft mani- 
fefte auffi , puifque la quantité -~pj- eft plus grande que r, que la quan- 
tité _aMèra_glus_grande Q^eac-\-bc, &par conféquent que la quan- 
tité ab — ac — lAc, coefficient du troifiéme termç,feraaffirraativejdonc 
fi c eft plus petit que -jq:^. les fignes des termes de l'équation feront 
>H-> -<•• Suppofons préfentement la quantité c plus grande que 
" j , mais toujours plus petite que a -fi, & par une manière de raj- 


fonncr femblable à celle que nous avons, employée ci-deffiis, le fécond 
teigne de l'équation fe trouvera être négatif, & le troifiéme négatif 
auffi; donc fi la valeur de c eft entre a^+bSc "^ -, les fignes des 
termes feront -h , w. ^ - ^ -^ E„g„ ^ g j^ quantité c eft plus grande que 
4ï -+ * , en ce cas le fécond terme de l'équation fera affirmatif , le troi- 
iîéme fera négatif, & les fignes feront _|. , -^ , - , -+. 

C A s 4. 

Suppofons préfentement tous les fignes de ces racines changea par le 
changement du Hgne de x dans l'équation , qui les repréfente indifférera- 
ment tous: cela étant, U eft clair que les fignes du premier & du troi- 

fiéme 
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fiéme terme de Téquation feront changés par^Ià,; mais que ceux du fé- 
cond terme & du quatrième refteront h^ mêmes ; & nous iurons préfen- 
tement deux racines négatives & une s£rmative{& au-Iieu que dans le 
cas précédent , les figues étoient -+,— ,-4-,H-, ils feront préfente- 
ment —,—,—>-+; au-Iieu que dani'le csis précédent ks fîgnes étoîent 
-+-,—, — ,-+■, ils feront préfen tement —, ^ ,-+,"+ ; & enfin , au-lieu 
que dans le cas précédent les fighes étoient -+,-+-,—,-+, ils feront 
préfen tement —,-+,-+, H- : donc en paflant du premier terme d'une 
équation cubique au dernier , il y aura toujours autant de variations de 
lignes qu'il y a de racines affirmatives , & réciproquement. . 

439. Si le fécond terme ffune équatiofir cubique eji .6téy ^ qtCainfi Viqua- 
tion foit réduite à cette formule ^ ^^dtP^^zt^î.î^ ^^^9 que, par quelles 
quantités que les racines de F équation x^ ;^ p x :?: -+ q foiera exprimées , les 
mêmes quantités avec leurs fignes changés , feront les racines de Féqurnim 
xi--fpxr:— q, ^ réciproquement. Car premièrement, que réquacion 
foit x^.H-p3P=-+g; cela étant fi Ton change le Cgne de jc ,& par con- 
féquent celui de toutes les racines que cette grandeur repréfente , l'équa; 
tion fera —x^ — j>a:=H-î; mais cette équation eft la même que x^-\-px 

'=•^9, comme il pafoît par la tranfpofidon ; donc les racines de l'équa- 
tion x^ -^t-j) oc :;=— 9 font égales & contraires aux radnes de Féquation 

De-même fi l'équation eft:!?'— pa;=-+5, en changeant le figne de 9 
nous aurons — x^ H-p*=-+^, qui eft la même que x' — jpx= — ^f : d'où 
il fuit ^ que la même opération au moyen de laquelle on trouve les raci- 
nes de l'équation ^^1+^* = '+^, aidera à trouver les racines de l'équa- 
tion Jc^ztpJt^^-J, favoir, en changeant les fignea des racines pré- 
xédentes. 

440. Toute équation cubique peut être réduite à cette formule , f avoir ^ 
x' 3J:3aax=2t ^^ah; car ayant délivré le premier terme defoû coeffi- 
cient par l'art, 436, &ôté le fécond terme par l'art. 437, l'équation 

fera réduite à cette fonnule,x'3tpx=^:g:faitesH--^=aa&-^ = by 


& l'équation fera x' :^ 3 aax^'^ 2 aak. 

441 . Que X f^, y foitnt deux quantités variables , 4ruâs confervant entre 
elles un rapport confiant ; comme par exemple^ que la grandeur y foit tou^ 
jours égale à x' — 3aax— 2aab, quelle que foit la valeur de > : cela étant^ 
fi nous commençons d*abord par fuppofer x une quantité affirmative infinie , (f 
quelle paffe de cet état en diminuant par tous les degrés de grandeur affirma" 
tive & négative jufqu'à devenir une quantité négative infinie , nous pourrons 

con* 
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tênflrutre une tabb de quelques-unes des principales valeurs de z riJativetnent 
à y durant f m pqffage d'une de ces extr émisés à Vautre. 

Quand la quantité x eft vifinîe, ^y fera telle aufli: car fi la quantité jc 

cft infinie , xx & xaf — yia le feront auffi , & par confëquent x ^xx—^aa, 
c'eft-à-dire , x^ ^^aax , & la grandeur x^ — ^aax *• 2aab ou y fera infinie ; 
c'eft poiurquoi vis -à- vis du root 'infinie dans la colomne marquée x dé- 
inotant le premier état de la grandeur x» écrivez infinie dans la colomne 
marquée y dénotant un état femblable pour y. 

La valeur de x qu'il faut confidérer enfuite, et cdie de x=2a; en 
ce cas x^ fera 8^^ , & — 3dwx fera — (5^^ & x*— saax^2aab ou y fera 
2â' » 2aab ; ainfi après avoir écrit %a dans la colomne marquée x , écrl« 
vez vis-à-vis 2a* — 2aab dans la colomne marquée y. 

Quand x= a X 1/3, nous aurons x' = 3a'xv^3, & 3tf^7X=— 3fl'xy^3; 
en ce cas x,^ -* ^aax -^ 2aab où y =*-2^i; ainfi écrivez a^Vs ^^^^^ ^ 
colomne x , & vis-à-vis — 2aab dans la colomne y* 

Quand x=rJ, y fera —2^^—200*. 

Quand x = , y = — 2aab. 

Quand x= - j , y = -+ 2^' — 2^^^, 

Quand x=— a-+i/3, y=:— 2flj*, 

Quandx=— 2j, yn— 2^' — 2aû3. 

Quand x efi: une quantité infinie négative , y fera auffi une quantité 
infinie négative: toutes ces valeurs doivent être enrégîtrées, ce qui 
formera la table fuivante , dont le Leâeur aura befoin dans fartide qui 
fuîvra immédiatement celui-ci 


H- infinie 

—*- infinie 

-+2a 

H-2a'— 2tftfô 

^axy^ 

— 2^j3 

-4-a 

mmUa^^2aab 



— 200* 

— a 

-+2a'— aflofr' 

— tfxv^S 

— 2iia& 

'^2a 

— 2a*— iaai 

—infinie 

-- infinie. 


442. Chaque équation cubique de cette formule x' — 3aaX ss ^ iaab ot/ra 
toutes fi^s racines pojjibïes^ pourvu que la quantité b ne foit pas plus grtOide 
que 3,, eu plus petite que *^z, mais fe trouve renfermée entre ces deux limi^ 
'tes. Ced ce qui fera fuflifamment démontré , fi nous prouvons que la 
chofe eft vraie à l'égard de Téquation x^^^aax^^ 2aab^ ou x' — 3a^x 

Tome IL Xx - 


V'^jftzzdÂs: b(, 4)air. T^t; .^^jp: Suppofons donc qije x&y font deiuc <}ban* 
tîcés variables, comnze.danft le. dernier accicie , Se que 3^ reSe confluai- 
mèrit égal à'i' --3fl(ïa--^ liAs;* œnime cî-deflFus; cela étant, tfpjiveï les 
valeurs des rsicmcsàt YcqijRtion ,xl^^^p^ fera h riiêmp 

chofe qqe troqv^r les valeurs de x quai^d }^=:o. Or dans la table préçé- 
4ente qu^and a; étoit 2a y y ,^toit 2a^ r- 2aab\ ce qui eft une quanûté af- 
j6rmatlve, à çaufe que la ç^antité ^ eft fuppofée plus petite que^.: 
quand x étoit a^y^^y étqjjc - 2d[fl* quantité négjative:ainfi tandis qqej; 
g paffé j)ar tous Jes,d^és de grandeur qui feparent 2a .'de 5x1/3 , .7 à 
pqiÎQré 4'un;état..afBrmadf -À un état, négatif^ ..mais, il n'eft pas poflible 
^U* ^uçv.ncjquantjté arrive d'un état affirmatif à un état négatif fans paiT^ 
par zéro ; ainfi de toutes les valeurs interipaédiaires de x entre 2a &axy^ 
il doit y en :^voir une qjii foit telle que la quantité y ouJc'— zaax^2aab le 
trouve égale à :5éro ; & cette valeur fera une des racines de cette équation^ 

Quand x étoit égal à zéro, {y; étoit égal à — 2a?i quantité négative^ 
& quand x étoit ^a, y étoit --h 2fl^ ^:2a^ b quantité affirmative; donc 
pendant que x defcendoît depuis zéro jusqu'à— a, y s'élevqit d'un état 
négatif à un état affirmatif, & doit pareillement avoir paifé par o; ainfi 
nous avons encore une autre racin?,de cette équation fituéeentreo &— 5. 

Quand xétoit— fl,y étoit -f 2a^ 7*: a^?i.quantité affirmative, & quand x 
étoit ~^ïxV3 ,y. étoit;^2tf**^ qpanuté négative j nous avons donc ici une 
itroiôémô racine de l'équation , fitu^e entre — û &'--^ x y^ : defortc que 
Hous.WftP? découvert trois racjnes de l'équation propofée, c'efl-à-dire , 
toutes celles dont l'équation eft fufceptiblçiia plus grande de ces racines 
eft affirmative, & eft (ituée entre 2a & axy^j ou du-moins ne paife 
point ces limites; & dont les, deux autres font négatives, fune étant fi- 
tuée entre o & — <?> & ^l'afitrç entre —aSù—a- 1/3. 

Tout ceci fuppqfe, que l'équation eftx' — 3a*Jf=^Tl-*'tf*A,c'eft.à-dîre, 


que la quantité b eft affirmative : mais fi la quantité b étoit négative , 
c'eft-à-dire , fi FéquatiQuitoitaf' — 3^50:=— 2âia*,le coi;ifraire de tout ce 
qu'on a vu auroit ^eu lieu- par l'art. 439; c'eft-à-dire, 1^ plus grande ra- 
cine fe feroit trouy.ée négative , étant fituée entre— 2a & -^axy^, & 
les deux autres raçir^^ âUf (oiegt été affirmatives, fune^t^nt entre o & 
H- ^ï , & Tautre entre t^^-^ .& -+ j x y^. . 

Si' b = H".<^ , qui eff la limitç la plus- élpyée que le théorème affime à 

^çette grwîde,iAf, TéquatjiQn fera a;3.—3i{ï(î;çit 2^5, auquel çaà nous aurons 

.iX^ — .3000; -T 2pab =: :^al,'^2aab ; mai» qUand rc^ ^ ^aa)c -^ 2aab ou y = 20} 

•'^2aabiX fera ^2a , ou *—^ï ; mais fi l'une; des racines négatives eft -r^, 

l'autre doit êtréauîli — ^,'à caufe que toutes deux enfcmble doivent être 
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égales & contraii^s à -f.2a, afin de détruire h fécond bsrtne d^ réqua<>. 
tion^ par l'art. 437; donc quand là quantité >. s^éléveiaiTw Ji»ut pour de- 
venir égale à Ja quannté; j^yqui eibime dcslinsitespre&riteï àipQttegran*^ 
deur par le théorème, la racine aflSrmative montera jusc^u'à 2a'^x^i eft le 
plus haut degré d'élévation auqueUIle puifle arriver, & les deux racines ' 
négatives,' dont Tune eftXituée entre o& — a& Tautre entre — û & — a 
X 1/3 , fe rencontreront préfentement dans leur limite commune — j. 

Si Zrzp:-a,qui^fl; la limite la plus baffe que le théorème àflîgne à côt-. 
te grandeur, nous aurons précifément à tous égards le contraire du cas 
{décèdent: c'eft-à-dire , la plus grande racine fera à-préfent négative, & 
égale à — 2 j , qui eft la limite la plus baffe ; & les deux racines affirma- 
tives fituées entre o & -f^, & entre -+^ & -^a x K3 , fe rencontreront 
en ce cas dans leur limite commune Hrû. 

Enfin (i b, ôc par cpnféquent 2aab=:o^ c'eft-à dire, fîréquatiofi eft 
«5 — 3a./a;=o, une des racines x fera égale à zéro par l'art. 429: & Ci 
l'on divife x^ — ^aax par 1:, & qu'on faffe le quotient xx-^^aa égal à zé- 
ro, on aura les deux autres racines de l'équation, favoir, -+axy^ & 
Ttf X Vs ; partant fi 3 sr o , les trois racines de l'équation feront fl x 1/3 , o , 
& — ^1/3 ; c'efl:-à-dire, la plus grande racine, qui eft entre -+2a, & 
H-^x V3 , defcendra jusqu'à fa limite la plus baffe -f-flxV's ; 6c la plus 
grande racine négative, qui eft entre — a & — ^xV3 , defcendra auflî 
jusqu'à fa limite la plus baffe — axi^s; ^^^ l'autre raciiie négative qui 
eft entre o & — a, montera en ce cas jusqu'à la limite la plus élevée o. 

443. En mettant à part le cas du dernier article y je dis que dans toits les 
autres cas^ VéquatUm x^H-gaax ^H; 2aab r! a qii une feule racine pojjlblej 
laquelle fera affirmative m négative fuivant que la grandeur h fera teùe^c'ejlr 
à'direy fuivant que la quantité 2Z3bfera affeSée dujignè -+ ou .^^. Pour 
le démontrer, je n'ai fimplement qu'à confidérer deux de ces équâtioîis,' 
favôir x^ — ^aax^—^iaab^dzm laquelle nous avons fuppofé la quantité 
b plus grande que a y & x' ■+ 3^ax"= -+ 2aab , dans laquelle on peut con* 
fidérer b comme ime quantité affirmative quelconque. 

Cas I. 


Examinons d'abord l'équation x\— 3a*:»; == -f 2ô*i , ou a;' — ^a'^x — la^b 
=0, dans laquelle Ja quantité b eft fuppofce plus grande que a. Il a été 
démontré dans l'article 107, que fi les deux racines d'une, équation du 
fécond degré, en fe rapprochant l'une de l'autre, viennent à la fin à ecre 
égales, elles ne fàuroient plus faire un pas fans fe trouver dans la claffe 
des équations impoflîbles: mais fi ce cas a lieu par rapport à une équa- 

Xx 2 tion 
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don du fec<Mttd degrés il l'a davantage encore à l'égard de tonte autre 
équation plus élevée: car fi r & x font deux racines d'une équation quel^ 
conque, elles feront aufli les deux racines de l'équation du fécond degré 

ff— rx«— '^=0. 

En appliquant ced au cas prélènt , nous dîlbns qu'il paroît par le der- 
nier article, que dans l'équation x^—^a*x:=^2a*lrj dans laquelle la quan* 
tité b efl: plus petite que a , plus cette quantité approche de a , pins auffi 
les deux racines négatives approchent l'une de Tautre; quand la gran- 
deur b devient égale à a ^ ces deux racines feront égales } & c'efl ce 
qui fait qu'auffitôt que la quantité b devient plus grande que a , fes deux 
racines fe trouvent irapoflîbles. Mais comme cette façon indirefte de 
raifonner pourroît fort bien ne pas contenter toute forte de Leéleurs , 
je démontrerai la chofe plus direflement & plus diflinôement de 1»' 
manière fuivante. 

Que X & y foïent deux grandeurs variables ayant entre elles le rap- 
port exprimé dans les deux derniers articles. Cto peut voir dans ces ar^ 
ticles^ que quand la quantité x efl: infinie, hi quantité y eft infinie auffi; 
quand a:=2j, y doit être 2^^ — 2a*A, grandeur (ce qu'il faat bien re- 
marquer) qui eft préfentement négative , à caufe que la quantité b eft 
fuppofée plus grande que ai donc tandis que la grandeur x paffe de la 
çlaOe de l'infini à celle du fini, & cela jusqu'à devenir égale à 2a, la 
grandeur y pafTe de-inême de la dafte de l'infini dans celle du fini néga- 
tîf, & par conféquent ne peut être arrivée dans cette dernière clafle 
qu'en paflTant par o; cela étant, l'équation rt'— 3â*a;=2^*^ doit avoir 
une racine réelle aflÊrmative,& plus grande que 2a. Nommons cette ra- 
cine affirmative r; ainfî X-r fera undrvifeur de la quantité x» - ja*^ 
— 2û*4, par fart. 431 & 432: que cette quantité foit donc divifce par 


s — r , & le quotient fera ac* -+ r-r — h r* — 3^*, & le refle r^ — 3aV— sa'* 
fera zéro, à caufe que r efl une racine de l'équation*' — 3^**— 2^*4=0; 
fi l'on fubftitue r à la place de x dans cette équation, on aura r» — 3/ïV 
^ 2û** = o } donc fi 1 on divife a;' — 3-2 'x — 2û ** par « - r ^ le quotient fera 
*s H- r* H- r* — 3^S & il n'y aura point de refte: faites ce quotient égal 
à o,& vous aurez une équation du fécond degré contenant les deux au- 
tres racines de Téquation Cubique propofée. Puis donc que xx-i-rx-hr* 
— 3a'=o, vous aurez par tranfpofition xa;H-r:c— 3a'— r*; en complé- 
tant le quané, «x H-faîH-^n=:3^*-|rr j & en tirant la racine quar- 

rée, a;-+^r=-l-y3a*-|/T> mais il a déjà été prouvé ci-defliis, que la 
quantité r efl plus graide que 2a j ainû le quarré r' efl plus grand que 

4^*1 


e^ L E ¥ fi N s D'A L G £ B R E; 349 

4a% & le qoarrë ^r* plus grand que «a, & ^r*^ font (^us grands qae 30'; 
donc la quantité 3a'— |r' eft négative^ & comme telle ne faaroit aivoir 
de racine quarrée; donc les deux racines de Téquation du fécond degré 
«'-f rxH-rr— sa'^o, & partant deux des racines de Téquation cubi* 
que prbpofée feront impoffibles; donc fi la quantité b eft plus grande 
que a, ou plus petite (c'eft-à-dire , plus négative) que — « jen un mot, 
fi le quarfé b* eft plus grand quek quarréa% Téquation x^ — s^^xs-^h 2a*b ' 
te peut avoir qu'une feule racine pofilble, qui fera plus grande que 2a ^ 
ou plus petite que —2a , fuivant que le terme abfolu de l'équation eft 
-+ ou — 2a*b» 

;c A s ^ 

Que Péquatîon foît préfentement x' —H iaax^2aab:i!i eft bien certain 
que dans cette fuppofîtion la quantité x ne fauroit être négative ; car fi 
elle rétoit, les grandeurs x^ & ^aax feroient négatives auflfi; deforte 


que les quantités x'— (- ^aax ne pourroient jamais être égales i une quanti- 
té affirmative quelconque ; par conféquent fi l'équatioû x^-^^aax ^ 2aab 
a quelques racines y elles doivent toutes être affirmatives : mais elle a une 
racine par fart. 430 , que nous nommerons r , ce qui nous donnera x— r 
pour divifeur de la quantité x^ -+ ^aax — 2aab ; & de cette manière on 
pourra achever la démonftration comme dans le dernier article , mais d^u- 
ne manière plus condfe ainfi : 

Que la quantité x foit plus grande que r, & vous aurez le cubex' plus 
grand que le cube r ' , & ^^x plus grands que ^aar , & le binôme x^ -+• 3^10* 
plus grand que r' H-3flar, & par conféquent plus grand que 2aab , puis- 
que f^-^^aair'==^2aaby de-mêihe, fi la quantité x eft plus petite que r, la 
quantité x' H- ^aax fera plus petite que 2aab ; donc il n'y a qu'une lea- 
le valeur de x , favoir r, qui puifle rendre x'h- 3aax=:2iw*;c'eft pour- 
quoi l'équation x^ -\' ^aax^ 2aab ne peut avoir qu'une racine poftible^ 
qui fera affirmative ou négative fuivant que le terme abfolu de l'équa- 
tion eft -+ ou — 2aab. C. j^, F. D. 

444. Four, mieux diftinguer les differens cas des équations cubiques^ 
nous les avons confidérées toutes fous la formule x^ H* ^aax.:=:—^ 2aab. 
Rendons-leur préfentement leur première formé x^ •;±px^ :± q y & alors 
Le précis des deux derniers articles reviendra proprement à ceci; que dans 1er 

quation x' — px=2i4>7î ^^ quarré ^^ , qui ejihh^fe trouve plus petit que 

— i- ^y qui ejl zzy les trois racines feront poJpbUs ; que la plus grande de 
3 

ies racines fera affirmative ou négative y fuivant que la grandeur qjera telle\ 

xx3 ef 
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Êf ^U9- Jef jîgner iis iâàki^ autres fMnt't.ûùjours contrfltref Acih^ Sthpîu* 
gponde; que potit cequîi^'^ileurjîtmtim>,laplusgraiidfraeme,fera.tmh. 

jours entre -H2^|- G* -fi^P» «'-!^^,.^ "^^^'y 9*^ des autres </m,' 
ce//tf flw efilç:plui^ proche. df zirà, fera entre o^ -^"^7 j <^« entf'ei.ç &^ 

J-yl^ ii'qi4e)a.pM reculée fera- efitre]^ ^-+y9t o«-/^,'è^. 

*^Vpj 4^ (fe;ix tdus-Je^ autres câ^ il n'y ^««'âi qu une feule racine poffîbk ^ qui: 
lira afiffngtive ou négative JidvàiPqfie^ fo (m«^ ahfclu q ^7? qffirmatif eu^ 
négatif; S particulièrement^ que dans t équation x^--^x:=f:±q\lafetiff 

racine peffîbk fera plus grande que 2p^^\ou plus petite que ^2 f/^. 

Ceft-îà, dis -je, lé prédis cîes deux derniers articles} maïs il faut né- 
ceflairement obferver ici, que fi dansTéquation a;3— |)a;=2i:3>-r^ eft 

une quantité plus grande que iii , nous aurons par multiplication St 

divîfion la quantité -^^i^ jdus grande que -^; ce qui nous. fournit en*; 
coré une autre marque pour diftinguer la poffibîlité ou TimpoÛibilité des 
racines, & cette marque la voici: 5» lé cube de, S-conJidéré comme une quan- 

tîté affirmative eji plus grand.que le quatre de -J, toutes les trois racines fe* 
ront pojjibles, fans celq points 

De la rêjohaïon des Equations cubiques. 

-• US-' Réfoudre une équation cubique qfù n'a qu'une racine- poffible. 
■ Ily à ici deux cas ; pretnléreroentr, quand l'équation à réfbudre paroît 
fous cette forme, ïc3-+^a;5=-r+ou— i;'fecoBdement,quand elle paroît 
fous cette autre forme,*' — />«=-»- o» —?: en-ce dernier cas, le 
cube . de ^ -pris affirmativement eft plus petit que le quarré de 1- , à caufe 
que par l'hypothéfe l'équation n'a qu'une feule racine poffible. 

■ ' ■ • C "a" s I. 

Qje l'équation foit«' -^px^-±i' fupporânt donc que w & « font 
deux quantités inconnues, "dont m eft la plus grande, fublluuons m-n 
au-lieu de x dans l'équation xi H-pa;=-l- g, à caufe. .que |a racmè de 
cette équation eft affirmative , & nous aurons ini - zmmn -\- 3mm - n* 
^pm-ph=q. Comme nous n'avons encore qu'une équation pour dé- 
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•îrièri plâiftr^quckjiiô^ àarre équadonvqui attfe:ài'éniftc Téqnation.propo- 

<fée,:Rlss ffjtnple. . ^Supoofoqs' donc .3W» = p, &n|aus aurons ^m —pn — ^mm 

^ Zmnn ;& l'équation fe trouvera être prëfentement ,m' — 3^;»» H- ^mnn 

• pothéfe; flonc^ss i;£- ^^±2 -^i^j fubftituons ' préfetit^ittem 1=^ 
' à la plàcêde— h' dans l'équation m»— fcJ"=^,&*noiiis aurons «'—'—^ =5: 
' multipKes tous le» terrai dé Tëqaàtion par w» îé. i^éUs laùïeî «^^ iB^ 

s^ m'; donc m'—qm'=-^: équation qd appartient en quelque for- 
,te à celle du fécond" degré ^ complétez lé quacrjé', & vous aurez m'-^qm* 
.'±t€ - .ÎL -4-'.:^: faites -ii -(-^=rj; &par l'extraflion de la 

-■4 ~ :4 : -.27 • .4-, •. ,>7 . . \. . •, . 

'Jtsidne ^aaïrée , wi' - 1_ :=: rt j ; donc m^è J^ ;± s : déce? deux valeurs 
de fn\ \x dernière, favoir-f -J, éfb négative" dans le rcas préfentj 
car puisque M. -+.2!-=:xx, nous aurons îa quantité -^ plus petî- 
Jte que f x,"^ -If plus petite tjue ^,& -l.-f plus petite, que zéro: fai- 

tes donc X H-Jr==ittS.-& vous àùre^.4-'^^="*''^P'^^^^^^■~'^— î> 
& m fera la raçiçe cubique dfe la- quantité aflSrmative -| — f-i, & -r» la 

|;acine cubique négative de :Ja. quantité ,"|-'-'> & ^— ^ fera la ladne 

de IVquation propofée. Si Féquatimefi x' -+p x=: - q , trouvez premier 
rement la racine de téquatitm x*H-px=-+- q cmme ci-dcjjus , 6f puis chan- 
gez-en le figne par fart. 439 : 6? la même chofe doit être obfervée dans tous 
Jts autres cas. Ainfi dans le Cas -préfent la racine de Féquatioi^ «'-+/*= ^ç 
fera »-«. ••.:♦,:•.'. - ' . ' 

« ' ' . . .■■.-• 

■ i 

; Si réquation eft x' -px^iH-qy. c'eft-à-dife, fi la quantité 'p eft né- 
gative, ajouter en ce cas le cube de "^^ eft précifément la même 

chofe que fouftraire le cube dé ^ ; & comme le quarré s s eft pr^fen- 

tement égal à -^ — ^, la quantité s fera plus petite que-^ , & -|- - j 

fera 
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fera une grandeor affirmative ; donc -*-n' dans le premier cas fe trouvera 
préfentemenc -+n% & la racine «— « fera wh-«, & la formule fuî- 

' vante renfermera les deux cas , favoir , Ajoutez au quarré de S, ^ ou fetran* 

chez de ce quarri le cube de -|- Juivara que h quantité p eji affirmative oa 
négative dans V équation ptùpofie^ ^ nommez lafomm;e ou le rejie sz: faites 
la racine cubique de -3-^s=m^£^/a racine cubique de -^ — s=:H-ii 

fuivant que cette quantité ^ ^s eJi affirmative ou négative^ & la racine 

de r équation x^^px^^+q fera m^n fuivant que la quantité. n fe troU'^ 
ve affirmative ou négative. 

Pour faciliter l'intelligence de ce qui fera dît dans l'article fuivanc, 
nous croyons devoir obferver ici que dans r équation x';+px=:-f q, le 
Jigne de i^ dans la racine fera toujours contraire à celui de p : ainfi dans le 
premier cas, oùTéquation étoit x^^px±q^ la racine a été m^n^.ôc 
dans le fécond cas , où l'équation étoit «'— pxzz^^la racine a étém-bn. 

Le fécond cas peut auflî fe démontrer précifément comme le premier, 
aînfi: mettez mH-« pour x dans l'équation a;'— ^x=h-^,& vous aurez 
^'H-3w*»-+3m»*-+-»'— pw— ;)«=5: faites 3w«=-+p, & extermi- 
nez n comme ci-delTus , & vous aurez l'équation m* h- -^^=a; dont 

•«*-îm' =- ^, & m'~ flm' -f -2^ = -^ - JL .-faites -21 «-£L 

=ss, & vous aurez m*=:-*-HhV: donc puisque dans ce cas «*-f «?=« 

fi la quantité m' eft fuppofée égale à -|- -fx, nous aurons n'=r -2 — x-dont 
^n peut déduire là règle énoncée ci-defTus. • 

Mais il eft à noter ici , que fi le cube de -^ eft plus grand que le 

quîuré de X , la quantité s dans le fécond cas fera iropoffible, & cela 

étant l'équation ne fauroit être réfolue de cette façon , au-moins par des 
nombres poflibles: non que lés radne* demandées deviennent alors im- 
jxjflibles, car il y a plus de racines poflibles en ce cas qu'ai aucun au- 
tre; mais parce que les cubes w» & n' deviennent impoflibles, & qù'ainfi 
leurs racines cubiques w & b ne peuvent fe tirer fi aifément: quand 
cela fe peut, l'impoflibilité de ces racines ne fermera point d'obftacle % 
rapplicatioh de la règle précédente: comme par exemple, foit m=a 
-t-l/—*, & n-a-y,-bim ce cas il eft clair que les grandeurs mfkn 

font 


lotit fane & Tautre impoffibles; ^cependant leur fomme m-f n, e^efb- 
à^lire , la racine de l'équation fera une quantité réelle » comme la , les 
parties impofiibles fe décraifant Tune Tautre; mais nous aurons occailon 
, de retenir à ce fujet dans la fuite. I4 fuppofition fur laquelle cette A- 
najyfe eft fondée , fait voir que la règle précédente , qui en eft déduite, 
ne fauroit être onnrerfelle , à çaûfe que la fuppofition même n*eft pa? 
univcrfellemcnt vraie. ^ Elle portoît quelaracinex^eut êtrêdiviféeen deux 

parties telles , que le produit de leur multiplication foit -^ ; mais corn- 

'fneat cda fe fera-t-il fi la racine i eft fi petite qu'elle ne fe trouve pas 
fufceptible d'une pareille divifion ? Aînfî. cette méthode de réfoudre des 
équations cubiques doiç nécefl'^'remenc devenir impraticable par des 
nombres poflîbles. Quand un nombre eft divifé en deux parties , le 
produit de leur multiplication fera le plus grand quand les parties font 
égales; (voyez art. in. obferv. 2); donc ^xJL ou —eft le plus 
grand produit qui puiflè réfulter de la multiplication de deux parties de«; 
fuppofons à-préfenc que ce plus grand produit — foit plu} petit que -^, 

&. nous aurons xx moindre que J^ , & x moindre que i f/^^: or il 

3 . 

a été fuffifamment démontré dans les art. 443 <Se 444 , que h quantité « 
fera plus petite que 3 f/^ dans le cas où toutes les racines font poffi. 

blés, & que dans ce cas auffi le cube de -|. fer? plus grand que le 
quarré de -^. 

N. B. Quoique la règfe que nous venon» de prefcrire pour réfoudre 
•ces deux cas des équations cubiques foit attribuée par Cardan lui-même 
a un fameux Mathématicien nommé Scîpio Fmeus, on ne laiffe pas de 
1 appeller ordmairement la règle de Cardan, 

iE Z. K H r X, S I. 

Soitpropoféè à réfoudre l'équàtiori x^^^çxsziifi, Ici ^30,^=1 17 
lequarréde -J- =I2£l^lecubede-.£ = 1000= ISeP.Iafomnexjl £2««?! 

'* T» T~*"^~"^' ~î"'^-"*''"='^»'~«=-!?a,«— »oa«=3, 
ce^qui fatisfèrà à la condition du problême. 
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« 
- • . * 

Applîquoos Ja règle la plus géaérale à ce cas fimple, favoârx's:^. 

^" , • » • ; j • 

.Querëquaticftfoit»*— 3tf«r:9r- ici/=r3ff, ?=9i -^^^^^^ . -^ 

^' 4 4 8/ 

s3i25iS=^,ladiflFérence«wiâ^, js: E.,\î^xs<j4, l-jas^y, 

4 4 . * A 2 . ^ 

. Qu'il faiDe réfoadre l'équation »' — 1 2af = i(5. Ici ^ = 1 2 , 3 =: i <J , -^ 
c=64, -^^64; Ja .différence jj=e), ^If^^rj^ ^— j=o,«=2, 
«rrôi m-+»ou «=4? qui €ft une des racines de Fégaation : mais par- 
iée ^'^ C£i cas le cni». d^ «^ . efl: égal au qaaîîé'de -^^ cette équation 

jpr^rdfj» ftm)^^ racines qui ferom »égatke$ âà égales Funé à l'autre» 
par Tart. 442; donc chacijne de c^s racines doit être — 2 ,pour que les 
•deux racitieJL réunies 'en uçe fomme pïïifTent contre- balancer la racine 
affirmative 4 en faifant évanouir le fécond terme. 


!.. î 


ZjX. j^ }^.r h » if. 


-"^ ^èf^^uafîoîifbîti' --4-/214:^:50. Xçips=ai, ^=625,-^^=343^ 

la fomme x j = 96^8, ^ = l^pt58', ^ -+ J = 25 Hb 1^968 , -^-— i = 25- V968 : 

or la racine cubique de ^-+^#68 jeftii^H-VS, & la racine cubique 
de 25—1/968 eft I — -^/S par l'art^ 42fit> ex^ 24 donc ^-x^^8, 




V^ - r. - 


-s ^^ f ' ' • ■ • - ^, t' 
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or 


... .. . •». •« _ 

or la racine cubique <Je 9 ~t" V8o elt ~^ , & la racine cdbîqjie" de . 


• * t 

r\ • -»- . ..••,,,. ..f 

, jin 

rf— r^eft 1=1^ par Fart.. 42tf, ex. 3; dbftc i«±5!*£?., jii:il21ff- 
& wj-+Boua:=3. , ..j 

• • l^-X'E'M.F t S. 7,,.- 

Que réquatîori fort x^'+x^io. Icî;):ii, j=3io, ^=25,— =— î ' 
la fomme ss-^^^IpJ.^. ^=— x/o =:ilx^i^'; lH..^-5.-i.\ii: ' 
V12, ±-i- j— 5— ii.v^i2- Or m racine, cubimerde £-+ J^r- 1/12^11-+ 

illB, & — fi racine cubique de 5— il. V12 eÇ: i — i2i. par Fart,. 4^63^ 
ex. 4; donc «î— » ou a:=3* . . .,..,,..,; 


•* >( •• '. " t\»« i.' , "^^ 


A 


> t , ». »«.1.« .V.» . «» ^ 

Que réquation* fuît a:' -+6^= 3^1/3, Id;>=:(5, ^=36 v^3.,.i^972,^ 

1^980., -î— J= v'p/ 2-* V'pSo: or w. OU la racine cubique 4ey97,2'^>^^ 

efti/3-+V^5, & --« racine cubique de v'5^72'--. 1^980 éftv'3*-^T55,plP. 
Tart. 42(5^ ex. 1; dond iittrr/torfis»2V^3. ' / . ... 

Cette dernière équation^ favdir\a?5 -KJaîc=r 3(^1/3 <«tfroît auffi IW êtïfi 
réfolue de la màniéœ-fmr^ntiQi'fBÎKSjy^y^^ 

xyî , 6x-6y,2 xy > & r.4quai:ioA fera SV^S^yJ-f 6j/9xv=.3.0y3;4 divi- 
feztouterequatioillJâl'3f^3,Ocvousaturez3fJ-f 23'=.i2,ou p=y2, 5=12, 

X«- = 3(î, J5î-=4, lafémnleixfc^,^x^^^,i.-f /d:6-t. 

4 ^ ' 37 27 ' 27 ' »^ 27 ' 2 ^^ ^ ^ ^ 

.- 44(Si Toutes. Iqç. fuis <ju'iwe,^ijuî^tîc)g .f3î|4flifÇ ^felft'AfflPfiBrét^îtt» 
aiin'ftomibre ehtie'r'pour faTacîne^il y aura moyen de la trouver à l'aide 
de hD îB^e étioricéâ: dan^'l'artitle devhiefi^!ibtt-^>sf FàcQ!a4^ 
ne cubique d'un binôme • ou fans cett^ opération: ra^jlne fe ptpferiter 
m^dârià^-té tàs-'àudih- RiW^^a!rféWWfèp¥i#^^ 
^fâ.^b^^^ ^fettf fUfiîœ jpeoï fniimffA p» lfiSàoKeiisài^i0Wilk^ 
dans l'art. 426 : j'avoue pourtant après tout , que cette mamâse=aLi^ilfnifx 
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dre une équatîoq cubigue, en tirant la racme cubique d'un binôme , n'eit 
pas cottt-à-faic naturelle , puisqu'elle oblige à des recherches , qui ne tsa- 
dent pas direâeœent au but où l'çn foihatte d'arriver : on fera donc mieux ^ 
à mon avis » H'avoir recours à la méthode fuivante f qui me paroît beau* 
coup plus direâe & plus Ibnple. 
En gardant tous ksJigncs^pbyfsdànirétiiIâpricédent0fuppo/ant ce quiya 

iti dinumtri ^meJUa racine cubique de la quantité ^ -+ s : prenez le nombre entier 
Uphit prochain de cette racine^ ou le nombre miôtte kphsprpcbcajiJiS appetlez4e m; 
#fZi|fir4yif ,/wjfUf3mnsp ,90taâtfrfz n =;-£-, & la racine de l'équation fera 

mz±*^àpeupris^ c'efl-à^e ^JiréquationeJiV'--^px:^qjlaracinèferam — 


; maisji Féquation eft x> — p x=q , la racine fera m -+ -L. , îefignt 

Jp** pin 

ie p dans la racine étant toujours contraire à celui que cette grandeur a dans 
Téquation^ comme nous taoons obferv4 ions le dernier article: prenez i^pré' 

font le nombre entier le plus prochain de la quantité m ±2 ^^ (^ ce notfére 

SOI 
fera la racine dé t équation en cas qtCellè mt une racine rationelle; mais fi elle 
n*fn a pair ^^ nombre ne laifjèra pas d'être If nombre entier le pbls prochain 
de la racine , £f pourra fervir de fondement à une approximation » au moyen de, 
hquelk nous aurons la vraie racine à la différence pris que nous voudrons afJU 
gmry comme on le verradans la fidte. 

N. B. L'extra6tion de la racine cubique m eft rendue tant foie peu 
plus facile par une obfervatîon, qui fe. trouve à ia fin du troiûéme 
qKÇBi{rie dans l'art* ,426^ à: laquelle nous renvoyons. 


1 < 


Exemple de cette manière, de rifouare des EqjHOtifms cubiques. 

Ex £ Itt X X I. 


• » 


, 8cntréqttariçh4^««wtaF9tf^ Ici /psao^jK^^tf^J^L 2304,-^ =-222l 

G L 4 ^7 *7 

5=296 à peu près; car la plus parfaite exaélitude n'eft pasrequifeidipar 


eonfiéqûcnt ladiffé^iîce xistabog, J=45,f-t-J=P3,«=47>|;=* 
^ "^f «'"^ ■^^^**"~"' ^^^^"^ ^ «>mbre entier le plus prochaiirde 
Vi "+."57 ^ ^* ^efTaye de réfoudreiTéquation à ITaide de ce nombre 6, 
4( VùpimisA féuffili car iofs^oiânt ia quantité % égak à 6^ on aura 

/ 

Ex. 
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Exemple 2. 


• 


Soît fëquatîon «'-+-« =10, qui eft la même que celle que no»» 
avons ^fe pour feptiéme exemple dans le dernier article. Ici donc j)=i , 

,= 10, -^=^5,-^=-^» ^* fomme 11=25 -^.-~; niais comme I9 
fraSion -^ ^^ très-petite jen comparaifon du nombre 25 auquel elle eft 
joînte/je fais «=25, ce qui donne s^S'y j-^s^io, m=2,-^=J^ 
^ m JL^t:2 -^9 dont le nombre entier le plus prcchain efl 2; j'ef- 

^tH O 

faTedoHC de réibudre Téquation avec ce nombre 2 » & la chofe réuffic 

Exemple 3. 

Sokl'ëquationx»— ii(S«=40« Icii>=i<5, 5=40* -^ = 400, -^ 
-i22*=:i52, la différence jx=248,x= 16, -i-+j=36, i«=3 .3 ou 

3^ à peu près , -^^^-= l .6; donc m -f J^=! 4 ,9 , dont le nombre entier 

le plus prochain eft 5.; j'elTaye donc de refondre l'équation avec le r^om* 
bre 5 > mais la chofe ne réuflit pas ; d'où j'infère que cette équation n'a 
point de racine rationelle^ mais que 5 eft le nombre entier qm en appro-' 
che le plus. 

Si Fon demande la racine d'une équation cubique^ dont lesfept premiers ca- 
raSir es f oient vrais j fans approximation ^ la meilleure méthode fera de tirer la 
racine cubique au moyen des logarithmes ^ comme dans l'exemple fuivant. 

Exemple 4. 
Soîtréqaationy*— 2y= j. Ici le quarré de -J eft -25- =6 .25, & le 

cube de^ eUt'^^ -^9^^9(^^96206 i donc nous avons la différence xj==jr' 

3 27 ^ 


•9537037^37^4 ^ &s^2 440021 j & ^H- j ou m* =4 940021 ; log. m* 
(c'eft-à-diré, le logarithme de ik^)=o .6937288 î par conféquent log. 
111=0.2312429} log. 3«= 0.708364a i log.-^=— 1 .59^6658} w=i 

.703111;"-^ = . 3914405; «-+^ou y=2 -0945515. Neuf des pre^ 
lUieri caraâéres de la racine font 2 •09455148. Voyez art. 458. 

Yy 3 447- 
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447. J'ai obfervé dans le pénultième, article, que la règle, qui y a été 
donnée pour réfoudre une équatien cubique de ce genre x^ —'px=:^q^ 

lubfîfte même dans le cas où le cube de "r'^ft pl^s grand que te quâr- 
réde~; & cette règle pourroit. s'appliquer ici avec lemêmefuccès 

que dans d'autres cas , fi nous avions une manière fiire d'extraire la ra- 
cine cubique dun binôme impoffible; je veux dire d'un binôme, dont 
une^parcie eil une quantité impc^ble» Qu'il me foit permis de judifier 
ce que je viens d'avancer par un exemple, qui fera voir que la force de 
la vérité eft fî grand^e, qu'elle pénétre même au travers <îe l'impcflible, 
fans que fa nature en foit altérée. Soit doAC propofée à réfoudre l'équa.- .' 
tion x^ — 15^=4- il éft bien clair que cette équation n'appartient à au- 
cun des cas qui ont été examinés jusqu^ici, puisque p eft précédé ici d'un 

figne négatif, & que i2j cube de ^ eft un nombre plus grand que 4 

- j 

quarréde— : cela étant, xx=4— 125=— I2i = -+i2ix— i j 4onc 

jsiix/ — ijdonc-l''^*'^— ^~+iiV-'i>&-T-""J=^^iJ^V'— I. Or 

2 .a 


la racine cubique du binôme impofljble 2-+ii|/ — ieft2H-v^— i^ce 


qpe je démontre ainfi': le cube de a -+ * eft a' -f ^b -+ s^^ "+ *^ i ïûtQS 
azz2y ÔLb^V-^i , & vous ajurezaî =:: 8 , saab ^ i2V^— i , ^abbzz6--{ — i 
--—6, & b^^-^V—iy & la fomme de ces termes eft 2-fiiy— i; 
donc le cube dea-+V— xeft aM-iiy-^i, & la racine cubique de 
2H-ii>^— I eft 2-^1^—1 ; de-plus, la racine cubique de a — iiv^— i . 
eft 2-tV'— i; deforte que dans cecas-w=2-+^v'-^i, »=;»— V — i,. 
& ?n-+n ou A' =4, ce qui eft vrai; car fi la quantité x eft faite égale 
à 4 , on aura a;^ — 150; =4 ; toaii^ ceci eft un cas dans lequel les trois racines 
de l'équation font poflîbles ; c'eft pourquoi fi l'on demande les deux autres 
îaciries poffîbles , toutes les quantités doivent être-mifès dans un feul mem- 
bre de l'équation , & ce membre être divifé par a-— 4ainfi. Si J3— i5afc4,nous 
aurons â-^ — i5a;--4=o; divifez a;^ — 15a;— 4=zO par x^^siO^ & le 
quoûgit fera xx -i*4x -h'-i =04 éqaaûoii qui :dontte^. outre la racinerdc* 
jà trouvée, x— — a-fy's, ou —2 — 1/3: deforte que les trois racines 
de l'équation propofée font 4 , — 2-fv^3, & —2—1/3: car quelle de 
ces racines qu'on fttbftitue à la place de x. dans l'équaCion, eHe dornierst^ 
x^-iSx^d.. 

Gn demandera peut-être, puisqù^il n'y à pôiffit dé règle connue pour' 
l'extraétion d^ lajaeinje cubique d'un binûme impdSble, comment j'ai- 

pu 


çu trWvCT ^e ti ladne ciAfepe de 2 -+111/.- 1 ^Stoït 2H- V— 1 : je 
xéponds , que la chofe a'a point été trouvée , mais que cette racine a été 
connue par 'compofîtion & point par réfolution. J'ai pris deux binômes 
^impoffibleB , dont les parties impofl&bles étoient égales & contraires l'ti- 
neà Tautre, comme 2H-1/ — 1,& 2 — 1/ — i ; & faifant enfuite 2 H- 1/— i 
c-^ & 2— V — 1 =» ,f ai multiplié ces grandeurs Tune par Fautre, & ai 


trouvé mn^s* cara'-f-éxa— A donne ûw^4&; faites « — 2& 3= v^—ï, 
•& vous aurez afl=4,**=— I i &—** = -+ 1 ; ainfi aa-^i^sj: puis 
donc que «« = 5, nous aiH^oi» 3i»»=i5. De-plus, m'=^2 -+ iiv"— i 
comme ci-defliis , & «3=2^ iiK - 1 > par conféquent m' -+ «j 1^4. Or 
il paroÊt par l'analyfe employée dam Tarticle pénultième , que la grandeur 
3mn eft égale au coefficient p dans l-équation à refondre , & que dans le 
' cas où p eft précédé d'un fîgne négatif, la grandeur m' -+ «? ell égale 
au terme abfohi qi ainfi je forme une équation dans laquelle p^ij & 
ç = 4 ; & cette équaêion fora af* — 15* = 4 5 qui efl; fac3e à réfoudre , les 
racines cubiques des binôoaes impolIiWes a-t-iil^— 1&2 — iiV— i 
étant connues. 

• J'ignore ft quelqu'un a trouvé une méthode d*«ttraîre la racine cubî- 
qjue d'un binôaxie impofiible ;la plupart des Auteurs n^en font aucune men- 
tion , & ceux qui en parlent , n'en difent pas graad'chofe. LeT5r. ff^altis 
efl: presque le feul qui ait fait quelque tentative à cet égard , mais avec 
très-peu de fucxrès, 
448- Je paife préfentement à la conGdératîon de ce dernier cas des 


équations cubiques, fevoir ^^^px^:;±q^ où le cube de A pris affir- 

matîvement eft plus grand que le quarré de -i- ; pour cet eiFet, il fiif- 

fira d*envifager l'équation x^—px^-^ q fous le pointde vue de l'art. 439. 
Or quoique cette équation ne puiiTe pas ie réfoudre eiwaâement d'une 
majiiére direéle , même quand la racine ell rationelle , la chofe efl néan- 
moins pofTible indirectement; & quand la racine eft irrationelle , h faî- 
de de la règle fuivante on en trouvera au-moinsles trois premiers caraâé- 
res; deforte que fl l'on exige un plus grand degré de prcciiion, on n'a 
qu'à avoir recours à la règle d^approxim^tion donnée par Newton ^ â^ qui 
fera expliquée dans la fuite. 

fiwï^jA^|=:a,^ = b,^=^c, ^vV^^A: je dis cela étant y que 

la racine affirmative de T équation propose fera ^aH-d i peu près- 
Dans les articles 442 £5^444 il a été démontré^ que cette racme affirmative 

fif monte jamais plus haut que 2//-^ , c'efi-à-dire , relativement à t équation 

3 

pri^ 
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fréfmte Jmnais plus haut fte ^a, &ne ekfcend pJuttas que la V'^wzV^ 

que dans le cas précédent y le quarré de S. fera égal au cube de 2. j ii^ U 

fuft que q ejl égal à deux fois la racine quarrée de -^ m à la racine 

quarrée de-^j & que dans le dernier casqêfl égal à o ; deforte que q afes 

Kffiites auffi - Hen que la racine de Véquatim. On pourra inférer de-phis de la 
démonjlration de cette règle 5 que quand la racine affirmative atteint à la plus 
. haute de fes limites 2a , b règle donnée ici fera exaSte , & qu'elle s'éloignera 
. U phis de rexaStitude parfaite quand laracine affirmative tombe at^ bas qu'elle 
le peut f c'ejl-à-dircy jusqu'à zV$y ce qui donne q=:o. Eflayons donc la ré- 
gie dans ce cas, qui.eft le plus defavantageux poflible,& voyons fi en ce 
cas«là«même nous n'aurons pas les trois premiers cataéléres de la racine» 
Que réquation à réfoudre foit x' — 3x=ro. Id divifant Téquacion par 
j;^ nous avons xx-^^zio; donc x racine affirmative de l'équation efl: 
1/3, ,c'eft-à-dire , i .732 (fc. qu'il faut employer à faire l'eflai de la rè- 
gle précédente : mais avant de rien tenter à cet égards il faut obfer- 
ver, que comme dans ce cas az=i, nous aurons {a (qui efl la plus 
grande partie de la racine cherchée) = 1 .25 ; ce qui fait voir, que les 
trois premiers carafléres de cette racine font compofés d'un nombre en- 
tier & de deux caraâ:éres décimaux; fi bien que les termes définis dans 
cette régie, là où ils ne (auroient être déterminés avec une parfaite pré- 
. cifion, n'ont pas befoin d^être câloilés au-delà de deux caraâéres déci- 
maux>de la manière fuivante:p33,î=:o,tf=:i,*=:o,<r=:. 23,^=3. 48, 

5£-=: 1 ,25 î donc -^ -+ rf= .73*, qui eil la vraie racine deTéquation pro- 

4 5 

pofée , au-moîns relativement aux trois premiers caraéléres. 

Que l'équation foit x' — 30: = .929203* Quand /)= 3 , comme dans le 
cas préfent , la plus haute Bmite à laquelle q puifFe parvenir efl -f-2 , & la 
plus baffe o; donc dans l'équation propofée en dernier lieu, q fe troijve 
à peu près à une diflance égale de fes deux limites , quoique tant* fbît 
peu plus proche de o : effayons cependant fi dans ce cas notre règle ne 
nous donnera point la racine de cette équatioii vraie jufqu'à quatre ca- 
raftéres, obfervant comme ci-deffus , que des quatre, premiers carafté- 
res de cette racine , l'un efl un nombre entier & les trois autres des ca* 
raftéres décimaux, & partant que les quantités q^a^b^c^dy quand el- 
les ne font point déterminables avec précifion , doivent être adculées 
jufqu'à trois caraftéres décimaux , de la manière fuivante : p = 3 ^ î= ^9^9^ 
a=i,* = .iS5,^=.229,(/=,(î20,^a = i.250,;Ja-f^=:i.87o: la véri- 
table 


i 


E LE MENS D'ALGEBRE- sdi 

table racine eft i .87 ; donc notre règle détermine jufqu'aux quatre pre- 
miers caraftéres de la racine de cette équation. 

Soit propofée réquatîon du dernier article, favoîr,a;' — i5«= 4. Com- 
me ici ^=15, la plus haute limite à laquelle q puifle arriver , eft 1^500, 
c'eft-à-dire , 22 -+ , & la plus baflc zéro ; donc dans cette équation*, q 
eft fi près de fa limite la plus bafte , que nous ne devons pas nous 
attendre à avoir plus de vrais carafléres de la racine que les trois 
premiers^ dont Tan ferz un nombre entier, & les deux autres des ca- 
raftéres décimaux, à caufe que dans ce cas arzVs* Ici donc p = i5, 
5=4,^=2. 24, *=.3o,'(r=i. 15, rf=i. 20, ^a=:2.8o,|tf-+rf=4,oo}la 
véritaWe racine eft 4 par le dernier article. 

Enfin, foit l'équation a?' — 8^=3, où les limites de q font 8 .7 & o. 
Ici/ï=85?=3,aa=2 .<S66(5(57,^=i.633,*=:.30(5,^=.(5ii,rf=.9j8, 
|a=2 .041 yia-i-dzzz .999: nombre auquel il ne manque qu'une uni* 
té à la quatrième place; car la véritable racine eft 3. 

J'ai obfervé d-deflus, que quoiqu'une équation de ce genre ne puifle 
pas être réfolue direâement même quand la racine eft rationelle , la choie 
peut fe faire pourtant d'une façon indireâe;car qui verra la racine ain(î 
trouvée approcher fi fort du nombre 3 fans eflayer le nombre 3 lui-mê- 
me? & s'il le fait, il trouvera que c'eft la véritable racinede l'équation. 

Avant que d'entreprendre la démonftration de la règle précédente , je 
prierai leLeâeur deremarquer que la racine affirmative d'une équation cu- 
bique eft renfermée entre des limites bien plus étroites qu'aucune des 
deux autres , ce qui contribue à la faire trouveif plus aifément : car en- 
tre la limite la plus haute 2a , & la plus bafle a t/3 , il n'y a guéres plus 
de différence que ia; û bien que fi l'on fait la quantité 2a— ^ égale à. 
la racine affirmative cherchée, la grandeur ^, quand elle fera la. plus 
petite, pourra être égale i o, & quand elle fera la plus grande ne fur- 
paflera jamais ia. Cette remarque étant préfente à l'efprit du Lefteur, 
qu'il mette 2a --e pour la racineaffirmative x dans l'équation x^^pxz^q^ 
ou «' — 3^^==Î5 & il aura a:*=:8a* — I2a«^-f-6a^*— e*, —3^0^;=-. 6a* 
-^^aaey & x^'-2aaxzz2a^'r-9aae-+6aee'-^e's:q: or fi l'on fe rappek 
lecequiaétédît,ons'appercevraquelaquantité e ne peut être que très- 
petite en comparaifon de 2a l'autre partie de la racine; & cela éunt, 
fon cubé tf' eft fi peu.de chofe dans Téquation précédente, qu'en l'effa-» 
çant l'équation n'en fera guéres affeftée: qu'on l'efface donc, & l'équa- 
tion fera 6atf^ — 9afl^H-2a'=î, ou 6aee-9aae—q'-2a* : divifez toute 

réquatîon par 6a, & vous aurez ee-^ ae=:i—-~^ : mais ^ = — 
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mis-i«-+^ "^-^ ^^=-rïî^ 3^.^=7:^ ='^ ^"^ ''^ 1- '^ 

•^ J^aa^b-^c: tirez 11 racine quarrée, & vous aurez e^:|^:;?H- 

y^-hcrsHHrf; ÛTid e — la-^^d: maÎ8 ^, danslefensoù cette quanti- 
té eft prife ici, ne fauroit être Jd^ -fi, à caufe qu'elle ne peut jamai» 
farpalfer \a\ donc e doit être Ja— rf,& la grandeur 2^ — ^ ou h racine 
affirmative cherchée doit être |a-frf à peu prés ; & la différence à cet 
égard déviait plus petite à proportion que la quantité r approche da^ 
vantage de zéro , c'eft-à-dire , à proportion que la racine affirmative ap- 
proche davantage de fa plus haute limite 2a y ou que la grandeur q ap- 
proche de l/^^. 

Définitions. 

449. Toutes les équations cubiques comprifes dans la clafle des deux 
premiers cas , c eft-à-dire , où x' -♦-/) x = 3+^ , ou bien , où x» - p a; = :+ ^» 

& le cube de ^ pns affirmativement eft plus petit que le quarré de -À i 

toutes ces équations , dis-je , peuvent fe réfoudre de deux manières , ou 
peu correftement à Taide des règles précédentes, & puis avec plus. 
d*exa£l:itude par approximation , ou bien en une fois par FextrafHon des ra- 
cines quarrée & cubique faite avec foin , comme nous l'avons enfeigné vers 

h fin de Tan; 446 ; & pour ceteffet il n'y a point de méthodepJus expéditiye 
que de fe fervir d'une bonne table de logarithmes. £r comme ces deux cas (e 
réfolveiit aifément parunetablede logarithmes, ainiiletrcMfiéme&derftier 
cas peut fe réfoudre par une table de fuius , comme nous le dirons dans la fui- 
te : mais avant que . d'aller plus loin , nous allons marquer , en faveur de ceux 
qui Tignorent , ce qu'il faut entendre p>r le finus d'un arc ou d'un an- 
gle, & ce que c'eit qu'une table de ûnus. 

Le finus de, quelque arc Sun cercle ^ eji une Hgne menée de Fune des extré^ 
mités de cet arc , perpendiculairement à un diamètre pajfant par Foutre extré- 
mité du même arc. Ainfi dans le cercle ABCD (Fig. 62 ,) dont le dia- 
mètre dl y^£C,le finus de l'arc JB eft la ligne i3£,qui combe de £ une 
des extrémités de cet arc, perpendiculair^nent fur un diamètre paflant 
par \è point: yf , qui eft l'autre extrémité : il paroît par cette définition 
que la même Iigne'^£' eft auffi le finus dp Kàrc £ C; car eUe tombe de 
B une extrémité de cet arc, perpendiculairement fur un diamètre, qui 
pafTepar C l'autre extrémité du même arc:deforte que toute ligne, qui 

• eft 
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eft h {hms d'un arc , efl auffi le fimis da compâémeiit de cet arc au demi* 
cerde. Il fuit auffi de cette définition , que Lefims Sun arc quelconque 
eji la moitié de la €orde du double de cet arc: car fi Ton prolonge la ligne 
^ £ à travers E jufqu'à ce qu'elle rencontre de-nouveau le cercle en D , 
la ligne B £ fera la moitié de la ligne ^ Z) ; & que la Hgnè ^8 D fera la 
Corde de Tare BAD^ qui eft double de l'arc £ i^; & la même ligne B D 
fera auffi la corde de Tare BCD ^ qui eft double de l'arc B C. 

Le finus d'un angle nejl autre chofe que le finus de Fore qui mefure cet 
angle: comme fi F étoit le centre du cerde ABCD^ & qu'on eût me- 
né la ligne Bh\ la ligne BE feoic le finus de l'angle AFB^ à caufe 
qu'elle eft le finus de l'arc AB\ nous en difons autant du finus de l'an- 
gle B£C, à caufe qu'il eft le finus de l'arc B C. 

Une table de finus ejl une fuite régulière comprenant les finus de tous les 
arcs depuis une minute jufqu'à quatre-vingt-dix degrés ; c'eft-à-dire , en fup- 
pofant le rayon de chaque cercle divifé en dix millions de parties égales, 
la table exprime combien de ces parties font contenues dans le finus de 
chaque degré & minute d'un degré, depuis une minute jufqu'à po de- 
grés: & il n'eft pas néceflaire d'aller plus loin, à caufe (comme je Y'ad 
obfervé ci-defifus) que toute ligne qui eft le finus d'un arc , eft auffi le 
ilnus du complément de cet arc au demi-cerde ; cek étant, fi j'ai befoin 
du finus d'un arc de 150 degrés, je n'ai qu'à chercher dans les tîd)les le 
finus d'un arc de 30 degrés: or vis-à-vis de 30 degrés dans la table des 
finus je trouve le nombre 5000000, qui m'indique que fi le rayon d'un 
cercle eft divifé en looooooo parties égales , le finus de -30 degrés con- 
tiendra 5000000 de ces parties , & partant que le finus d'un arc ou d'un 
angle de 30 ou de 1 50 degrés eft égal à la moitié du rayon , & aînfi du refte. 

]sj. B. Toutes les fois qu'il fera fait mention d'un finus, il faudra fe 
fou venir que le rayon ou finus total eft de looooooo parties égales. 

L E M M E. 

45b. Dans toute figure quadrilatère infcriÈe à un cercle^ le reEtangledesAta^ 
gonales ejl égal aux deux reStangles des côtés oppofés. (Fig. 63. ) 

Soit ABCD un quadrilatère iilfcrit à un cerde ayant pour diagonales 
AC & BD : je dis que le reûangle ^ Cx 5 Z) eft égal aux deux reftan- 
,gles AB^CD & ADxBC pris enfemble. Car de l'angle A menez 
à la diagonale -BD la ligne AE^ qui fkflTe l'angle 5 -^£ égal à l'angle 
CAD^i u:e]a étante fi l'angle intermédiaire CAE eft ajouté à tous deux, 
on aiïra l^aogle CAB égal i l'angle EAD: outre cela, les angles ABE 
&, ACD font égaux ^ comme étant appuyés l'un & l'autre fur le même 

Zz 2 arc 
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zxc JD'j & par la même raifon Tangle JDE gH égal à Tangle jiCB^^ 
comme étant appuyés l'un & l'autre fur le même ^rcJB. Cette égali- 
té a'angles nous donne deux paires de triangles remblat;>les,ravoir,^^£9 
ACU^ÀD Ej ALBi dans les premiers triangles femblables» favoîr, 
ABE & ACD nous avons AB à BE comme -4 CiCZ); donc ACxBE 
xtAB><CD: dans les autres triangles femblahles, ùyoix y AD E ScACÈ 
BOUS avons AD à Z)£ comme AC à CB; donc ACxED=iADxBC% 
Ajoutez enfemble ces deux équations, & vous aurez -4 C>cjg£H-^Cx£Z) 

5ï^fixC£)--+-^I>xJ5Ç:mais les deux reaangle8-4Cx5£-+^Cx£Z) 
font égaux au reéhpgle ACxBD; àonc ACxBD^ABxCD-^ AD 
T^BC, c'efl-à-dire , le re6tangle des diagonales efl: égal aux deux reéba- 
gles des côtés oppofés ajoutés enfemble *. C. j^- F. Z).. 

L E M M E. (Fig* 64.). 

451/ Soit ABC un PrÎMgle équîbtén infcrit à un cercle; (^que cTun A 
fis angles A foit menée une ligne commt A DE , coupant le côté oppofi B C 
en D , & le cercle enE\ fi Tm mine les cordes BE, CE, f> dm que la coth 
de AE fera égale à lafomme des deux cordes B E Êf C £ ajoutées enfemble. 

Car par le lemme précédent^ la figure quadrilatère ABEC donne Fé- 
quation fuivante, -4£xJÎC=-^iBx£C-+^Cx£iB:. mais les trois côtés 
du triangle ABC font égaux par la fuppofîtion: rayez -les donc dans 
l'équation précédente, & vous aurez.^£ = J5£ -h£ C. C, Q* F. D. 

N. B. Le lemme auroit pu être démontré indépendamment du. pré» 
cèdent, mais nous aurons befoin de L'un & de l'autre.. 

Problème.. (Fig-. tfj,, 6(5.) 

452. Stnt ABCD w arc Sun cercle donné dont le diamètre efi A F,. 
Ê? que Tare AB foit le tiers de Tare total ABCD: on demande y la cor- 
de de Tare A B D étant donnée , de trouver la corde de Tare A B ; 6f cela , foir 
^que Tare A Biyfoit moindre qu'un demi-cercle ^ comme dans lajoixante Éf cm- 
quiéme figure , ou plus grand\ comme dans là foixante 6f ftxiéme ; les fignes ,. 
la façon d'argumenter i^ la conclufion étant les mimes^ dans les deux cas. 

Faites Tare BC égal à Tare BAy deforte que les trois arcs AB^ 
BCj CD foient égaux entre eux; outre cela, à compter depuis F 
extrémité du diamètre, retranchez de chaque côté les arcs FE & £G, 
égaux chacun à Tare AB; & après avoir mené les cordes ABj BC^ 
CD.DA, AC, BDi comme auffi les cordes AEj EF^FGyGA.GE: 
appeliez le diamètre connu A F 2a ^ & la corde connue AD 2b} ap- 

peD 

* Ceft le âmeuz théorème de Ptolomic» Voyez Almag. Liv..L 
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peliez la corde AB ou BC on CD ou EF ou FG x^ & h corde 
JC ou BD ou EG y; àc par cela même que le triangle -rf£jF dans 
le demi-cercle eft droit en £, nous aurons AE^^AF^ — FE^^i^a 

_jx, & -rf£ ou AG^V^aa-^xx. Cela étant, les deux quadrilaté* 
res ABCD & AEFG foumiflenc les deux équations fui vantes .par- 
Fart. 450, favoir, AC >^ BD^AB ^ CD-+ ADxBC , c'eft-à-dire, 
yy^xx-t2hx; & AFxEGzzJExFG-hAGxEF y c'eft-à-dire, 

2ay 


= V4a*— «* x2Xi doncys^22£rï£±;,.& yy=:if^î^î=iî : mais enfor- 


mant Téquation nous avons yy=:xxHr 2bx ; donc ^^^ ~ ■ '=^xxHr2bx ; 

multipliez cette équation par aa & divifez-la par a; , & vous aurez ^aax — x^ 
:=:aûx -4- 2aab , & par tranfpofition j^aax-^x^^iaab , ou x' — ^aax^i^ 2aab ; 
ce qui fait voir , que la corde -^fl (era une des racines affirmatives de cette 
équation cubîqoe x^ — z^x — — 2aab;& cela étant, la corde d'une troiCérae 
panie de Kart fitué de l'autre côté , favoir AD , doit être Tautre racine 
affirmative dé la même équation r car Toit que x défigne l'un ou l'autre tien 
d'un arc, l'équation fera h même, Ôc par conféquent concerne éga- 
lement tes deux cordes : c'eft ce qu'on ne fauroit révoquer en doute , 
C l'on applique le même raifonnement aux deux figures : mais il faut 
prendre garde ici, que dans l'équation xr— 3âffla:= — 2^jè, la quanti- 
té b confidérée affirmativement ne doit pas être plus grande que ay 
car eiT ce cas la quantité 2b ou la coide AD feroit plus grande- 
i]ue 2a ou le àhmétft À F., 

P R O B L E m: s.. 

453. En fuppofant la pofjibilîté de la trifeStion d'un arc de cercle , on de- 
mande de conjlruîre une équation cubique de cette formule x^ — px = -^qv 

dans laquelle Ucube de ^ eji fuppofé plus grand (^ou du -moins pas plus 

fetit) que le quarré de -3. 

Donnez à l'équation cette autre forme x^ — ^aax^ -^ 2aaB par Fart. 440 ;. 

cela étant, puisque -^ eft plus grand que -^^ c'eft-à-dire, puis- 

27 4 

que a' eft plus grand que a^^bb^ nous aurons a a plus grand que bb^ & a 
plus grand que b. - 

Prenez la ligne a comme rayon pour décrire un cercle (Fig. 67,)' dcns 
lequel nous fuppojerons infcrite la corde Ai) =-^5; prenez l'ctrc A h égal 

TéZr 3. au 


au, tiens ëJaut Titç ABP , 6P. d^V Ttfngfe B infiri^oez 4u cerclé, k trta^h 
gle -équthtéral BHK: puis ayam mené les cordes -AB, AH, AK, je dix 
que ces trots cordes , précédées des Jignes qui leur conviennent , feront les trois 
racines de F équation propoJSe. Car premièrement, que Téquation foit * 
JC3 — 35ax= — 2aab: 11 paroîtra manifeftement alors par le dernier arti- 
cle*, que la corde ^ B , c'eft-à-dire , la corde d'un tiers de Tare ABD, 
fera une des racines affirmatives de l'équation propofée, & que la corde, 
d'un tiers de l'arc AKD fera l'autre racine affirmative; mais îa corde -^iT 
eft la cordé d'un tiers de l'arc j4KD , ce qœ je démontre ainfi : Les deux 
arcs JBD ôcJkD forment enfemble une circonférence entière , & les 
deux arcs AB Se AK foï»ment ènfemtrfe im îîérs de cette cîïconfâ^nce 
patJa conftruaion:mais l'arc 2^5 eft un tiers de l'arc -rfJ5,D.par la con- 
ftruftionj donc l'arc -^f ÎT eft un tiers de l'arc AKD: donc les deux cor- 
àts AB Sl AK feront les deux racines affirmatives de l'équation propo- 
.pofée, & leur fomme précédée d'un figne négatif fera la troifiéme raci- 
ne, à caufe que, le fecond terme de l'équation manque: mais la fomme 
jdes deux cordes-^ 5 ôl AKéi AH^dx fart. 451 ; doncles trois raci- 
nes de l'équation propoféefont les cordes '+AB^-\-AK&L'-'AH. Ceft 
pourquoi en fécond lieu , fi l'équation eft x^ — o^aax^ -+ 2aab , fes trois ra- 
cines feront les cordes -i-AHy"^AB&^ AK. 

N. B. Dans cette conftruftion , les quantités a, b & x font fuppo- 
fées êt;re des. lignes, ou du-moins être repréfeniées par des lignes. 

Problème. 

4*54. Toutes chofes étant fuppofées comme dans le dernier article , qu'il/aille 
réfoudre t équation précédente au moyin ^d'me tûble definus. (Fig. 67.) 
. Que^. défigne en degrés & en minutes l'arc dgnt le finus eft b, c'eft- 
*à-dire;'la moitié de l'arc ABDinous aurons eti ce cas Tare ABDz=2p, 

'l'arc ÂB = -ï^ , & la corde A B égale au double du finus del'arc^ : de- 

3 3 

plus, puisque l'arc B^/l eft un tiers de toute h circonférence, c'eft-à- 
dire, égal à i^, nous aurons l'arc AKzz ^^--^P & j^ corde AK 

3 . 3 . 

égale à deux fois le finus de l'arc ifîZ]?: enfin., l'arc ABHeO: égal à 

3 

ê22z±^ , & partant la^corde AH eft double du finus defarc llldtî: mais 

3 . . . -3 

l'arc 180 --^p efi lé complément de l'arc j) au demi- cercle i&riurc 1^0 -+p 
eft le complément de. rarc.;x3o—|> au cercteeiHter : trouvez donc, dans 
un cercle dont le^^ç^yonicft ^ , trois arC5,;p, "q & r, dcMit l'arc p a poiir 

finus 
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finus b , doBt Vztt'q eft le complément de p'zn denû-^cërde, &d(M t 
eft le complémeot de q au'tûerde entiec; àc'Jeitroisiacine&deL](équa« 

tîon propofée feront les doi^bles fînus âes âfcs ^ ^ i. & — , » leurs fignés 

J^vzBfi êCFç. d^c^niio^ comnie dans le dernier ^$icle. 
. N. B. Les racines feront plivs ezaâes k prQpqç^on qu'on déterminersj 
ay^ plMS d'eqc^itude Tare j)} mais s.'il fe. trofiv^ SH^que eneur dans I^ 
détermination 4? <^6t^ arc, (& il n'ell pas ppffîble .qu'il n'y en ait,) elle 


afieflera Ift plfis le fînus de ^>&iemQÎasle£auisdâi. ; c'eft pcwqu^t 

comme il fuffit de trouver par la trigonométrie une feule de ces racines ^ 
il eft plus à propos de chercher le finus de Parc — . 

Avant que de donner un exemple relatif àcecàs,ilfautquej'avertifré 
Fapprentif Algébriile , que dans une •c^ble d^s finus , no;^ ayons ^qn feu^^ 
lement les finus de tous les arcs qui peuvent être exprimés en degrés & 
en minutes ju(qu'à 90 degrés , mais auffi leurs logarithmes placés vis-à-vis 
d'eux, pour épargner la peine de les aller prendre dans une table de lo- 
garithmes; & que le logarithme du finus de po degrés ou du rayon 
eft 10 .0000000. 

Ces éclairciffemens étant donnés , que Kéquatîon à réfoudre fok 
«'— ii7x=324: Ici a= 1/39, &A = 4|; donc en ce cas le rayon du 
cercle ABHK eft 1/39 , & le finus de Tare p dans ce cercle eft {| : mais 
Tare p ne iàuroic être connu au moyen de ce finus, parce que nous n'avon3 
point de tables c^culées pour ce rayon* Ainfi pour déterminer la* gran* 
deur de Tare p, il faut avoir recours à la règle de proportion, &.dire: 
comme V39 rayon du cercle -^fi-tf/T.dont Jç logarithme eft Q «79553^3,' 
eft au rayon de la table des finus, dont le logarithme eft 10 .0000000, 
ainfi la grandeur 4| finus de Tare p dans le cercle AB HK, dont le loga- 
rithme eft o .6184504 9 au finus de la table pour ce même arc , dont le 
logarichnie eft 9 .8229181- Sk logarithme a çté trsmvti en ajp^tant en- 
fembJe les logarithmes du fecopd & du troifiéme des termçs de la pro* 
portion, & en retranchant de la fomme le logarithme du premier. 

Ayant ainti trouvé le finus logarithmique de Tare p , cet arc même pourra 
fe trouver ainfi : parmi les finus logaridimiques , & vis-a-viS de 9 4(268302 , 
je trouve4i degrés 41 minutes^ & vis-à-visde9. 81^29721, 41 rfegré542 mi- 
nutes ; donc ïwccp eft entre4i degrés4i minutes , &41 degrés 42 minucçs.; 
& ^our le déterminer plus précitémient^ je prends jnon feulement la di^Téren 
ce des deux finus logarithmiques qui font l'uii d'un côté & l'autre de fautre 

côté du linus def jamais aufli la différence entre le finus dep, & le plus proche 

fi- 
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finas'plas petit delà table: lapremiére différence eft 14x9^ & la dernière 

879îje dis donc , comme 1419, différence entre les deux finus les pius pro- 
ches de chaque côté du finus de ;>,efl: à une minute , différence de leurs 
arcs, ainfi le nombre 879 , différence entre le finus de p^& le plus pro- 
che finus plus petit de la table, à 6x9, différence entre l'arc p & l'arc 
le plus proche plus petit de la table: puis donc que Tare le plus proche 
plus petit de la table eft de 41 degrés 41 minutes, Tare p fera de 41 de- 
grés 41 .619 minutes. Retranchez prérentement l'arc p d'un demi-cer- 
cle, c'eft-à-dire de 180 degrés 00 minutes, & vous aurez: l'arc 9=: 13g 
degrés 18.381 minutes,- retranchez encore l'arc q d'un cercle entîe r, c'eft. 
à-dire de 360 degrés 00 nûnutes, &: vous aurez l'arc r= 221 degrés 

41 . 619 minutes;, donc y = 73 degrés 53 -873 minutes. Mais avant 

de pouvoir trouver le finus de l'arc —dans le cercle ABHK^ il faut 

que nous trouvions d'abord fon finus dans la table de la manière fuîvan- 
te: le finus logarithmique de 73 degrés 53 minutes eft 9 .9825871, & 
le finus logarithmique de 73 degrés 54 minutes eft 9 .982623(5, & leur 
différence eft 365 : je dis donc, comme une minute,différence entre les deux 

arcs de la table de chaque côté de l'arc —, eft à 3(^5, différence entre 

les finus de ces arcs, ainfi eft .873 , différence entre Tare — & l'arc le 

3 

plus proche plus petit de la table , à 3 19 , différence entre le finus de 
Tare — & le plus proche finus plus petit de la table : donc Je finus de 

la table pour l'arc— eft 9 .9825190. 

Voici comment je détermine le finus du même arc — dans le cercle 

3 

A B HK : comme le rayon de la table , dont le logarithme eft 10 .0000000, 
eft à yz9 rayon du cercle ABHK^ dont le logarithme eft o .7955323 , 

ainfi éft le finus de la table pour l'arc —, dont le logarithme eft 

9 .9826190, au iînus du même arc dans le cercle ABHKj dont le lo- 
garithme eft o .7781513. Cette opération doit auffi fc faire par les lo- 
garithmes, mais les proportions intermédiaires peuvent fc trouver à la 
façon ordinaire. 

Ayant ainfi découverte .77815^3 finus logarithmique de l'arc ~ dans 

le cercle ABHK^ je prends le nombre naturel qui y répond dans la table 
des logarithmes, & je trouve que c'eft 6 .oooooo,& le double du finus 

na- 


ELEMENS D'ALGEBRE. 369 

aitarel eA la racine de Téquation , (avoir ,12 «oooooo. Je Tais TefTai 
avec ce nombre 12 , & il me réuflic 

Cette racine 12 étant ainfi trouvée, j'aurai facilement les deux autres 
racines parla diviiion, comme d-defius: fiiivant les art. 431 & 432, 
placez les quantités de l'équation propoFée x'— 11 7s =3 24 dans un feu! 
membre, & puis divifèz x^ -. 1 171: -- 3 24 par jp •- 1 2 , & le quotient fe* 
ra X* — I- i2«-+27=:o; réfolvez cette équation, & vous aurez pour ra* 
cines —9 & — 3 ; donc 4es trois racines de l'équation propofée font 

PROBLEMB. 

455. Trouver deux moyennes proportionelles entre deux nombres donnés. 

Que a& b foient les deux nombres extrêmes donnés , & x &y les 
deux moyennes proportionelles cherchées , c^eft-à-dire , que ^i, x, y 
& b foient en proportion continue ; cela étant , puifque a dt k x 

comme sr efl: à y , & comme y e(l à £ ; les fraâions -^ , iL & ^ fe« 

X J o 

ront toutes égales , & nous aurons — x — x -J- , c'eft-à-dire , ~ = -£, 
s: JL.: la première équation-?. =3 ^ donne x^ya^b^ &la féconde 

équation -^ = |L donne yi=Vai*. Ce quifignifie: Multipliez lequar- 

ré de la plus grande des deux quantités extrêmes par la plus petite , & le quar^ 
ré de la plus petite de ces mêmes quantités par la plus grande ^ ^ les racines 
cubiques de ces deux produits feront les deux moyennes cherchées. Par exem- 
ple , qu'il faille trouver deux moyennes .proportionelles entre les nom- 
bres 27 & 8 : le quarré de 27 eft 729 , nombre lequel étant multiplié 
par 8 l'autre extrême, donne 5832, dont la racine cubique 18 eft; la 
plus grande des deux moyennes : d'un autre côté , le quarré de 8 eft; 64, 
qui étant multipliés par 27 l'autre extrême, donnent 1728 i dont la ra- 
cine cubique 12 eft la plus petite des deux moyennes; deforte que les 
deux moyennes proportionelles cherchées font 18 & 12, & les nombres 
S7, 18, la & 8 font en proportion continue, la raifon commune qui 
régne entre les termes étant celle de 3 à 2. 

Quand deux moyennes proportior^Ues cherchées font des nombres fourds^ h 
meilleure manière de les trouver efi par le moyen de leur logarithmes ainfi: à 
deux fois le logarithme de la plus grande des extrêmes ajoutez le loga- 
rithme de la plus petite des extrêmes , & leur fomme fera le logarithmede 
la plus grande moyenne cherchée: puis à deux fois le logarithme de la 
plus petite des extrêmes ajoutez le logarithme de la plus grande dos ex- 

Tome IL Aaa trêmes. 
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trémes, jSc le tien de leur ibmme fera le iogarithme de la plus peti» 
moyenne propordonelle cherdiëe *. 

Pour fiidlker Tintelligence de.rarckle fuiyanc, il eft bcoi ^'on fok 
averti , que'' cette kve&tiim <le ^dèuK mojennesf proportlonelles entre 
deux nombrei 4c»més ,<^appeHe en d'aMw termes. làtrifeSHtm iune mî^ 
fm. Amfi puifi]ue la rakon de vj i tZ eft^gale à ^elle de iS cà 12 ,.& 
^ue cette dernière eft égale à la Tai(<m de 12 à'8 3 la rnSn de 27 à g <e 
trouve divxfée en trois raifbns égales par l'interpofitioa des termes i% 
& 12; & de cette manière la raifon de 27 à S dt trois fok la raUba de 
27 à 189 ou trois fois la raifon de 3 à 2 : & d'un autre côté^ la raifbn 
de 3 à 2, ou de 27 à 18 eft un tiers de la raiibn de 27 à 8* 

Méthode de Mr. Cotes pwr rèjmdre tes Èguaion^ cubiques ^ 

cwjidirée & dùnontrée. (Voyez Fig. (58.^ , 

45^. Feu Mr. Cotes dans fa Logmétne^ pag. 29; confidéiraiit toute* 
ks éq^iiations cubiques comme itantfous cette forme s^^LS^^F^lt.^^»^ 
i^out tous les trois ca^ au moyen d'un triangle-reâangle ABC^ rec- 
tangle en A y dont les deu^ côtés font toujours donnés ^ puisqu'il» re» 
préfentent dans Féq^aation les quantités connues a & K 

C ib s I. 


5»W^tffffl«f/îx^--f3aax=4;2aab,/fliVw AB=îa, AC=rb, Q'jwr 

m iS nf oient deux moyennes proportioneUes entre BCH-ÇA Êf BC-^CÀt 
en ce cas m-^n fera lafeide racine affirmative pojjîble, au n— m la feult 
racine négatirie po/Jible de réquatUm , fukmt que le ternie ahjph ej^^ 2aat> 
9u — 2aab. 

Cas 2*. 

— • • 

SiFéquation ç/îx^— 3aax=:^:2aab, (^ que la quantité a Jott moindre, 
que h; faites AB—a, BC=b, & que m&nfoient deux moyennes prih 

portionelles entre BC'+CAf^ BC—CA; & m -h n fera la feule racine 
affirmative pojjible, ou '^m-^n la feule racine négative pojftbk yfuivant qut 
b terne abfolu eji -^ ou -- z^. 

Cas* 

* Le feos de cette opération eil biêa clair: car piendre deux fois le logaridlme d*une da 
extrêmes, c'eit en détêrmioer le quarré;& ajouter au logarithme de ce quarré le logarithme 
4eAiltreiiK>^fineâ<^eftdécermiQer le |»rodiiit qui-réfolte de la mtritfpMcation de cette moyen» 
»f9t\t qomé^ enfiQ prendre le tiers de lafonu^e^d^ ces ïo/ffiààf/t$ ^ ç'eg déterpioei la» 
lâcuie cubique du 'produit en queûion. T , *- - 
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C 1- s 3. 

Si Tiquaim ejl x' — gaa^r^H^saab, ^{«e la quamiti zftnt pkî granà$ 
qke \y^aim Afi^, BC==a i&fue mfiH le Jims du tiers de bjbmme des'deM 
nngles,A,&Bj (f ^Ifjinusdu tierf de leur Affirencey dans un cercle dm 

h raym efi 2BC; ÊP ^f trois roches de Fiqua^ien fereni m-Mi , ^m 

^ — n ,oa— pm^H-n S*— m— n, fahuM ^ 4e terme abfolu efi — ho« 
1.2aab. 

L'analogie de ces trois cas confiftef en Ceci ; qu*au-Iiea que les deux 
premiers cas, ont été réfolus par la forome & par la différence des deux 
îcôtés BC & CAy le dernier cas fe réfout par la femme & par la diffé- 
rence de leurs^ angles oppofés AScB^ & qu'au-Iieu que dans les deux 
premiers cas> les racines ont été trouvées par la trifeâiqn d'une raifon, 
elles l'ont été dans le dernier par la trifeâion d'un angle; & véritable* 
ment rien n'eft pJus commun dans la Nature , que la tranficion de la fec- 
ticm d'une raifon à une ièftion pareille d'un angle. C'eft de quoi Tad- 
mirable Traité que nous citons fournit un grand nombre d'exemples* 

Si le Leâeur fouhaitc d'avoir une démonflration de ces trois cas^ 
nous le prions de jetrer les yeux fur l'art. 445 pour les deux pfe* 
iniers y & fur les art. 453 & 454 pour le dernier. Cela étant fait» 
voici la démonltration* 

C A s I. ' 


Que rèquatîon Ibît »'-t-3tfax=î-+aaaJ; nous aurons alors p= 3/1^, 
q^iaab. dL.=(tbbyJ^^a^ ^ xjSû'H-fl^Wrra^xâoHhTÏ: faites jj 

*-t-£Â==i&Â , c'e(t-à-dire , dlansle triangle ABC reâangle en i^^ faites AB=^a^ 
^C^ & JBC^, & vous aurez xx= «*W, xrr jtfj , 1 -+• j ou m^ =: ^ tf i-*-fl tf * 


rzaaxb-^b: mais tftf=:Ai& — iA=AH-Axi«— *idonciif'^A-t"*>cAH-* 
X A — *. Nous trouverons de-même 1— ^ou— n'^*— A^A— Axé— »-*> 

^H-n5=:A-*xA— AxA.-^Aî donc m & n,dont la diff&ence eft la ra- 
cine de l'équation, font deux moyennes proportionelles entrée H- A ât 

*— A par le dernier ardde, c'eft-à-dîre, entre ijt H-C4 & JÎC— CA. 

^^ «B» ' ^p 4Êe^ 

. Oae. )f équation ;foit Jt> — 3*ws3-+ 2àA » & que la qiia&tité a foit plus 


petite que i: mm axaolas ss^i^bb''a'^a*i^bb'-aai faites ii—a^s** ♦ 

Aaa » c'elt- 
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c'eft-à-dke, dans le triangle décrit ci-deflus, qae JB^^a, BC^b^ Ôt 
CA^b. & vous aurez jj=a+iA, J= 00*, ■^-+x ou m} =ooxi>H-fc: 

2 

j 

inaîsencecasoa=i*— i6i&=i-+AxA— iidonçw'=iH-AxT^^+AxJ-^ 

&par une raifon toute femblable,n' = ^— *xi^xiH-A;doncm & «, 
dont la fomme efl la racine de l'équation , font deux moyennes propor* 

tîonelles entre i-+*& *-*, c*efl>à dire, entre BC-tCA & BC--CAn 

Ç A 5 3. 

Enfin , que féquatîon fbît x^ — ^aax — H- 200* , & que la quantité tf 
ibît plus glande, que b: cela étant, fi dans le triangle - reâangle ABC 
nous fQppofbns AB^b, & BC-iz^a^ la ligne B/^ ou^ fera lefînusde 
l^angle C dans un cercle qui aura pour rayon a : car fî du point C corn* 
me centre, à l'intervalle CJ^, on décrit un arc de cercle, coupant le 
côté CA prolongé en Dy BA fera le finus de Tare 5Z), & par confé- 
quent de l'angle C auquel il fert de mePure; ainû BD eîl Tare que noua 
avons appelle p dans l'art. 454 ; donc p exprime en degrés & minutei 
la grandeur de Tangle C : mais Tangle C efl la diflFérence.d&s d^ux angles 
A&Bj& peut être défigné par ^— J5 ; donc p^iA-^B; retranchez la 
valeur de cet angle de 180 degrés, c*feft-à*direï de 2Ay ôt vous aurez 

qs:A-+Bi mais^ & -i font les deux arcs ou angles dont les doublés fî- 

3 3.:: 

nus dans un cercle ayant pour rayon 2BC^ font les deux racines néga- 
tives de réquationj c'eft pourquoi fi m eft le finus de "^"^^ ,&ntefi, 

nus de — - — dans un cercle ayant po^ rayon 2BC, les trois raciner 


de réquation fcroM m^+riy — j», & ^^n. Les autres cas dans lesquela, 
le terme abfolu eft négatif, font le revers de ceux-ci par l'art. 43p. 

Autre méthode de réfoudre les Equations cubiques au^ moyen de, laquelle- 

'on trouvé ks trois racines à la fois. ; 

457. Après avoir expliqué la méthode de Mr. Cotes pour réfoudre le» 
équations cubiques, je ne ferai fimplement qu'indiquer une autre mé« 
thodcjqui cependant, à çaufe de fbn e^sctêipe élégance, mérite d'être 
plus détaillée que je ne puis le faire icî,m'étant déjà arrêté aflezlongtems 
fur cette matière. La méthode, dont il eft queftion, a été inférée dans 
]tB TVaHfamoks Philofopbiques , N\ io9yp2ûr Mr. C^i dôtit le géhie 

& l'habileté dans les Sciences Mathématiques ont toujours ^Jeaobjeui 

de 


> 
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de toon eftime & «fe n;ion admiration. . L^. méthode de. Mr. Cplfon^t 
univerfelfeî mais pour abréger je ne l'appliquerai ici qu'aux' équations 
cubiques qiii n'ont point de fécond terme ,' ou dont on Fa ôté ; & il ne 
fefa néceflftire de confidéter qu'uo fenl de ces cas, d'où-Iaxranfitidii JÊr 
ra aifée à tous les autres cas auxquels cette méthode s'étend. Soit àsm, 

timuaion x»H-px=qî ««* -^ -f-iL =ss cmme dans rart. 445; 0* 
ûue la racine cubique du binôme irrationel -3. H- s foit d--f v^e: je dis en ce 

caSj que les mis racines de cette équation feront ^'^ premièrement 2d, feccmâe- 
jjM^tf— d-+V— 3e, ^ entroijiéme tiew-d—V'-^ei car fi.rf— Hi/f eft^ 

h racine cubique du binôme j-\-s, d-Ve {en la racine cubique de 
S s* donc d-^Ve fera la même quantité que m dans Tart. 445, & 

^^ye fera la même quantité que — n; doncjn— « , qui eft une des ra- 
cines de féqùation propofée , fera 2d. Pour trouver jMréfemement les deux 
autres racines, divifons laquamités^H-pa?— 3=0 par «—.2rf comme 
à l'ordinaire , & le quotient fera «:r-+ îwteH^4rf^-+/) ;& le refte, quoi- 
que paroiffant quelque chofe , ne fera pourtant rien du tout ; voyez 
2xt.. 445. "^Cefa A$mî-feiiès-»*-M^zAe-+4a^ âc vous^au^ez 

xs'^2dx=^—4dd-p^ & a:a;-f2(to-frfd==-'3(/i—p:r. mais 11 d'+Ve 
^_:j:^j'& if--tW=-^», nous aufons — mn^dd — e,.&'"— ^3tt»=3d/ 
•^3^; mais 3iw=t|! par Tare* 445; & par conféquent -3?»» ou— +-3^^ 
^3^=r-p; iiibftituez donc ^dd^^ekh pl^e de— p, & vous aureat 
3ç^.H-,2if«-+rf*=r— S^îdoiK ;r-+ii== H^y-^ 

ou -^'i-r-' V ^3/? ) qui font les. deux autresradnés de^ f éq^aation: prdço-^ 
fée. Sis & partant ye eft poflible, V^^-^t^&tz iippQflible:, auquel :Cîit 
ces deux dernières racines de l'équation feront impoflibles aufli ; mais fi 
s & partant Ye eft impoffible, ^\<xsV — 3^ fera poflSbIe; d*où^il fuit^ 
que fi la racine cubique d'un binôme inçôffiWe pouvoit fe tirer, cette 
tèglç comprendroit tous les cas des équations, cubiques. . Pput^ éc^airciE 
cette règW nous ajWçrciris ici quelq^^^^ . . ..;. . ^ 

£ ï B K r £ E I. ''•■■' /I ' '• 

• • • » • t 

• •• - l • \ i ^ > . . J 

Que réquatiôn foit- *» -+ 3»=4^ M 1=^» , Ç=i i , Ç. 4'-^-.où jf^/ 
ai 5, *=!y5» i.-t-x=a-4-i^5j mais la raffine. fOHbi^iiÊ dj^'Ç^b^aôçi^ 

Aaa 3 t«i 


SrC E' LE M'E ^N^S" ITA L G E Jï HE.: 

tîté 2</, qtu ef( une des taâaer de réqàadon, fera x: pour ce qoi eft 

ûes deux autres racines, puisque Ve=: — ^,noas aurons ;=— , — s^à 

■é — IL & |/— 3«=ï« v'—ij; j <fonc les deux aatré» ridûes foiit — 4H- * 

- • ■ • .... . , • . > k . , 

Que réquation fdt xJ— p<Si=j7(y. Ici 4—288.— =!ï2 ii- — i? 


=4; ajoutez enferaWe les deux dernières équations, & vous aurez 2*si 2; 
retranchez la dernière équation de la pr«niére, & il reliera 2V'« =4.* 
donc v'*=2 , «-4 ,&— 3e=— 12 ; ainfi les trois racines de cette équa- 
tion font, premiârement 12, fecondemenc — 6-+v'— la, &en troi* 
fiéme lieu — (J— V'— 12. 

Exemples* 
Que l'équation foit 39*— •«' ?= 7© » ou » » — s^ss— 70. Id 1 =: — 35 ', 

i-=^3»-^J — ^oii«=-97a=i8xi8x-3,x=i8l^-3,-l-*-f=— 3jf 

-+ 18 v<— 3 » dont la radne cubique eft 1—21^—3, comme on peut 
s'en aflfarer par le calculi donc rf-hi/e2=i--2t'r-3, irsx, ids:», 

-*^-i-y— Scèj, ^rf— i/-*3«sr_7, ,fc les trois racines de l'équa- 
tion font -+B, —1-5 & —7. 


. Itf méthotk iafproxim^m ^e NemoA appBquèc à la rifibaim 

des Efuatiotu cubi^s» 

* 458. Cette méthode fécbmprendra mieux par, un exemple , & le 
meilleur exemple eft celui -que l'Auteur mploye lui-même. Qu'il faille 
donc approcher d'auffi près qu'on voudra de la racine de cette équation 
cubique y»— 2^—5=0: ici, fuivant la dife^ion de l'Auteur, nous de- 
vons ji^Ummt^ ^wrtJgr un nâinbre pi iifffyede. la viraif racine tout au 
pbis iun dîsiéhte de luimmei (t& l'on a vu dans les articles prècèdens qu'il 
f avôit mdyefe de.iriiiw^dr ùa aoinbre & fégard dùguèl la prétifion-feroir 
pprtéjB bien plus loin encore; ) que ce nombre foit 2 , & qu'on l'écrive 
comme devant êtcele premiei: carafteïe idaosJe quotient qui donnera la- 

rar- 
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ÂGiiie dierchée ; que p r e^réiênte le refte 4le la racine , c'eft-à-d&e , que 

^'^^èi^ <kàs réqïiad(«y— 8y*^5=^>-'^^ vcftirattœa f-^i^'^s^ 
^-^ôpp-^ lop^^'^à > âDtnËié.on peut- te vdir enfaifant l'opération. 
Toute la difficulté fe r^dt àcmc à cedy T^birV de tr6Uvet la racine 
3e réquation jp*-+6f|p-fi6j>--i=:o: pour cet effet, ôbfervôns d'a^- 
tore que la qâami^é p doit être une fra6tion proprement dite^ puisqu'el- 
•lé eft tout i& jritis un èbuéme^du nombre 2 par^lafuppoirtion'; donc p^ 
fera moihàffe que p iSt i^^^moîndre que p^ yàotiQ fi dans- là dernière équa- 
Bon lès termes •fondés par î^^A par 6j)* font négligés, & qiieies deux 
autres teritaes icjfr^^ifoîënt faits égmx àzërôyhnacine de cette ëqua^- 
tioti' foai peu ptès la ifaêtiie que la racine de FëqUsMrion totale': faites 
ilonc io^-^x=70y j&tdqs aurez j)=i^. o)i:o .x , lèqud .i dcdt être mis- 
au quotient après 2 : il arrive quelquefois àrla-vérlté 5 que trois des der- 
niers termes doivent être retenus pour avoir une valeur de p telle qu il 
faut ; mais ces cas feront confîdérés plus diiUnélement dans la fbite. Rc; 
prenons préfentcmentTéquatîoh j)^-+(5p* -+iéf— i =0; &puisque nous 
avons déjà trouvé que la qùantitéj;) [racine de cette équation efl à peu prés 
égîde à b .1 ^faiforis ^ =0 . i -+■ j , j& nous aurons |)' -f 6p* -+ lop— i == j' 
H- ^ -3?* "+ I ï .23f-+o .061 =0 , comme il paroîtra fi Ton fait l'opération r 
jiégligéz ^*-+,<î-34' conime cî-defTus, &il refiera 11.235-+ o,o(Si=:0 

à peu, près; aiçfi j[=.^' ^' ' ; réduifea cette fraélion à une décimale^ 

& VOUS aurez gzr-^o .0054 à P^tr P^és; mais conune cette quantité eft 
î)égativé;âlé<ldkêtfe placée ali^feilbus <le la - ^tié '|^^ qùo^ 
tient-,' afin* de^'ovoir plus facilement fâii^ kLfdfiftraâibn dans là fuite r 
4J&il efl nécef&ire dk>bferver id , qu"^ iiv^t k nùmératHur de la frac'^ 
'4impàr k'diUominàUÈr^ la iivifum doit ère tminuèejufyià ce qu'm ak 
^mitant de iwaHkês ^depuis k premef eùràdtin de pèl^ valeur inclujke^ 
fneht/^'il-yzja 49 rangs erOne a premk^ c^^ire }\ifinià,€9lui qui répond' 
W premier caraStére dtla partie pqfitive du ^otient: comme par exemple^ 
le premier caraâére de quelque valeur dans la partie pofitive du quotient 
eft 2 au rang des unités, & la diflance entre ce nombre 2 & le rang 
^ui réjpond à'5 efl o <&. o ; donc en divîfàmle numérateur de la frac- 
tion par le dénominateur afin d< en faire une fraélion déciiiùtlç.il défaut 
•pas continuer la divifion au-ddà de deux caràdlèfes, favoir $ & 4^y ^ 
partant il fort: fisure 4 égal à — o .0054-1- r à^ins réquàtion 3' -4 (5 .334 
H- II .23f-+o.o6ïs=o: & de cette manière on peut aflîjgrier àlarao;* 
ne autant de caraSléres qu'on juge à propos: il y a véritablement des cas 
eu la divifion dont il s'agit peut être pourfuivié plus loin^ ^ue la rè^ie 
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que xioas refilons de poTer »nê demadde; mais on poiurroic s'abiifer quel« 
^uefois en> prenant cette liberté. Si-rc^éiation fuivante ( dans laquelle 
h quantité — o .0054 -t-r eft faite égale à { dans l'équation q^ -+6.sf 
H-n .23^-4-0 ,061 =0) eft deftinée à être la dernière, tous les ter- 
mes formés par r' ou par r* peuvent être négligés j car ils doivent être 
rejettes à la 6n fans qu'il en foit plus fait mention , & ainfi il n'y a au- 
cun inconvénient aies rejetter d'abord; cejqui donnera» premièrement 
q-zzOt .oooo8748r— o. 0000001574(54, enfecond lieu 6.3 jf* =—0 .otî8o4r 
H-o .000183708, en troifiéme lieu ix .239=11 .23r— o .060642, en 
quatrième lieu o .061 = o .061 : ajoutez ces équations enfemble, & vous au* 
rezî^H-6 .39* -h II .239-^ o .061 = 11 .i6204748r-+ 0.000541550536 

±=0; donc r=-^-2_-???MI552|2f . Comme cette opération eft deftinée à 
' II. 16204748 "^ . 

être la dernière , r^ &r* peuvent être omis partout où ils fe trouvent, 
comme il a été dit : mais examinons prèfentement , s'il ne refte pas en- 
core quelques parties qu'il faut négliger^ ou plutôt qui n'auroient pas 
dû entrer dans Topération : nous avons déjà deux quotiens qui ajoutés 
enfemble exprimeront la racine cherchée en cinq cara6léres , favoir 
H- 2 .1000 & — 6 .0054 ; donc le premier càraftére qu'on obtiendra par 
cette opération occupera le fîxiéme rang ; mais entre lé premier rang 
& le fîxiéme il y en a quatre intermédiaii'es ; donc fuivant la règle, que 
nous venons d'établir au fujet de la continuation'de la.divifion , l'opéra- 
tiçn donnera feulement quatre nouveaux caraftères; cela étant, fî dans 
la fraâioo qui exprime la valeur de r , on ôte du numérateur tout ce qui 
fuit les quatre premiers caraâéres qui ont quelque valeur, & du déno» 
minateur tous les cara^éres à l'exception des quatre ou cinq premiers , à 
caufê que les premiers caraflçres du dénominateur font très-petits , la 
fraflion ain6 réduite exprimera toujours la valeur de r auffi exaâement 

-qu'on peut l'attendre de cette opération. Nous avons donc r =— Z'^^^^^^^ 

^ ^ '^ • II .162 > 

nombre, lequel étant changé en fraftion décimale, fe trouve être — o. 
00004852 y placez cette fraflion devant l'autre partie négative du quo- 
tient , favoir — o ,0054, & ^^i partie totale négative fera — o .00544852 ; 
retranchez ce nombre de la partie affirmative H- 2.1000000P, & le . 
refte 2 .09455148 fera la racine de l'équation. premièrement propofée, 
qui aura jusqu'à neuf vrais caraéléres: voyez lopération, dans laquelle 
toutes les décimales au-delà de la troifiéme dans les différens coëfficiens 
de r , & toutes les décimales au-delà de la feptiéme dans les termes ab* 
folus font rayés par des lignes qui paffent à travers. Mais fî cette opé- 
ration ne doit pas être la dernière , en ce cas tous les termes rayés doi* 

vent 
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ttnt entrer en ligne de compte , & la fraéiion — o .00004852-+ x doit 
être rendue égale à r. 


y — ay— 5=:o. 


O.I-f.J= 


—0.0054 



2 .10000000 
— o >oo544^852 
•H-2 .09455*48 fifg.rry 


— 4— 2p 

tzi l^ 


6p- 

lOp 

—. I 
fomme 


i-Hop-f-ôp^H-pi 


.001 H- 0.03Î-I-0 32*-+ 3' 
.06 -+ i .2 -+6 .o 
.0 —1-10.0 
— I .0 


9^ 

1.233 

o .061 


o .o6lH-ii.23?^+6.33»-f3» 


— o ,0000001 j/^/jff-t- o.ooop%fffgr^^ .0X^^r* 
-*fo .000 1 %yi^st -+- o.o680f -f /f . j C-+^* 
-f— 0.0Ô0642 -+11.23 

-fo.o5i 


fbtnme 


— p ,oooo4852--hirJ^. 


-+0.0005416 


1 1 . \62r 


45p. La plus grande difficulté de ces approximations fe rencontre an 
commencement , c'eft-à-dire , que Tembarras eft de trouver une feule fi* 
gure qui foit une approximation fuffifante de la quantité p ; car quoiqu'il 
JDc faille qu'une feule figure , il ne laifle pas d'y avoir quelque risque 
qu*on ne fe trompe dans le choix. Ainfi il fera bon en ce cas de faire 
ufage de la règle lui vante : En gardant les trois derniers termes ayant quel- 
que valeur de F équation qui exprime la valeur de ^^ fi le quatre du moyen de 
ces trois termes efi égal à ou plus grand que dix fois le produit des extrêmes , 
fans avoir égard à leurs fignes , il fuffira de faire les deux derniers de ces 
termes égaux à zéro , fiP de prendre la première figure de la racine de cette 
équation fimple pour une approximation de la valeur de la quantité p : mais fi 
le produit de cette multiplication ri efi 4>as tel que nous venons de dire , tous les 
trois termes doivent être faits égaux à zéro^ & l'on doit tirer la plus petite 
des deux racines quarrées de cette équation du fécond degré , fott quelle fe trou^ 
ve affirmative ou négative , ^ la première figure de cette racine fera une par^ 
fie de p telle qu'il efi nécejfaire pour fonder t approximation quon veut entre^ 
prendre. C'eft ainfi qiie dans l'art. 458 , l'équation exprimant Fa valeur 
de j) étoit j)îH-6p*-+ lop— ir=o, dont les trois derniers termes Tout 
6p* H- lop — I : or le quarré du terme moyen lop eft loop* , & le pro» 
jduit des extrêmes fans égard à leurs fignes eft 6p*: cela étant , ccmime 
le nombre loop* eft plus de dix fois 6p^^ il a fuffi de fuppofer les deux 

Tome IL Bbb d^r- 
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derniers termes lop^i s o , & âiafi de £ûre de la prenûére/k uhImt 
figure de cette équation fîmple la partie la plus confîdér4de4lé p^noais 
fi le produit n'avoit pas été tel que nous Tavons dît, i| aurpît fallu fai- 
re les trois termes 6p* H- lop — i égaux à zéro , & prendre la première 
figure de la plus petite racine de cetre équation pour ièrvir à entrepren- 
dre Tapproximation vers la valeur dé p. 

La raifon de cette règle fe déduit aifément de la nature tfune équa- 
tion du fécond degré: par exeropleyfoit^p*=:îj)-+rou;tfp,*— ^ ^^^ 

qui repréfente une équation qudconque du fécond degré, doAt la quan- 
tité inconnue.eft j), & négligeons d'abord le premier terme ap^^ ce qui 
réduira l'équation à— i^/^— CdCj dans laquelle, en cas que la premiè- 
re partie de la règle ait lieu ^ la quotité ^ fera égale à-;Jl h peu prés 

comme nous le verrons tout à l'heure : reprenons préfçntement tous 
les termes de Féquation, & faifons fl|p*— ^*p— ^=o,& nous aurons 

& p— -^■^ ^ ■ ^^j'"^^^ ; je dis —Vbb-t4ac, à caufe que c*eft la plus 

petite racine qu'il faut extraire; ce qui nous donne p^ p'^^hh'+Aac . 

mais Vbb-+^Cj ftat qu*on la veuille extraire par la férié de Nev)tMy 
'ou à la façon ordinaire; eft'iT+.4|î -«^2?^ &e. ; doncb^yWûâ^zs 

_ 9^ £^ conféquent *~*^^*H-4^r r _^ fcc. ^^^^ 

b bi '^ ^ ' 5tf '^ b bi 

ûvons de cette manière deujc différentes racines tirées de deuxdif- 
férentes équations ; f une moins exaÛe, comme —y tirée d'une équation 

* - • 

fimple; f autre plus exa6le, comme— ~^-t- ^ tirée d'une équation du 
fécond degré; & leur différence eft •^': or la queftion efl: à-préfent, 

quel rapport auront l'une à l'autre les trois quantités a^b & r, pour que 
cette différence n'affefte pas la première figure de la partie commune 

f— ~ ; car par- tout où cela a lieu, Tune de ces racsiiss eft auifi honiiQ 

b ' • 

pour nous que l'autre: mais il eft très-facile de répondre à cette queftion, 
puisqu'il paroît mànifeflement , que fi la partie commune eft égale à, 
ou {^grandeque dix fois la différence , cette différence alors ne fauroit 
r^ diieâement la première figure de la partie conmiune, mais uni- 

quô- 
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quement' celles qaifaivent: fi bien que la règle fe réduit propcement & 
ceci: fi la ftaflàon — efl: égale â ou plus grande que i^ , faîtes les 

deux derniers termes de l'équation exprimant la valeur de p égaux à zé- 
ro, fans cela faites égaux à zéro les trois derniers termes: fi donc la 

fraflàon -f- efl: égale à ou plus grande que ~P- , en multipliant let 

deux membres par — , vous aurez le quarré b b égal à , ou plus grand 

que loac^^h quantité bbpp égale à ou plu^.grande que loofp*, con- 
formément à la règle établie ci-dçflbs. On peut démontrer précifément 
de*même , que Si des trois derniers termes de Féqtuaîon exprimanU la valeur 
dêpyU quatre du terme moyen ejl cent fois ou mille fois plus grand que le pro- 
duit des extrêmes, nous pouvons faire les deux derniers termes égaux à zéro^ 
ff prendre dçux ou trois des premières figures de la racine de cette équation > 
pburferoir de fondement à F approximation qu'il s't^it d^ entreprendre. L'Au- 
teur nous die, que fi Toneflaye non feulement la prefniére figure de la 
racine^ mais 4iufli tout le refte de la manière décrite ci-defiTuS) c'efl:-à«> 
dire i (fi je conf oi» bien ia penfée) fi toutes les quantités p^q^r &c. fe 
trouvent à l'aidé, dç différentes équation» du fécond degré, F Analyfte peut 
risquer alors de donnei' dans chaque opération à la racineJe double des figa* 
res j qu'il feroit dans un cas pareil de l'autre manière: ce qui efl: vrai; 
mais alors, fi je ne me trompe^ ce plus ^and nombre de figures ièra 
acheté fort cher par la peine qu'il en coûtera , à-moins que celui qui s'eft 
chargé de cette tâche n'ait l'habileté de retrancher d'avance tous les ca* 
foâétes décimaux qui laifient en leiu- entier ceux qu'il a dé0ein d'avoir 
finalethent: il jr a: plus, &]^pour tirer parti de cette méthode il faut 
avoii^ l'adrefie d'éviter toutes les opérations fuperflues qui font ecbployée^ 
à trouver des nombres, qui fe détruifent enfdite eux-mêmes, & qui ne 
(auroient jamais appartenu: à la véritable racine* Mais je foumets fur cet 
article mon jugement à ceux qui (ont plus verfés que moi dans ces fort^a 
de càlculft , & il me fuffit d'avoir mis le Leâeur fur les voyes , en lui 
donnant utle idée de bt méthode même, 

460. Comme dans tous ces cas il eft nécefiTaire de fubfiituer des quantités 
Finie à la place de l'autre, notre Auteur recommande pour cet effet une 
autre fbéthode, différente de celle qui vient d'être expliquée, & qui lui 
eft en <)UeIqte £»te préférable, comfne étant plus expéditive. Deux 
exemples fuffiroiit pour en faciliter l'intelligence : qu'il faille fubfljtuec 
fl-+p àla place de y dans l'équation y'— y* — 5=0. Avant que d'entre- 
prendre cette fubflitutioni il efl néceflaire d'examiner de quoi la quan* 

Bbb a tité 
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tité y'— 2y— 5 eft compofée, ce qui peut fe faire aînfî: premîërement, 
à la racine y doit être ajouté k coefficient du fécond terme, & puis 
cette fomme être multipliée par y ; mais comme il n*y a point de fécond 
terme, multipliez la quantité y par elle-même, & le produit fera y' ; 
ajoutez —2 coefficient du troifiéme terme, & vous aurez y y — 2; mul- 
tipliez ce binôme par y,& il viendra y' —y* ; à ce produit ajoutez — 5 
la partie numérique, & vous aurezlaquantitépropofée,favoir,y'— 2y— 5. 
Ceci étant fait, il faut recommencer de-nouveau, & traiter la quantité 
2 H-p , précifément comme fon égale y a été traitée ; car y = 2 H-^ par 
l'hypothéfe. Comme le fécond terme de cette équation , & partant fon 
coefficient, manque, multipliez le premier membre de Téquation par y, 
& le fécond par 2H-p, & vous aurez yy=:+H-4/>-H-;>* ; ajoutez —2, 
coefficient du troifiéme terme , dans les deux membres , & vous aurez 
yy — 2=2-f4p -H-p* ; multipliez le premier membre par y , & le fécond 
par 2-+P, & vous aurez y' — 2y=:4-+ iop-+6p*^p^; enfin ^ ajou- 
tez — 5 , la partie numérique , dans les deux membres , & vous aurez 
la quantité propofée , y' — 2y — 5= — iH- 10^ -H 6p* ^p^ , comme 
dans fart. 458* Par exemple encore, qui! faille fubftituer o .IH-9 à 
la place de p dans l'équation p* -j-ôp^ -+ lop— i =0: ici p=ro .1 -H-^ ; 
ajoutez 6 , coefficient du fécond terme , dans les deux membres , & vous 
aurez p -+ 6zz6 .1 -4- ?; multipliez le premier membre par p, & le fé- 
cond par G • I H- ? , & vous aurez |ï* H- 6p =:o.(5i h- 6 ,215 -f f* ; ajoutez 
10, coefficient du troifiéme tarme, dans les deux membres, & vous 
aurez p* H- 6p -f 10 = 10 .61 H- 6 .2f H- q* } multipliez le premier mem- 
bre par p, & le fécond par o . r -+ j^, & vous aurez p' -f 6p* -+ lop 
=ii .061-+ II .23?H-6.3î*-+î^; enfin ajoutez.— i, la partie numé- 
rique, dans les deux membres, & vous aurez p' -+6p*H- lop — 1 = 
061-+11 .23?H-6.39*H-ç^ 

ysi préféré de multiplier les derniers membres des équations de cetce 
manière^ c'efi:- à-dire de commencer par les parties numériques , non par 
quelque nécefilité , mais parce que cela pouvoit être plus commode ; car 
en quelque endroit que je juge à propos de m'arrêter , je puis mieux 
arriver par ce moyen aux fimples puiflances de la racine , fans produire 
par la multiplication des termes inutiles : comme par exemple, fiip^^ 
pofons que je vouluflTe que Fopératioa précédente fût la dernière^ 
je m'y lèrois pris ainfi: p=o-i-+-f; donc pH-<J=(S .1— hjj donc 
p»-+6p=:o .61 -+ 6 .2f ; donc p*-j-<îp-+io=io .<îi-f-6.23; donc 
^j-+6p*-f lopsi ,061 -h II .23^} donc p' H- 6p* H- lop*^ 1=0.061 

Cet* 
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Cette méthode d'approximation D*eft pas moins applicable à toutes les 
autres équations qu'à celles du troifiéme degré, pourvu qu'on puiffe trou- 
ver un nombre qui approche d'aflez près de la véritable racine; & c'efl 
ce qui ne paraîtra guéres difficile à quiconque efl tant foie peu habile à dé- 
mêler quel nombre de cette férié o, i , lo » loo, looo, &c. il faut fub- 
itituer à la place de la quantité inconnue, & par cela même à trouver, 
entre quelles limites cette quantité elt renfermée ; car dès que ces limi- 
tes font une fois connues,* on peut enfuite les reiferrer davantage Jus- 
qu'à ce qu'on aj^roche d'affez près de la racine pour pratiquer les direc* 
tion prefcrites dans fart. 458. 

Cette invention (s'il efl permis de la défigner par ce nom) je veux 
dire, la fubftitution de 0,1, 10,100, 1000, 6?c. à la place de la quan- 
tité inconnue dans une équation afin d'en découvrir les limites , eft com- 
munément attribuée à f Simon Stevîn , & ell connue fous le nom de la rè- 
gle de Simon Stevin pour la réfoktion de toute forte d*équations. Ceux 
qui fouhaiteront d'en favoir davantage llir cette matière , pourront la 
voir expliquée & édaircie par des ei:emples dans l'Algèbre de :( Kerfey^ 

! Di la réfohaion des Equations du quatrième degrés 

461. Une équation du quatrième degré eft aînfi appellée à caufe que 
rinconnue y eft élevée à la quatrième puiffanee; comme fi a?+-+^x* 
-^-^aixH-f xH-x=a Et il faut que j'avertifle ici le Lefteur, quoique 
je r aye déjà fait jJus d'une fois , que les fîgnes H- ne fignîfient pas tant 
que les termes de l'équation font tous affirmadfs , que la néceflfité de les 
ajouter tous enlèmble , foit qu'ils foient affirmatifs ou négatifs. 

Nous avons déj.à confidéré ces équations fous la plus fimple de léurf 
formules, je veux dire, quand le deuxième terme & le quatrième man- 
quent , auquel cas la rèfoîution ne diffère que très-peu de celle d'une é- 
quation ordinaire du fécond degré. Ainû j'examinerai encore une for- 
mule particulière , dont je donnerai une folution particulière aufC , dans 
Je defTein de paffer enfuite à la rèfoîution générale de toutes les équations 
de quatre dimenfions. 

L E M* 

• • 

* On petit enfuite les rejjerrer davantage^ Voyez fiir ce (ujetlâ p. 105, & fiiiVé de 
r Algèbre de Rolle^ Edit. de Pari^^ 1690. 

t Simon Stevin a été un des plus grands Mathématiciens du feiziéme Siècle^ U a rédigé 
le premier en Traité la dodrine des Frafbions décimales. Outre plufiours autres pio Juôions 
excellentes, on a de lui une Caftramétation^ qui mérite d*étre étudiée par d*habiies Généraux.' 

t Kerfey a coknpofé ui> admirable Traité d'Algèbre en deux volumes^ & s*e(t acuché avec 
fuccés à éclairdr les q^effions de Dictante. 

Bbba 
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L E . K ÎBi É. 

462. j2«'f^ y <^i^ àeux équations du Jiconi degré famées iespuîffances del 
(^ dex ( dont la quantité a ejb fuppofée -eérniue & la quantité x inc^Hta) de 
lamahiére fîdvante;xx-^kzyiHr2tzdzOj ^ xy-hfax-f-aa=ô, ki 
ternes ^Prêmes étant zst & a a dans les deux cas; je dit cek étant y que 
fi ces deux équations du fécond degré font muhipHées tune par Foutre ^ elles 
produiront une équation de quatre diftiènfic^s exprimée par la formule Jiéivànte^ 
x+H-pax^ -H;-qaaxx-+pa^x-+a+3:o,. ôk lès c^gfficîêns de tous les ier^ 
mes également éloignés du terme du rnilieu de chaque cet é font les mimes. Ainfi 
les cbëfficiens du premier terme & dû dernier x^ ôc a^ font' tous <kux 
égaux à Tunité, & ceux du fécond ternie & du quàtHémej)^^;^ & pa^x 
font tous deux égaux àp: car fi Ton multiplier équation «x-+eii*H-â(tf =6 
par féquationa;x-+/ax-+a^=:o, l'équation qui" en réfultera fera 

x^^e~+f'>(.ax^'^2'-\-efy^aaxX'^e^f^a^x''^a'^z=.o:f2Îtt^e'^fzzpi 
& 2 -^ efznq , & réqiiacion fera alors a?+ -^pax^ -+ qaaxX'^pa^X'^a^z::0. 
• 46^. Donc par la fàifon des contraires toutes les fois que nous avons uni 
équation du quatrième degré de cette forme ^y x+ -+ p ax^ -+ qa a x x -+ p a' x 
-+a+=o, dans laquelle les coefficiens de tous les termes également éloignés du 
terme moyen de chaque côtéfint les mêmes ^ uneparHlk éqw^imy âis-joiffoec 
la rejiriâion àjfécîfier dans la fuite ^ petJtt fe dicompofer en deux équations dx 
fécond degré y xx-^ezx—t-^^zzOy ^ xx-+faX-+-aai=o, do«^ les qua* 
tre racines feront les mêmes que les quatre racines de réquatim d' abord propofée: 
car nous aurons toujours ces deux équations pour déterminer les valeurs 
des deux coefficiens ipconnus ç &/, fa^voir eH-f^py & 2 -+«/=?} la 

premiéte équation donne /ir^—i^, & la fecondfe donne /rr^n?; donc 
p^ezz^^ ^ ôcpe^eezzq-^i j & ee^^pe^z—qy & ee^pe-h^p* 

=:^p*— H2— 5: faites i/>*-+ i^q^sSy i$c vous zxaezei'^pe H- ip*=:ss^ 
& tf-^|p=;:+j,&tf=ipH:^, ce qui fignifie, que fi Ton fait la quantité 
e égaiea Îp-+Sy la quantité/fera égale à ip^Sy àcaufe que^-h/=p. 
Voici donc quelle efl: la règle: Que t équation pràpàfée foit T^-+pzx^ 
r-t-qa^xx-+pa'x-+a+=o:/i2JÏw ipp-+2— q=ss, |pH-s=e, &^p 
— s=f j ^ r équation propofée fe réfoudra en ces deux équations dafecorulde- 
gré y favoir'y xx-^czx-^ 2L2L=iO y & xxH-fax-+ âà=o. 

N. È. V. Si lés coSfficiens de tous les termes également éteignes du 
terme moyen ne font pas les mêmes , l'équation ne doit pas être confidé- 
rée comme appartenant à la formule décrite ci-defFus : ainfr l'équation 
x^'-i'pax^ ^h-qaaxx'+p a' a? ~fl+= o n'appartient point à cette formule , 
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Â eàti^qi|e.les oo^ffîcieiiàdjrptrefniér te^e i&cdo'dciDiari^imjKUfféii^ 
«ëtast H- 1 & ^ I , & 4a même remarque (dtsipplicable kux coeffidenik du 
tlbcood terme ^du^quscxiétte » quand ils diffâeàt. entre euz:.,.6u qu'ils 
font précédés de fignes différence . , 1 r 

2*. Si tfrri, l'équation fera changée en celle-ci , x^ -ff Jc' '+qxx 
Hh^* -4- 1=9 i&jpar confisquent dans chaque équation dé cett^fimnale^ 
on peut (uppoferJa. quantité 3 îégale ai, «•/.— . 
• 3""» Si la quantité q eft plus grande que ippr+ ^ 9 la réfolutiçn fe trou- 
vera impofÇble: 

. . 4% , Si 1^. quantité > &/ contiennent des quantités fourdes j on pourra 
éependant eA faire ufage/en tâchant d'en dééérpiinèr la .valeur avec plus 
ou moins de précifion /elon l'exigence du cas. . ' 


- o 


Exemple numérique de" la fohtton précédente. 
Que l'équation à refoudre fbit x+ — ga;^ -4- 9a?* — "8a: rH =0. Ici a = i , 

9u/=— 7; donc les deux équations du fécond 4e^'j dans lesquelles 
)'équation propofée fe décompofe, font xx-^x^t^io'y&'xx^^x^k 
no: les deux racines de la première équation font impbfTibles , étant 

-zL-izJ & '~ ~^ ; les racines delà dernière équation font poflibles, 
étant îsfc^ & Za:^*.- .•■-- ^ 

I 2 2 

. -Querquefois îréfl difficile d'àppercevoir au premier coup* d'œiJ, fi une 
équation du quatrième degré appartient à k. formule précédente ou non: 
comme par exemple , que l'équation foit x^-^iSx^ -f pSxx -+ 1 62X -4-81 
èzb : or fi Tètte équat^pn' appartenoit Ha -fi^rmuie précédente, la grismdeur 
a^ f€ï:oit égale à Çi. &.a à 3;fMppofon5dçnç tf==3,»^iiousauron»pre. 

mîérement iÔa?5=(Sax^ , en fécond lieu 98«a;=:?iafla?a?: en troifîéme 

lieu i62xss6âi:i;^ & toute l'équation fe trouvera être préfentement x^ 

-f 6aa;^-+-^ ^ra^x-f-ôa' x-+a+, qui'^appaftient^réellement à la for^ 

mule précédente ;d<mc»= 5, /)=6, «rz-r^- i/i* -^2.-3 pu jf p-j.jrr- 

|-H-xoa«=Y,|— X ou/*=|, &.les.aq^«iops dji^eçQnd j?<^ft^^ 

««-fJJaat-f fl.=:o; &ï»H-|«H-a*=o: mais' fe gjhÈlidèur ^ ai 
t& ioX'jSl la grandem:i.«X;e&:pâreiDementr8k>' &^ii eft pi 4QRç:k9 


>• ' J V t 


/ 


^M E L:KM RlN.Sl D'.A L'G E B R E, 

, deux â^ilttjblts- du feœ odegrë iknt lesquelles Téquatiofa pîopojëe fe 
; réfoucfont xx -f ibx tH- ^ç b , & *x H- 8x -^ 9= 04 donc lés quatre ra- 
.' cines de Tequatioa. précédence du quatriéine d^é font toutes poflibles» 

étant - 1 , — 9 > ""4 "+ >^7 & '"4"-l^7' 

N(ni9paux éclflirciJPemns fur la folutim pricidmte au moyen cTun . Problème 
Géométrique de Pappus, Uo^yiLPràp. 71 ^ 72. (Fîg. 69.) 

4()4. 5o/( ABCD «n jz/tirr^ rftm^ dont les côtés oppo/és/ont AD 0^ BC, 
On demande Je mener. de T angle A une ligne comme A E qui coupe le côté DC 
'prolongé^du^delà diC en E, Ç^le,cStéBC en F^ ^/^/(^rtf Jm^ la partie imercep^ 
tée KFfoit égale à une ligné donnée. .'' 


. / -' . — 


Solution. 

• • • . 

Nommez le côté JB a^ EFh partie interceptée donné e ^ ;. nom mez 
-auffi la. diiftance inconnue P£x^ & par, confequent JE t^xxH-aa^ & 
'ÇE x-a,. & les triangles femblables ÈÙJ& £CF donneront l'analogie 
Suivante, f^voir , £/) à £^ comme £ C à EF^ & partant £/)* à £4» 
comme £C* à EF*^ c'efl-à-dïre , xx à xx --k-m comme xx ^2ax-¥aa eft 
à bb: réduifez cette proportion en égalité, & vous aurez *toa;=x+—2ajc^ 

*-4- batf XX— 2a^a;H- j+, & par tranfpofitîon x^^iax^-^iaa-^bbx xx 
— 2a'xH-tf^=o: pour réduire. préfentement cette équation à la formu- 
le du dernier article , au-lieu de faire le terme moyen 2aa'^bb x xx, faî- 

ions le 2 — — ^ ^^w» , & l'équation fe trouvera être , x* — 2ax^ -+ 2 


aa r ^ 

hb 
XflflXX— 2afX-t-^+=0J0Ù^=— 2, ^=-1-2— ^ip*-h2— Î0UXJ = X 

ii = eîrfc^ ffeites jtf^ii=«,& vous aurei jjiiJîi, &j=-,' 

4M ..iW . . . , f aa « 


&lû-f JOUf=— i-h-^==^:±.', & 1))— xou/==^=^î donc 
les deux équations . du fécond degré àms lesquelles l'équation propofée 
fo réfout , font xx Ifrtix ax 7^ àfl= o , & «x — - — x ax-^aa = o , ou. 


■ • i . > ; - > « 


pèûr e^rinier la chofe plus clairement , ces deux ëquàtions feront xx 
^a^<^s-ri'aa=Oy^'xx^à^cxx-^aa=o.~Qc comme la quan- 
tité c eft.riM.ff:^de;quea,jCçar,.eJIe eft ég^Jb à yMa-+bb,) il eft laa- 
nifefte que toiis les^trois termes de la première dès' deux équations pré- 
èédenté6 OtiÂt aitiÂa(ifc,}C(!«dfti^^fëqs^4«'il^iei»i>t:tQus pr^édés du 
S^e figne, & par confêqueat qu'en allant dep^ le premier terme juf- 

qu'au 
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qu'au dermér ^ on ne trouvera aucfon ' cfaarigeûient de ligna ; done tes 
deux racines de cette équation feront négatives; & par une raifon coi^ 
traire, les deux racines de la dernière équation feront affirmatives; c'eft 
pourquoi nous commencerons par examiner cette équation , favoir x x 

•-tf--rxa:-+tfa=o:Faîtes«'-4-(:3=ûr,&réqaationtoaa:a:--»2fa?^^^=o: 
cela étant, quiconque jettera un œil attentif fur cette équation , verra idfi^ 
ment que' la confiruâion s'en fait &ns ^u'îl foit nécëflaire de pouflW la 
folution plus loin; car fi ««— 2frH-aa==o, c*efl:-à-dîre,fi 2rx— flpx=<aki; 
il eft clair que a côté du quarré doit être une moyenne proportionelle en- 
tre « & tr — x; donc fi la diflance DE peut êdre pnfe dans k ligneDC 
prolongée au-delà de C, de façon que le côté du qsarré foit une moyens 
ne proportionelle aitre DEôc ir^DEy le point E fera bien afiSgné^ 
c'efl-à*dire, DE fara une racine de Téquation , & la ligne \AE coupera 
tellement le côté £Cen F; que la partie £JF*fe trouvera égale à b. Ceft 
ce qui pourra aifëmeQt le faire de la manière iuivante: prolongez ^J3 au^ 

delà de B jufqu'en G , deforte que la Bgne BG foit égale à c où Vaa-i-bb^ 
& par conféquent JG égale à aH- c ou à 2r,- cela étant, fi fur -rfG comme 
diamètre on décrit le demi -cercle if£G, coupant le côté 2)C prolongé 
au-delà de Cen£, ce point d'interfeftîon E fera le point demandé: car 
ayant joint £G, & mené EH perpendiculaire à -rfG , le triangle JEG fera 
reûangle en £, comme étant dans un demi-cercle; ainfi la ligne £/f, qui 
efl: égale au côté du quarré , fera une moyenne proportionelle entre JH 
& HGy c'eft-à-dire , entre DE & 2r— i)£, comme cela ètoit requis* 
Mais le demi - cercle JEG coupera aufi! la ligne DE en quelque autre 
point comme L,& Ton pourra appliquer à la ligne DL ce qui a été dit 
de la ligne DE , favoir , que le côté du quarré efl: une moyenne propor- 
tionelle entre Z)L & ^r—DLy comme on peut s'en convaincre par un 
raifonnement tout pareil à celui qui a été employé ci-deflbs ; donc DL 
fera l'autre racine de Téquation , &* une ligne comme jîLK menée par 
le point L & coupant le côté BC prolongé au-delà xleC en i^aura fii par- 
tie LK=b. Cependant , de la manière dont le problême a été propofé, le 
point L ne pourra point le refondre;^ car le poiht qui ré(but le problème, 
doit fe. trouver dans la ligne Z>C prolongée au-delà dé C, au-lieu que te 
point L efl: entre D &;C, ce que je déihôntfe ainC- * ^ 

Dans r.art. jog il a été prouvé , que dans une équation du fécond de- 
gré, telle quejtxx:=:Bx-i' C,te produit des deux racines multipliées fune 

par Tautre fera toujours égal à— ^: en appliquant ce théorème à notre 

équation j ftyoîr, «x— 2ri^H-«=o ou a:*=:2n— iw, ilparoîtfa aîfé* 
Timc II. Ccc ment 


j 
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4dsùt 4uQ ier^fbhg^ejdesdeaX' racines DBôcDL{éra:,égàl'kaâ^ c'èil« 
à^ke, â:i)^!; idond des deux lignes £)£& DL Fane doic éirerplôs 


pohJt;i>-4fW: et» JîtftQ entre ^& C>-^ p^t^t ne./wKçii^r^ftHidrè lè 

, : Paflbns {\ré(entementà rexaiajen jde^r^tre équatîpn du fécond degrë^ 
qui avQÎt ^dé à former Téquaiion de..quatxe ^^menfions propof^ ci-des> 
ïaSy ÙLVK^yXX'-a-^c x xHraasiQ. ' Faites c^a^ir^ & Téqijadon fef{i 
ffj»?Hr srx-d-.da^o, dont les deux raciaes fçrqnt négatives ^orome nous 
-arcjns d^ eu oceaOon <te i'obfervçr:. maif rien.n'eft plus/apije que dp 
/i»nger ces îracine3vnégatpes.6n;d'autf^:,radiie5 affiniiativies.^ates,eB 
iihangeant le figne de a;,daus réqUîitiôn î & on ne rifiiuera^ri^epi;*» le fâi- 
fant^ poiirm que ca nouvelles racines Toient pfifes relativement, ai) da 

change 



id^intp, enfaifant 2r F f -^^aurliep ^e c^ a comme angvayîant ; prolonge^ 
.d.qnç k ligne 5/f au-delà de i^jufqu'en g, & faites 5^ égale à ç,& 
/ig^p^ a ou 2r ; & fi un demi-cerclç, qui aura pour diamètre JJj, coupe 
5a Jigçe ÇP pi:glpngé^ a^^delà 4e Z) pîideùjç: points ^ & /,^ les deux lignes 
jïgJ^J}\Jj^XQm les .deujc autres racines de^réquatioa pr^nalp de quatrç 
dim^fi?ns5 deforte que fi p;|r le. point A on mène les lignes e Af.&lJk, 
coupant le côté CjB prolongé au-delà de B enf&k relpeâivement , les 
lignes interceptées^/ & /it feront chacune égale à ^ j mais fi, le point L 
jie réj^t ,p^ le problème , les points e & / Je réfoùdront bien moins enqore, 
Ppur gjie tqutçs^ces folutions, euflent été applicables au prphlçme prér 
cédait, ce problème auroit dû être énonce en teptnes plus généraux ainfi : 
)Soit ABCÙ un quatre donné dont les côtés oppo/és fon» AD ^BC: an denum^ 
de démener de T angle A une ligne indéfinie comme AE coupant, les côtés CD ^ 
rR mi r#f ritÀ^ arolûHffés enEi^F refpe&kement ^ teUeiHent me la partie in- 



entendement 

lesquelles la vérité mepie fe trouve rçiiferméè , cômine je l'ai fréquem- 
ment obfénré dans le cours de cet OuyrSage,, . . . ' 
' i^. 'B. Dans* ràiië' &: Tâlutte ^e cesiçdnfhruQ-rofts les deux demi-cercle 
,4JEiG^4f&font fuppofés fiiués .dji ça&ne coc^ deJai>gi^e;(r^qtte lequaixé. 

. j .'^ - Dans 


ravoir DtÀ D ly. fo|em poflSbl», le quarté rde. kUgoe ^çnnée ^JRpu ô 
ne doit pas êtrefttus petit que huit foi» le quarré BD^ ce que je dé* 


montre ainfi: i^équalion^ xx^fifx^a^:z:odoanQ xzzr':±^V!rt'^aiii, 
donclapqoanâUV O^Hoâc pas .ocre plus petite que «^ ni pat coafiqiieatt: 
laquificâéMiyf^piui petite que 2^ j -maïs zf^&c^^fàxïhfpaàié^i: donc 
la quantk^ jTr^ ne dqit pas être plw^peâtè que.a^^ni la grandeur ^plus 
petiteq^^S^isTlù^e ^uiinfé ce pluspetiiquepoa^paisc^saaH-i^itparrhy 
pothéfe ^dooQ iA qumtité aa^rhAb m àf>it:p9$éfr€i plu^etite que j><ia , ni 
bb p)i« p«ii^qiwAï4l,^ c'èftsàtdire, lé quftrréiçl» iîgne,£i;ou de,^^ 
ne deit pafiiiétre, plUa p€thi9p,ekm£m}^j^w:4 ^ A iC':e{Lçe.c^ paroît 
nuu]^fie9(tementrti'aill$âl:s ^ oapr.Q > diamè- 

tre A g eft plus grabd que 2AJ) , 1|5 i»yçn fera pju«.gr^nd.qae^^ i) , & 
qdnûle dqni-cercle en s'étendant au-delà de la Ugne Z) e ^ la coupera en 
4eiw ppiiltf^r^ Zi ««rplusje Wn gpprpchç^eii gçan^çir deJa ligoç 
JDrV^ l^ d^ijis: poiQtff d'ifiterfeâipn'f ^ ^ s^>ppr<2dbie^ t^^.^^. ^'^^: 
^re; fi ^.rayçn eft égal aif xâ^ r^/) » la li^er D/ ^deviendra imc tan- 
gente fia carclei :*À les dejii^ ppints d'interfe.6lion t & l devront être 
confidér^s conune ne^ formant qu'un &ul point ^& les racines De & Dt 
comme égales: que le i;»yoa fo\t préfentemeot plus petit que AD^ Se 
le demi^cercle n'attendra pas jufqu'à la ligne C Z> prolongée ^ fi bien que 
les ppin^ ér & /^ auflî-l>jen que les racines De & Dl deviendront im« 
poflibles; donc pour .que lesraanes jD^ & /)/ foient polfibles, le rayon 
ne doit pas être plus petit que ,4.i), ni le diamètre Âg plus petit que 
2AD ^ c*eft-à-dire, la quantité. 2r ne doit pas être plus petite que 2a; 
mais nousavcws; prouvé ci-defliw,, que fi la quantité %r ne doit pas §tré 
plus- petite, que 20 ^ le qûarré de £ F ne doit p^ non'plu^ être plus petiç 
que huit fois le quarré jBZ> j^Q^Cypourque^s racines De & Dl foieut 
poflîbles, le quarréde EFdbit^être plus grand que huit fois le quarré 
£ /)• Voici donc un nouvel exemple de la néceffité que deux racines 
.deviennent impoifibles à la fois après avoir été égales. Voyez art. 107^ 
& art. , 1 1 1 . la troifiéme obfervatîon. 

Remarquons de-plus , que quoiqu'il pùîfle y avoir des cas particuliers 
d*un problême , dans lesquels quelques-unes des racines de l'équation qœ 
le problême fournît font impofïîbles , il ne laifle pas d'y avoir touJouÀ 
d'autres ^as du même problêipe , dans lesquels elles font toutes polSbles: 
& par conféqueiit la formulé de l'équation doit être gardée, même dàiïs 
le tems que ^'uei^aès-iines' des racines fe trouvent n'être d'aucun ufiigè. 
'* .4^i.\"ïï arrive très-jfo^^^ être parvenus à/ûpe , vérité , no& 

Ccc 2 apper* 
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sçperce^ons'd^àiâïes routes qui' conduilenc :à la méofè vérité ,& d'one 
manière moins détournée , quoique peut-être pas toujours plus naturelle: 
c*eft précifément-là notre cas dans la folution du problême précédent, 
où nous avons défigué la diflaoce inccomueD^ pdxjs^ &. trouvé quex 
avoit quatre fignifiçations , favoir, D£., I>L^ De^ JDl; mais, dans 
cette folution on. a dû obferver» que la quantité BG n'a que deux va- 
leurs, TavoirH- ou — l^aâî— h**: par conféquent, fi nous avions fidt 
JB G la quantité inconnue dans ce problême , c'eft-à-dire , fi nous avions 
fuppofé BG:=:Zy& entrq>ris de refondre le problême dans^ cette fuppo- 
fidon , nous farions à la fin néceflkirement arrivés à cette éi^^ation très- 
fimple, zznzaa-^-bby comme on le verra par la folution fuivante* 

Suppofons le point E déterminé, & la ligne £ G perpendiculaire à 
JE, le refl;e de la condruâion continuant comme ci^deflus ; fûtes BG:=^y 
& partant -^G = a H- 2 ,• faites aufli A F= y, & par conféquent AE = y -+ *, 
& les triangles femblables ABF& ^£ G donneront ABk AF comme 
AE à AGj c'eft-à-dire, a i y comme y-+* à a-+2; donc en chàn- 
géant Fanologie en équation.noùs avons aa— Hae=yy-+iy:d'ailleurs, 
comme le triangle EHG eft femblable au triangle AEG^ & ce dernier 
femblable au triangle ABF, il s'enfuit que les triangles EHG & ABF 
font femblables, & outre cela égaux, à caufe de l'égalité entre les cô- 
tés homologues EH& JB; donc les autres côtés homologues £ G & 
A F fonc'égaux , c'eff-à-dîre , £ G=y : puis donc que le triangle- reftan* 
•gle -r^ JïG donne \^ G* = -^ £^ h- E G» , nous aurons aa^zaz-^^zzzzyy 
-+2Z7H-W-+yy=2yyH-2AyH-*i&: ainfî nous avons deux équations 
pour déterminer, les valeurs des deux quantités inconnues z & y , favoir 
^a-f a2c=yyH-;*yf &fla-+2jz-f 22=2yy-f 2iy-+ii ; retran* 
chez deux fois la première équation d e la fécon de , &> vous aurez zx-^oa 
= fei, eazz^aa-^-bby & z=z-±Vaa^bb; ce qui figniSe, que fi le 
poim E efl: déterminé de façon dans la ligne D C£, que la ligne EF^it 
une longueur telle que le problême la demande, & que de-plus la ligne 
2G foît perpendiculaire kAEy coupant AB prolongée en G, la partie 
B G fera égale à Vaa^TTy donc par la raîfon des contraires , fi le point 
.G eft déterminé de façon dans la ligne -^fi G> que la ligne B G foit éga- 
le ïVaa-\-bby& qu'outre cda le point E foit déterminé de façon 
dans la ligne D C£, que fangle AEG foit droit, la ligne ££ aura la 
longueur que le prpblême demande ; majis le point £ ne peut fe trouver 
dans la ligne D C^ & l'angle ^£ G être en même tenas droit, à moins 
!que £ ne foit un des points où le cercle ayant pour diamètre A G cou- 
pe la ligne DCEi donc fi un cercle, dont le diamètre èft AG^ coupe 
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h ligne 2)C£ en deux points £ & L, les lignes EF Se LK auront la 
longueur que le problême requiert. On peut démontrer de-même , que 

fi Ton fuppofe la ligne Bg^gale à— Vaa-h**, c'eft-à-dîre , ù Bg dSi 
faite égale & contraire à £ G , & qu'un cercle ayant pour diamètre A g 
coupe la ligne CD prolongée en « & /, les lignes ef & Ik auront auflila 
longueur exigée par le problême ; deforteque les lignes EF^ LK^ ef 
& Ik feront chacune égale à b. 

De la rifoktion de toutes fortes d'équations de quatre dimenjions au 

moyen â^tme équation cubique. 

L E M M B. 

466. Ou' il y ait deux équations du fécond degré ^ exprimées par ksformu^ 
les fuivantes ^ favoir y xx-fexH-f=o, (^ xx— exH-g=o, dont les 
termes moyens —h ex 0* -^ tu font égaux & contraires Vun à loutre: je dis 
cela étante que fi ces deux équations font multipliées F une par Foutre ^ elles 
produirait une équation de quatre dimenfions ^ à laquelle le fécond terme man^ 
quera: car cette équation fera 

X^ m -+gXX^ ^f X -f/g=0. 

-^ee ^ 

467. Donc far la raifon des contraires toutes les fois qiim a une équation 
de quatre dimenfions ^ qui n'a point de fécond terme j (la méthode d'ôter le 
fécond terme de toute forte d'équations a été enfeignée dans Fart. 437,) 
une pareille équation peut , à F aide du dernier article , être décompofée en deux 
équations , àont les termes moyens feront égaux ^ contraires Fun à Foutre. 
Que réquâtion propofée foit x^-l-j»«-+rx-+j=o; je dis que cette 
équation peut fe décompofer en deux équations du fécond degré ^xx-^ex 
-+/=:o y & XX— ^x -+ g =0 : car le lemme précédent peut nous fournir 
trois équations pour déterminer les trois quantités inconnues e^f&cg. 

Eq. 1ère, /-+^-fe=:g, 
Eq. 2de, gg^gjzzr^ 

Eq-3*«^, fg-s. 
Dç ia première équation fe déduit 

Eq. 4éine, gH-/=3-+^^. 

De la féconde 

Eq.5^«, «-/=-f. "" 

Retranchez la cinquième équation de la quatrième ^ de prenez la moitié 
' du relte» & vous aurez 

Ccc 3 Eq. 
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Eq. (jAne,^ /= 

2 

Ajoutez enfemble la quatrième équation & la cinquième, & prenez la 
moitié de la fomme , & vous aurez 

Eq, 7èirie, ^= _^. 

Multipliez enfemble la fbdéme équation & la feptiéme, & vous aurez 

fgzz, — A': mais /f=j par k troifiéme équation; donc 

4 

nous avons —il— x, & 5*-+23f^-+^+— — =4j:multi- 

pliez les deux membres par r ^ 9.& puis rangez les termes de l'équation dans 
Tordre où ils doivent être, & elle fera^*-+24^+H-jî^e— rr=o: fub* 

(lituez )' à la place de ^ ^ , afin de réduire Téquation de fix dimenfions à 
une équation cubique, & vous aurez y^-H-25yy-+5j^— rrno. Voici 

donc quelle eft la régie: Que Péquation fropofée/oit x+H-qxx-+rx-+s 
=o ,Q* trmévez y racine de cette ^g«ari(wa^fjtt^y5-Hh2qyyH-qqy--rr==o; 

— 4s 

puîsfaifant V'y =e, î =f, & -^gyhs deux iquatims du 

2 . ' • 2 

fécond degré y dans lesquelles tiqUasm propofée pourra fe rifouire ^ feront 
xx-+cx-+f=:o, & XX— ex^g=p. 

Pour édaîrcit cette règle, nous employerons l'exemple fuivant: qu'il 
faille décompofer réquation de quatre dimenfions x^^^ 3^^--*4^*^3 =o 
en deux équations du iecond degré pour en trouver les racines. Ici ;== 
•—3, r=r.^4, &xrr«-*3: commençons donc par réfoudre cette équa- 
tion cubique y'— (Î3fy-+2jj^— i6=o ; pour cet eflFet ôtons le fé- 
cond terme en fubftituant z -+^ 2 à la place de y , & Téquation fe 
trouvera transformée en celle-ci s?r+pa;^^iQ^o, dont la racine 
étant tirée fuivant les règles prefcrites ci -^ defTas, donnera 2 ss — x, 
les deux autres racines étant impoOTibles: mais .fi 2=:— i ^ il faut que 


2— h2 ou y=H-i, & l/y ou^=l ; dpnç -^-| ^.ou/=: ^ ^ — * 


= H- 1 , & — - — JL ou £ = — — : = — 3 ; co.ic les deux équations 

^ du 
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jâo (écood degré qu'on d^na&delcMit «c-4-x^-t=!0, & X9;l.xi. o— o: 
' les deux racines de laprémiére équation font împoflSbles , étant -^^rfc^— 3 

& les racines de la dernière poflibles étant ztJL^223. 

2 
, ' • • • 

468. Pour faciliter f intelligence de ce qui a été dit dans le dernier 
article , il ne fera pas mauvais d'approfondir tant foit peu la compolî* 
tion d'une équation de quatre dimenfîons , qui n'a point de fécond ter- 
me.. Par exemple r fbit x+—27j;a:— 14a; -+120=0 une équation du 
. ^quatrième degré, dont les quatre racines font poflibles ,'favoir-+2 , — 3 , 
— 4 & -+ 5", (car la fomme des racines affirmatives doit toujours être 
égale ^à la fomme des racines négatives , pour ôter le fécond terme , qui 
dans tous ces cas ell fuppofé manquer:) cela étant, il paroît par ce qui 
' a été démontré au fujet de la nature des équations en général , que Té- 
quation propoféeici, eft le produit de la multiplication continue de ces 
quatre équations Amples, x— 2 = 0, a?-f 3=0, a;-+4=o &x— 5 = 0: 
i) efl: clair auffi , ^e de ces équations fîmples on peut former plufieur^ 
tombinàifbns d^éqùàtlons dif fécond degré , en prenant les équations fim- 
pks deux à deux, & que kâ deux équations du fédond degré dans cha- 
que combinailbn étant multipliées enfémble produiront Téquation origi- 
nale: coîàme premîéremera y fi les racines H*2 & -r3, & les racines —4 
& ^5 font jointes ehfemblc, elles formeront ces deux équations du fe- 


cond degré"., a'T-2?<x-+3 = o, & a?H-4Xiu— 5=0, c'ell-à-dire, xx-^x 
yô^Oyôe, XX — X— 20=6, où ^ coefficient dû fécond terme eft — h i; 
îecondeinent yû. les racines — h2 & — 4 font jointes enfémble , comme aufïï 
les racines —3 & H- 5, on aura une autre combinaifon d'équations du 

fécond dejgré., comme x—.2xa;H-4=o, & x-+ 3x^0— .5=0, c'eft-à- 
dure, xx-+2aî — 8=0, & xx— 2X— 15=0, où ^=H:^- ^ tmjiém 
iieu\i û les radnes 2 & j & les racines —3 & —4 font jointes enfém- 


ble, vous aurez x— 2xa;_5=:o, & x-+3xxH-4=o, c*eft-à-dire, 
XX— 7X-f 10=0, &XX-+7X— hi2=o, ou f=i±7' 

Excepté ces trois combinaifbns d'équations du fécond degré , on n'en 
faûroït Former aucJuhe autre ; & partant fi chacune de ces combinaifbns 
efl repréferitée indiflFéremment par cette combinaifon générale, xxH- ^x 
H-/=o& XX— fx-^-g=:o, le coefficients ne fauroit avoir moins de fix 
valeurs diflFérentes, lavoir HHi,^72, &tt7î ^^ ^^ quarré ee 
n'en peut avoir que trois, favoir, i ,4 & 49; d'où il fuit, que toutes 
les fois que réquation.x+— '27XX — i4xH-i2o'=a doit être décompoféé 
en deux équations du fécond degré par cette méthode ^ l'équation cubi- 
que, 
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que, à Taide de laquelle la valeur de ^ ^ efl: déterminée, doit avoir tou- 
tes Tes racines poflibies, favoir i , 4 & 49; & de-là naît la néceflité de 
faire intervenir une équation cubique dans la décompofidon d'une équa- 
tion de quatre dimenfions en deux équations du fécond degré. 

Si toutes les racines poflibles d'une équation cubique, au moyen de 
laquelle une équation de quatre dimenfîons peut fe décompofer , font né- 
gatives, c'eft-à-dire û le quarré ^^ efl négatif, les quantités e & 

-^ feront impoffibles , & nous en difons autant des quantités €,f&gt 
ainfi les quatre racines de l'équation propofée feront toutes impoflibles : 
car les racines de l'équation x* -+ ex H-/= o font Z T^^^^^^Af ^ ^ j^g 

racines de l'équation xx-^ex'+g^o, font itl^JllfîIIif j donc quand 

les quantités e,f& g font impoflibles, ces racines le feront aufii; & 
par conféquent il ne fauroit jamais y avoir d'impoflibilité à réfoudre 
une équation de quatre dimenGons en deux équations du fécond degré, 
toutes les fois qu une pareille décompoGtion peut être de quelque ufage. 
469. Mais il y a ime formule d'équations de quatre dimenfions , qui 
appartient à la clailè générale de celles dont nous venons de parler, & 
qu'il ne faut point paffer ici fous filence, à caufe de l'embarras qu'elle 
pourroit donner à un apprentif Algébrifte , û par hazard il en tentoit la 
folution ; je veux dire , une équatioa. du quatrième degré , à laquelle 
le fécond terme & le quatrième manqueroient également. On m'objeéèe- 
ra apparemment, que les racines d'une pareille équation ne /àuroient fe 
trouver micu)^ qu'en la traitant comme une équation du fécond degré , 
ce qui efl vrai ; mais je ne m'inquiète pas tant ici de la manière de trou- 
ver les racines d'une telle équation , que de fatisfairè la curiofité d'un 
Analyfte qui fbuhaiteroit de découvrir ces racines par la méthode que 
nous venons d'expliquer : car fûrement fi quelque régie efl calculée pour 
une formule générale d'équations , elle doit être' applicable à toutes les 
formules particulières qui refFortiffent fous la formule générale. Soit 
donc x+ — 5XX— 1-4=0 une équation propofée à réfoudre par cette der- 
nière méthode. Ici 3=~5, r^o^ & x=-+4: & l'équation cubique 
qu'il s'agit de refondre premièrement, efly^ — ioy3f-i-9y— rr=o, ou 
parce que rr=o, l'équation fera y ^ — ioyy-+9y=o: or comme dans cet- 
te équation la quantité y (é rencontre dans chaque terme qui a quelque 
valeur, on peut inférer de l'art. 429 vers la fin, qu'une des valeurs de 
y doit être égale à zéro; divifez préfentement toute l'équation par y , 
afin de découvrir les deux autres racines, & vous aurez l'équatioa 
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yy^ioy-^p^Oy dont les racines font 9 & r; donc les trois valeuii 
de y, ou ^^ dans Téquation cubique marquée ci-deflus^étoient 9, i &o; 
par conféquent les valeurs de H- ^ dans la fblution^ feront 3,1 & o : Si 

f=:3, nous aurons 1 ou/=:-+2, a loug=-+-»,àcau- 

2 2 

leque r& partant -^=0; & ainfi les équations dérivées de cette fuppofî- 

tion feront «X— h 3X-+ 2—0, &««— 3af-+-2=o: fi ^ = i , nous aurons 
/=— 2, &^=— 2, &les équations feront *xH-*— 2=0, &xxs 
•-2=0: fi^rsoy & par conféquent «eso, les quantités /& ^ feront 

en ce cas . — ^ & 1 : mais la grande difficulté eft de déterminer 

As 

la valeur de la fraâion ^j dont les termes Ibnt tous deux égaux à zéro ; 

car quoique les quantités r & e puiiTent à jufte titre être eftimées éga- 
les à zéro 9 dans tous les cas où on les confîdérera comme jointes à des 
quantités finies; cependant fi on les compare Tune avecTautre^ elles 

peuvent avoir l'une à l'autre quelque raifon, & la valeur de — peut 

être quelque chofe. Pour menre ceci dans un plus grand jour , fuppo* 
fons d'abord que les quantités r ôce font finies , mais pafiant dans un 
tems fini de l'être par tous les degrés poflibles de grandeur au néant , 
deforce qu'elles foient toutes deux évanefcentes à la fois : fi donc dans 
cette fuppofition nous pouvoir découvrir la dernière raifon de r à f , nous 

appercevrons en même tems la dernière grandeur de la firaâion «^ , & 

trouverons par cela même ce que nous cherchons. Et certainement il n'y 
a rien d'abfurde dans cette fuppofition ; car quelle abfurdité y a-t il àfup» 
pofer que deux quantités r & e paflTent par degrés de Tétre au néant dans . 
un tems limité? & fi cela peut avoir lieu , il doit y avoir un dernier in- 
ftant de leur exiftence , qui fera Finftant par lequel ce tems limité fera 
terminé, quoiqu'on ne puifle pas leur attribuer une dernière grandeur, 
à caufe que leur diminution n'efl: bornée par aucune limite: or fi nous 
parvenons à trouver , qu'au dernier inflant de leur exiftence la quantité 
f aura à la quantité e une certaine raifon finie ^ ce fera tout ce que noiis 
avons voulu fignifier par la dernière raifon de r à ^. Four continuer donc 
notre recherche^ Téquation quiexprimoit le rapportder àf ou plutôt dér à y 
en général , étoit y ^ — loyy —h 9y — rr = o ; où par y dans le cas préfent il faut 
aitendre la plus petite racine de cette équation : or il paroît clairement par 
cette équation y que quand r eft quelque chofe y fera quelque chofe aufÇ » 
Tome IL Ddd & 
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^ que qaindr ift vieil y^Tera nea;doiic los q6a]iti£és.r & jfmtœum^ 
. deuxévàddceAteiàlafois : ilparoîcde-plos^quequaiidlftgrandairy eftégs- 
le à zéro^QU plutôt dan& ledeniierinfluuit de:reK2fteiièedey,]epremi<r 
terme de Téquation qui eft y' fera infiniment pl^s petit que le fécond 
qm eft loyy*, à çaufe que y qur^ft'iérocft MniMentpte petit qi^ 
Je nombre lo qui eft quelque chofe: par la même raifon le fécond ter- 
me qui èft loyy fera infiniment plus petit que le troiijéme py ; donc dans 
le préfent cas les deux derniers termes de ïiqvaiiâùù do&BeoDBt led»iier 
Tapport.de r à y auflî ezaâenieQt qne feroil réqyâitioii entière» Rejetons 
donc le» deux premiers teppies de réquation^ oofnme n'influant œ tien 


fur la conclufion,& nojus aurons 93f-rn:=o,& yap JIL*&|<youf=— : 
c'eft aînfi que nous avons enfin trouvé la dernière raifon de r à ^ , qui eft celle 


de rà-9 c eft-à-dure, de 3 à i ^ & la dermére grandeur de la fîaétionl 

3 . ♦ 

eft 1. OU 3: ceci ét^nt connu, hckis aur6us -- — î- ou f=--4^£l!jL,oa 

^=:-^](, &les équations dérivées de cette fuppofitioii de ^=oferoht 
a;.t— 4^0, &afx— 1=0. ' 

pîgnore ce que d'autres pcnfenude ces myftéf es mathén^atiques ; pour 
moi yavoue qqe c'eftav^ tinplaîfirj&ame furprife extrêmes que yMef-^ 
vc lès. détouia adnûrables qiie la Nature lait prendre pour ibrmonter 1^ 
plus girandés .difficultés : détouis tellement au*deflus de la éoïKjeption ho- 
maine, quSl nous eft rarement poffible de les trouves, fans pouvoir ja^ 
mais çp être les inventeurs : mais les parties les plus fublimea des Mathé- 
matiques , & particulièrement la doéîrine des Fluxions nous fourniffent 
des exemples plus ftappans encore de cette efpéce de prodige , deibrée 
que l'ancien Sage avoit bien raifon de dir^ 

Magna eft veritas^ &prœvakbit. 

Les Métaphyficiens affurent que le Monde matériel n'eft autre chofe 
qu'une copie du Monde idéal , & j'y confens très-volontiers : mais en 
même tems je ne faurois m'empècher de témoigner m^furpnfe^d'encen- 
dre parler de ce ton des gens qui connoififent fi peu IW <& l^autre de ces 

Mon* 

^ (^4 omtfe. fM^j^fut^ Êêrv eji hi/bdmmt fbupêitit qu^ h nomlre ïo pri eft ptelqi^ 
<èofe,) Ceci a eft pi» gflez tK^6t; car ce a*efi pas le çoeffiQi^it io qui fi^ique te quantité 
y eft infiniment peâte en compandibn de 1037; Haii eette di^rdiçe vient de ce que y eft un 
Infitâment peât du pvenfler ordre, & i>ar conféquent Infinlmeoc grand en ccMOpanlirou de yy^ 
qui eft un infinimenr petit du fécond ordre^ mais.à fim (qur infiâmenc gaa^ m coinpawHap 
de j^'qui eft un infiniment petit du croifiéme ordie» 


/ 
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MoodM. <:è n'èft qiie dans leÉ/eoiés lifiath^iSâciquefr quëlft Vëff t^ ^ c'èft* 
à<iire , la véqté .fondée far la finiple .ndTon , pfxàtt dans toat fyû édat : 
dans toutes les antres Sciences elle eft ou évidente par dle-mftme , ou fi 
£icite à être apperçae que fa découverte tte procure prdque aucun agré« 
fnent; ou bien^ s'il &ttt creufer fintiairanopour la trouver, on ne l'ap- 
perçoit la {dopari; du itenis qu'à traVers uâ nuage fi épais ; qu'il fisiut étr& 
bien hardi potur âffiftn^ que c'eft^Ue. Quicotique donc voudroit admirei^ 
de près la aatùre, la4)eattDé & Tharniônie de la l^érité ; quiconque vôu^ 
droit (autant qde les bomea de ies talens peuvent le perméccre) voir la 
vérité telle qu^dle a exlfté de coqte éternité da»s TElitendenient Divine 
H faut qu'il a'attache davantage; à l'étude des Mathématiques qu'à celle 
de la Métaphyfique : dès qu'on découvre en Mâdiématiques une veine 
de la vérité (&. il y en a fans dombre) on n'a qu'à fuivre cette veine 
âuffi loin qu'on voiidra , en faifant fervir. chaque découverte nouvelle de 
moyeft d'aller phi&Join: mais dan* la impart des autrés^ Sciences ^toâtè 
cette bdie analogie /& cette haimonie inaltérable font prefque entière^ 
ment perdue^;- & leareéritésparticidiéres qu'on y découvre, font £[ clair- 
femées & fi indépenàmtes l'une de fautie , qu'elles ne paroâfletit avok 
aucune relation enfemble, quoiqu'il y ai&. cependant «une intime relation 
entre toutes les véiitéa: ainfi û n'y a point Meu d'être furpris qa\m ab 
jgdt de plus grands .pn)grê s dans les Mathématique!^ & à l'aide des Ma# 
thématiques , que dans> toutes les autres Sciences m^és enfêmble fans dlcs^ 
Pour ce qui eft du Monde matériel , fi la Nature n'eft pas gouvernée 
par des bix uniformesf & confiantes , toutes les recherches philofophi? 
ques foAt inutiles : mais fi âiu-comraire elle eft toujours d'accord avec 
éUe-même , & qu'^e vcifille j^6t produfrè en mbîlftte que s'écarttf le 
moins du monde de fei propres loîx, ces lôix pourront toujours fervir 1 
examiner les pKéndÂnéâes d^ la Nature: âinfi fbit que nous éoniidérîofik 
lès loîx de la Nature les plus faciles à âppercevoir , ou bien d'autres loi* 
moins vifibles qu'on peut déduire légitimement de ceHes-cî , nous d^oâfvd- 
rons toigours la Nature autant liée par fes propres loix ^ que la vérité l'eft 
j^îff la néceflhé & par la râifon des chdes ; dêfbrte que nous ne devons 
jamais concevoir le moindre doute «n fîiivant la Nature , pourvu ^ùfe 
nous déduifîons légitimement des' vérités inconnues de celles que ilobs 
connoiflbns, foît que nouj remondôns des efitits à leurs caufes, ou que 
nous delbendions des caufes & leurs effets. Mais eh ftiWnt cette robsfe 
nous devons prendre garàè à noàs èi eha^e pas , âc-feche^diëi' *piP6ttâê- 
rementVfi^ ibs éaft&s auxquelles on attribue tels & teIspfiéhométte9,eîS!É^ 
tencrée&émexlt dàds la Nature ou non ; ^ en cas qu^Des eadfteht» fi ce 
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font elles qui ont {Mroduic les phénomènes dont il s'agit; & enfîn.iif elle^ 
Qnt le dejgré d'efficace requis pour produire ces effets en quantité & en. 
degré tels que nous les trouvons dans la Nature : en nous y jurenant de 
cette façon , nous verrons que plufieurs effets qu'on attribuoit commune* 
ment à différentes caufes , procédoient réeli^nent d'une feule & même 
caufe; & à proportion que nos connoiffances naturelles iront en augmen- 
tant , le nombre des caufes naturelles deviendra plus petit , & la Nature 
nous paroîtra de plus en plus fîmple & uniforme. Mais de pareilles re- 
cherches ne peuvent jamais fe faire avec quelque degré de certitude , fi 
l'on ne fait pas bien ce que c'eft que quantité & proportion > & c'efl: 
de-là que naît le grand ufage & même la néceilité abfolue des Mathéma* 
tiques dans la Philofophie Naturelle ;& je fuis perfuadé que c'a été -là 
une des grandes vues du fage Auteur de la Nature , en fufcitant les grands 
hommes, qui nous ont enfeigné une nouvelle méthode de raifonner ,qui 
étant t:>ien cultivée & mife en œuvre , pourra fervir à nous faire mieux 
connoîtreuDieu dans fes ouvrages que tout le jargon métaphyfique des 
Ecoles. C'efl la méthode que le grand Newton a employée^ & perfonne 
n'ignore les étonnantes découvertes qu'il a faites par ce moyen* 

}e n'ai garde de nier que les Mathématiciens ne puiffent fe tromper 
dmi leurs recherches de la vérité , & même que la chofe ne leur foit ar- 
rivée très-(buv^t^ quelquefois pour avoir appliqué leurs principes avec 
trop de précipitation , mais plus ordinairement à caufe de l'extrême dif- 
ficulté de leurs fnjets : mais que veut«oa inférer de-Ià? Parce que les 
Mathématiciens fe trompeut quelquefois , d'autres Fhilofopbes , qui ont 
infiniment moins de fecours qu'eux pour faifir la vérité , font-Us pour, 
c^ exemts d'erreur? Difons franchement ce qui en efti tout ce que^ 
ces prétendus Philofophes peuvent faire ,fe réduit à donner unairimpor-^ 
tant à leur ignorance , h méprifer ce qu'ils ne comprennent pas , & à 
vouloir paroître n'eflîmer que fort médiocrement des Sciences , dont leur 
peu d'application & leur manque de génie les rendent abfolument in* 
capables» 

Mais texpérîence au-defFus de toute exception , tant de ce fiécle-ci 
que du fiécle pafTé , a fuffifamment établi l'ufage des Sciences Mathéma* 
tiques dans la Méchanique & dans la. Philofophie Naturelle. LesModer* 
ne», particulièrement ceux de notre Nation , ne fe font point arrêtés-là, 
ayant fait tous leurs efforts pour bannir de la Philoiophie Naturelle tou- 
tes ces fubtilités opiétaphynques , dont elle a été fî longtems infeâée, & 
qui en ont durant tant de fiédes û puiffamment empêché les progrès : 
fubtilités^ qui , en attirant à leurs inventeurs f admiration des fots> les 

ren* 
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rendent moîiu propres que jamûs à la recherdie de la vérité : mais com- 
me-le faux goût dont je me [dains id , commence (grâces à Dieu) à être 
bien connu , il y a lieu d'efpérer que tout ce qu'il y a de gens fages ta- 
cheta de fe garantir d'une maladie fi aîfée à contrarier , & G difficile à 
guérir. Je ne fais fi mon zélé pour la vérité ne m'a point engagé trop 
avant dans cette digreflion : mais il m'a paru qu'il n'étoit guéres pofijble 
de prendre trop de précautions pour empêcher que de Jeunes- gens qui 
fouhaiteroient de feire des progrès dans la route de la vérité , ne s'éga- 
rent en fe laîflànt éblouir par de vaines apparences , qui en ont féduît' 
tant d'autres: fi ce malheur leur arrive, il les rendra infenfibles au plaifir 
exquis, qui naît naturellement de la contemplation de la vérité, quand 
<Hi la voit telle qu'elle efl & fans nuages: plaifir qui n'eft fondé, ni fur 
nos appétits , nos fantaifies , ou nos paffions , mais qui nous appartient 
purement en qualité d'êtres penfans , & de créatures douées de raifon ; 
& fî l'on aç^rofondifibit comme il faut la-natore de ce plaifir, il fe trou- 
veroit que c'efi: le feul qui dans notre condition préfente nous appartieo* 
ne en commun avec des Etres fupérieurs. 


Ddd 3 A P- 


358 • 

Al»ï»ÈNDICE 

MONSIEUR de Mùivre ayant avec beaucoup de fagacîté trouvé 
une méthode d'extraire la racine cubique d'un binôme impoflible, 
tel que a-+ V— * > & rendu outre cela cette méthode univerfeUe, en 
faifant voir comment il faut s'y prendre pour tirer quelque autre racine 
dudit binôme , & de - plus comment on extrait une racine quelconque 
d'une puiflance donnée d'un pareil binôme, a eu la bonté de me la com- 
muniquer , pour qu'elle fût publiée en forme d'Appendice à ces Elémens. 
Cette importante découverte efl une nouvelle preuve de la pénétration 
& de l'habileté de cet illuflre Mathématicien , & ne peut que faire^^un 
extrême plaifir à ceux qui fouhaitent de fe perfeâioner dans la connois* 
fance de l'Algèbre. Le Dofleur Saunderfon avoit confulté ^. de Md- 
vre au fujet de l'extraâion de la racine cubique d'un binôme impoflible, 
dans la Lettre fui vante, dont le principal but étoit de le remercier de )I|i^ 
folution du dernier de fes deux problêmes curieux au fujet des ViopQT'r 
tionelles , & d'avoir permis que l'un & l'autre fdTent inférés dans fon 
Ouvrage. 

A MoTx s lEVK de Moîvre. 

MONSIEUR, 

Cambridge 9 Sept. 26. 1738. 

* 

Voici la première occaGon que j'ai pu avoir de vous accufèr la récep- 
tion de votre obligeante lettre , & de vous remercier de la folution de 
votre fécond problême , comme aulE de la généreufe permiflion de les 
inférer tous deux dans mon Ouvrage, dont ils feront le plus grand orne- 
ment. Dans cette dernière folution vous avez marqué ( s'il efl poilible ) 
plus d'art encore & plus de pénétration que dans la première ; mais elles 
font l'une & l'autre des chefs-d'œuvre en leur genre, & font un hon- 
neur infini non feulement à vous , mais aufli à l' Analyfe en général , 
dont le pouvoir irréOdible (peu s'en faut que je n'aye dit fans bornes) 
opère des prodiges fupérieurs à ceux de toutes les autres Sciences , fur- 
tout quand elle eft mife en œuvre avec cette fagacité étonnante que 
tout le monde admire en vous. Je trouve que nous nous fommes ren- 
contrés dans l'idée de divifer une équation par une 'autre ^ afin d'en avoir 
une plus fimple; quoique vous ayez mieux réuffi à faire valoir votre 
idée , que je n'ai fait la mienne, ou qu'il ne m*auroit été poflîble de fai- 
re. Quand vous aurez la bonté de m'écrire, je vous prie de me faire 

fa- 
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fimàr 9 fi vons a^ez qudqiie chofe de relatif i rektraâion de la racine 
cabiqae tfun binôme impoflible , tel que — 5-+ v"— 2 , ou — 5 *. f/— a , oufi 
dans vos leâures vous avez rencontré quelque moyen de réuOir dans 
cette opération avec autant de certitude^ que dans le cas d'ua binôme 
poflible: pour moi, je n'ai jamais rien trouvé & cet ^ard, pas même 
dans f^aiSs, qui s'eft attaché k cette recherche. J'ai l'honneur d'être 

Monsieur 

Votre &c. 

N. Saimderfon. 

P. S. Je ne voudrois pour rien au monde ne pas avoir cette dernière 
Iblution y laquelle , ajoutée à l'autre , met votre méthode dans Ton plus 
grand jour : méthode , dont TexceUence ne peut être bien connue que 
par ceux qui fe font trouvés arrêtés par les difficultés qu'elle les a aidés 
^i (urmonter. 

A l'Editeur de TAIgébre de Mr. Smuderfon. 

Monsieur^ 

Parmi plufîeurs lettres que faî reçues de /eu mon digne Ami Mr. South 
derfon , il y en a une dans laquelle il me demande fi j'ai une méthode 
d'extraire la racine cubique d'un binôme impoiSble» tel que aH-V-^-b^ 
ajoutant, que ce que fFàllis avoit écrit fur ce fujet ne le contentoit pas. 
Je ne me fou vienr pas au jufle des termes de nn répanfe , mais le fens en 
revenoit à ceci: ÇNie j'avois démootré depuis kng^tems» que la règle 
donnée par te Dr. fFàIBs n'étoit qu'une pétitkm. de principe, ou tout 
au plus un eflai qui ne pouvoir réufltr en plufieors as; mais que ma dé^ 
monfiration fe trouvant parmi quantité d^autres papiers, il m'étoit im. 
poflible de lui en faire part. A-préfentqu'elle m'eft retombée entre les 
mains , j'ai cru devoir vous l'envoyer., 

Le deSein du Dofleur fFalRs étoit de prouver , que dans les équa- 
tions cubiques il n'y a point de cas inexplicable^ quoique l'opinion con*- 
traire foit reçue communément. II indique un de ces cas par l'équation 
f I -^Ôyriz 162 y dans laquelle fi on afligne à r la valeur qu*elle auroit fuivan t 

la règle de Cardan , nous trouverions r^ i/Si""^^— 2700— l-V'Ji—v'— ^700; 
laquelle confîfiie eu deux parties, dont chacune contient la quantité ima- 
ginaire V — H-a7ob. Qr /Fa//iV^ pour démontrer la témérité de ceux qui 
ont affirmé que dans les équations cubiques il y a quelques caa inréduc* 

ti* 


4ÔO A p ï>: i N D I 1$ R 

tibles 9 ou ( cofiime il le» appelle) impraticables , dit , qœ la racine cubi* 
que de 8i H-i/-- 2700 peut fe tirer à Taide d'un autre binôme impos- 
fiUe, favoir, par f-f-iy'— 3; & de-même que la racine cubique de 
81 — y— 2700 peut s'extraire, & il fait voir que c'eft f— ÎV — 3; d*où 
il infère, que|-+^|/— 3, H-f-iV'— 3, ou fimplementp, font une 
des racines de l'équation propofée, favoir, de H — tf3rm<j2 : il trouve 
auflî les deux autres racines qui font —(S,— 3. 

On ne fauroît difcon venir , que | -H î 1/ — 3 ne foît la racine cubique 
de 81 -1-^—2700, & que la conféquence qu'il tire eft légitime: mais 
ceux qui confulceront fon Algèbre p. 190 & 191, verront clairement^ 
que la règle qu'il donne n'efl après tout qu'une tentative, pour dèter- 
miner la valeur tant de cette partie de la racine qui eft hors du figne 
radical, que de la parcie qui eft fous le figne ; Se que fi l'équation ori- 
gin aie a voit eu fes racines irrationelles , fa tentative n'auroit jamais 
réufii. Mais je prouverai de-plus , que l'extraflion de la racine cubique 
de 8H- v^""27oo a prècîfément le même degré de difficulté qu'a l'ex- 
traftion de la racine de l'équation originale r' — 63r=i(52, & que ta 
parfaite folution de l'un & de l'autre de ce <:as fuppofe la ttilêâkjif de 
l'angle: pour cet effet fuppofons qu'on nous propofe à réfbudre le pro- 
blème fuivant. 

Tirer la racine cubique du binôme a-+ |/— b. 
Solution. 


Que la racine cubique de j-f v'— * foit x -1- v"— y: donc le cube de 
»H-|/-y eft égal à^-fv'— A; maîsie cube en eft »*H-3*«t/— y 
^Sxy^yV^-y: faîte» lç$ parties rationelles de cette quantité égales 
à a , & les parties irrationelles égales à ^, & vous aurez ces deux équations. 

ap5-3i?yc=a, 

^xx — yxv^— y==V— *; 
ces équations élevées au quarré font 

x^-^Cx^y-^^xxyy^aa'^ 
& — 9af+y— H6x*yy— y'— — *: 
puis prenant la différence de ces équations il viendra 

«^ -+ 3x^y-t- 3 a?a;yy -t- y' =r aa-f * ; 
& par Textraélion de la racine cubique de l'un & de l'autre membre, 

nous auronsxx-+y=v'aaH-^: foît (pour rendre le calcul moins em« 

barraffé )Vaiï -h A =3 m; nousavons doncy=»i-xj;: mais la première 

équa- 
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équation, favoîr, «*'— 3Jty=tf , eft fufceptible de cette forme y^îîll?; 

doncOT-«=îî^^, & 3OTS— 3xî=a?5— a, ou 44?5-3wa:=:a : maîa 

perfonne n'ignore , que fi r efl: le rayon , / le finus verfe d'un arc , & « 
le finus verfe du tiers de cet arc , en ce cas Féquation exprimant le rap- 
port entre / & x, fera 4x5 — 3rrx=:rr/: équation qui eft de même natu- 
re que la précédente, comme il paroît par la fuppofîtion que rr= m ,ou , 

ce qui revient au-même, r^Vniy & rrl^a^ouml^ay ou /=— ,• &nou8 

fommes par conféquent en droit de tirer préfentement cette conclufion , 
que fi au moyen d'un rayon =v'm, nous décrivons un cercle, & que 

nous prenions un arc, dont le finus verfe foit -^, le finus verfe du tiers 

de cet arc fera la valeur de x; laquelle valeur étant connue, fera con« 
noîtreauflî la valeur dey, qui eft toujours exprimée par m-^xx^ corn- 
me nous l'avons fait voir ci-deflus. 

Cependant nous ne faurions encore être aflfurés que l'équation 4x^-'2mx 
^a dépende de la trife£lion d'un arc , à moins que nous ne fâchions préa* 
lablement que le cube de m eft plus grand que le quarré de a : mais c'eft 
de quoi l'on peut facilement fe convaincre , en jettant les yeux fur l'équa- 

xion m^Vau-^b; donc m' =^j-+i, & partant plus grand que aa. 

Avant que d'aller plus loin , il eft ncceflTaire d'obferver , que x & y ont 
chacune trois difierentes valeurs ; car que C défigne la circonférence en- 
tière du cercle , dont le rayon eft =|/m , & A l'arc ,dont le finus verfe 

eft JL î cela étant les finus verfes de ^, £=iî, & Sitl. dénoteront au- 

» ; 3 ' 3 3 

tant de valeurs différentes de x; & par conféquent il y aura autant de 

valeurs différentes de y, puisqu'il a étéprouvé que y eft toujours =- m— xx. 

Mais pour appliquer ceci au cas propofé par le Dr. fFàlHsj qui étoît 

d'extraire la racine cubique de 8 1 -+ V — 2700 ; faites ^ = 8 1 , & * = 2700; 

donc aa-+ A—9261 , & partant w= v^925i — 21 : donc notre rayon eft 
Y 21. De-plus, le finus verfe de — = — = -2L : or on trouvera par 
un calcul trigonométrique fort aifé, que fi 1/2 1 eft le rayon d'un cer- 
cle , & que le noftibre — défigne le finus verfe d'un arc , cet arc fera 

'32*.42' à peu près, & repréfentera Tare /I; & par conféquent C— v^ 

fera 327?. 18* , & Ch--'^ 392*. 42': ainfî les tiers de ces arcs feront 

lo*,54', lop^'.oi?, 130*. 54*9 donc le premier étant plus petit qu'un 

Tome IL £ e e quart 


4o^ ^ ?» ? P: ]{« îl ç Q A 

.quart de cerdçi iliaut çonfidérer fott finas yçrre3.ç'eft7à.dire„.b.fiaus 
ye79*. o5*, comme une grandeur pofîtive,*& les deux autres étant 
{>lus grande qu&^des quarts de. cercle, leurs fmus yétfes^ c'eil-à-4ire ,-:i6s 
finusdeip^.ofi' &de40**. 54' , doivent ^tre confidérés comme des gran- 
deurs négatives. Ceci étant pofé, on trouvera par Içs règles dé la Tri- 
gonométrie, que le rayon du cercle étant t/21, les finus de 79'. oC , 
ip*. o(? , 40*. 54* ', feront refpeétivement 4 .4999, — 14999, — 3 . coco, 
ouf— 1,-3; & par conféquent que les trois valeurs de y, lesquelles 
( comme nous Tavons fait vdr ci-deflus ) font exprimées d'eue &çon 

générale par m^xxj feront relpeûivement 21— -!L,îti»-. ^^^i^çf^ 

4 4 

ou -, ^,12; dont les racines quarrées font ^y^^ iVS^^Vii & 

4 4 

par conféquent les trois valeurs de y— y feront î V— 3 ,|v^— 3 ,2 v— 3: 
de tout ce qui vient d'être dit nous inférons , que les trois racines de 


9^ 


y Si H-i/-270ofontf-i|/-3, -4-H{|/-3, -i-i-AV-^i: & 
par la même façon d'argumenter nous pouvons prouver que les trois ra- 


cines de yii — i^— 270olbnt|— i>/— 3,— 1— ^1/— 3,-3 — 2|/— 3. 

Mais pour mettre encore ceci dans un plus grand jour , fuppofons 

qu'on demande l'équation qui réfulteroit de l'addition des deux binâmes 


ya^V-h-k-Va—V—b^ afin de les dégager de leurs fignes radicaux^ 
pour cet effet faifons 

3^, z-¥,v^x. :'., j: ^ 

Il paroît par les deux premières équations que z^ H-t;^ = wjpar la troi- 

fiéme, que 2-f t;=x; donc ^±^-~;mais-Ç^=«2--CT-+,w 
& partant zz— 2î?-+î?t;=.2fL; en élevant au quarré la troifiéme équa* 

tion , nous avons 2zH-22H>-+t?t?=xx; puis retranchant la . première 
de ces deux dernières équations de la féconde , nous aurons 32 1> = « « 

•JjîLj mais fi l'on multiplie 2^ parvS & ^H-V'-i pâra-V-*, il 


viendra t^V=tfa-+i} donc ©z^v^flaH-*, & ivz^zVaa-^b\ ou 


fuppofant Vaa-^b^tn^ nous aurons ^v 2 =? 3 w i mais nous avons vu a- 
deffus,qucc'eft3t«=:«*— i2-j donc xa;— -î^s?3w,X)ua;'— .2a=:3fw*, 

ou 
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ou x'-'3f»x=2a: équation qu'on ne fauroîc réfoudre fans la trife£tion 
d'un angle, puisqu'elle eft de même nature que l'équation précédente, 
favoir, 44;* — 3mar=a; car fi dans l'équation x^-ipnx^2ay au-liea 
de X nous mettons 2«, nous aurons Sx^ — 6mX'^2a ^ ou 4X' — 3»u:=j. 
Mais pour porter cette recherche plus loin encore, fuppofons qu'il fail- 

le extraire du binôme a^+V^-bh racine », c'eft-à-dire , Va-i-V—b. 

Que xH- V— y foit cette racine: ainfi fuppolant yda-i-b^m , qu'on 

décrive un cercle dont le rayon (bit égal à Vm : de-plus fuppofant ^^^ 

zzp^ (il n'importe aucunement que n foit un nombre pair ou impair, 
pourvu qu'il foit un nombre entier) prenez dans ce cercle un arc 

qui ait pour finûs verfe -^, & que cet arc foit fuppofé =^î que C 

défigne la circonférence entière ; cela étant les finus verfes des arcs 
JL^ £=Zd^ £±i , î£=:îf , i£±l ^c. , en fuppofant toujours le 

rayon Vm , feront autant de valeurs différentes de x. Mais il faut ob- 
ferver, que le nombre des finus verfes efi; déterminé par celui des uni* 
tés dans n , & qu'on n'en doit pas prendre davantage. 

Il ne me refi:e plus qu'un mot à ajouter, qui efi;, que fi l'on demande 
d'extraire une racine quelconque d'une puifiance donnée du binôme 
fl H- V — i , par exemple , la racine cubique du quarré , l'opération re- 
quife peut fe faire ainfi: que a-+V—b foit élevé au quarré, ce qui 
donnera aa'^b^+iaV^bi puis fuppofant aa—^=J,& * ^aV-^b ou 
|/— 4tfai=v^— ^, il ne refl:e plus rien à faire qu'à tirer la racine cubi- 
que du binôme d-+i/— ^, ce qui efi: faifable comme nous l'avons vu, 

11 feroit inutile de m'étendre davantage fur ce fujet: j'ai l'honneur d'être 


Monsieur, ^c. 
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J, de Moîvre. 


* (la ^«— b ou #^ — 4aaB.) Ces deux quantités font égales , à caufe que dans le cas pré- 
(èot la hors du figne radical valent ^aa fous ce même figne. Comme cette obfervadoa ne iè 
trouve pas dans tout le cours de ces Ëlémens, nous avons cni devoir rinféier ici. 


I N. 


